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Introduction

Ce cours de mathématiques a été écrit entre septembre 2023 et octobre 2024, lors de ma premiére année
de retraite, a l'intention des éléves en classe de terminale. Il couvre le programme de la spécialité maths
mais aussi celui des maths expertes, le tout regroupé en huit chapitres dont les quatre premiers et le
dernier traitent le programme de la spécialité. Je l’ai écrit parce qu’il manquait, & mon avis, & mon actif
que je partage depuis de nombreuses années sur mon site (mathadomicile.fr). Aussi et surtout, je l'avais
promis o ma derniére classe d’éléves du Lycée Henri IV qui m’avait fait la gentillesse de me laisser
croire que celui-ci leur serait indispensable... Merci a Alexis, Marguerite, Mathurine, Julie, Victoria,
Jessica, Illyana, Valentin, Valentine, Alice, Carmen, Malena, Soren, Raphaél, Léon, Jules, Martynas,
Emma, les trois Thomas, Sami, Victor, Léopold, Mathilde, Louna, les deux Alexandre, Manel, Viviane,
Mohamed, Jérémie, Tomi, Yuken, Chloé, Mathieu, Féliz, Adéle, Zacharie, Rayan, Noah, Anir, je ne
vous oublierai pas.

J’aime a penser qu’il sera éventuellement utile a d’autres éléves et m’excuse en guise d’introduction
pour les erreurs qui s’y trouveraient. Personne n’est parfait et ce document ne l’est pas non plus. Vous
pouvez aider o ['améliorer en me signalant ce qui est fauz, incompréhensible ou ambigu. Il peut manquer
aussi certaines parties que j’aurais oublié de traiter. Tout est possible, le document n’a été pour l'instant
relu que par moi-méme et je sais d’expérience que c’est insuffisant.

Les huit chapitres

I Spécial.Maths : Récurrence, dénombrement et suites
IT Spécial.Maths : Limite, continuité, dérivation et logarithmes
IIT Spécial.Maths : Primitives, équations différentielles et intégration
IV Spécial. Maths : Géométrie dans ’espace
V Maths experte : Nombres complexes
VI Maths experte : Arithmétique (Maths experte)
VII Maths experte : Graphes et calculs matriciels
VIII Spécial.Maths : Probabilités

Mes éléves me demandaient souvent quelles étaient mes sources. Est-ce que j’invente les exercices
(pour Uinstant il n’y en a pas pour ce cours de terminale) ? Est-ce que je m’inspire d’autres livres ou
est-ce que tout cela sort directement de mon cerveau ¢ Bien sir, il y a une part trés personnelle dans
mes documents, ne serait-ce que la mise en page, la plus ou moins grande concision, le choiz et la fagon
de traiter les exemples, la rédaction des démonstrations... mais il y a aussi une grande part qui vient
d’autres auteurs dont je cherche o faire la synthése. Certains livres m’ont o cet égard été plus utiles
que d’autres :
les livres de P. Sauser « Mathématiques Elémentaires », publiés chez Ellipses (édition de 1986)
le cours de probabilités de Lebeuf, Roque et Guegand, publiés chez Ellipses (édition de 1987)
les livres de terminale S de P.-H. Terracher, publiés chez Hachette (éditions de 1992 et 2002)
les livres « Pour aller plus loin » de J. Wacksmann, publiés chez Ellipses (édition de 2022)
les documents, publiés ou non, de certains de mes collégues (G. Dubost, P. Cote, L. Lemaire)
les livres de terminale recus en spécimen, je n'en cite qu’un (collection Hyperbole chez Nathan)

e e e

+

Les mathématiques ne sont pas compliquées. Quand on les comprend elles deviennent méme simples.
J’espére ne pas avoir introduit plus de complexité que nécessaire dans cet enchainement de définitions,
de propriétés et d’exemples que constitue ce cours de mathématiques. Tout livre de maths peut paraitre
indigeste ; il faut du temps pour se familiariser avec les objets abstraits qui y sont manipulés. Je vous
encourage a faire cet effort nécessaire et espére que ce livre vous y aidera.

Philippe Moutou, 9 octobre 2024
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Fondements






Dénombrement & Suites

Plan du chapitre :

1.1 Le principe du raisonnement par récurrence

2.2 Dénombrement : cardinaux ensemblistes, produit cartésien, listes

3.3 Combinatoire : permutations, arrangements, combinaisons, coefficients binomiaux

4.4 Suites convergentes et suites divergentes, limite d'une suite et monotonie, suites adjacentes

Apergu historique : Au début, les nombres entiers positifs étaient percus implicitement — d’ot1 leur
appellation de « naturels » — mais au X1x® siécle, les mathématiciens Richard Dedekind (1831-1916)
et Guiseppe Peano (1858-1932) établirent les fondements de la théorie des ensembles et ’axiomatique
qui justifie le raisonnement par récurrence. Citons le 5¢ axiome de Peano : Toute partie non vide de N
admet un plus petit élément. Le plus petit élément de N étant zéro, la construction compléte de
I’ensemble ne nécessite plus que le principe de récurrence : le successeur de ’entier n est n + 1.

Un dénombrement est aisé si les nombres impliqués sont petits et si les structures sous-jacentes le
facilitent. Ainsi, dénombrer le nombre de diagonales d’un polygone & n cotés est relativement simple
quand on comprend que d’un somimet on peut en tracer n — 3; de méme, on peut assez facilement
dénombrer le nombre de plaques d’immatriculation (dites minéralogiques car anciennement attribuées
par le Service des mines) différentes des lors que 'on en connait la structure (actuellement en France
2 lettres-3 chiffres-2 lettres, certaines combinaisons de lettres étant omises). Dessiner un arbre ou un
tableau peut aider au dénombrement, mais certaines structures compliquées nécessitent des outils
spécifiques et les mathématiciens s’employérent & les mettre au point, d’abord dans le cadre de
Pétude des jeux de hasard. En France, on retient notamment les noms de Blaise Pascal (1623-1663) et
Pierre Fermat (1601-1665) qui échangérent sur ce sujet. En fait, certains résultats combinatoires
avaient déja été établis durant 'antiquité en Inde, en Chine ou en Gréce. Les mathématiciens indiens
Varahamihira au vi° siécle et Bhaskara au XI1° s’intéressérent aux nombres de combinaisons de k
éléements choisis parmi n. A I'époque contemporaine, la combinatoire se trouve mélée et s’enrichit de
nombreux domaines : ’algébre, 'analyse, les probabilités, I'informatique. Le mathématicien hongrois
Paul Erddss (1913-1996), par exemple, développa la branche combinatoire de la théorie des nombres.

L’étude des suites est trés anciennes. En Gréce, au 111° siécle avant J.-C., Archiméde approche le
nombre 7 avec une belle précision grace a un procédé impliquant deux suites adjacentes. Au 1" siécle
aprés J.-C., Héron d’Alexandrie décrit une méthode trés efficace pour extraire une racine carrée ;
cette méthode utilise une suite récurrente. Léonard de Pise, dit Fibonacci, expose au XII1° siécle sa
célébre suite récurrente d’ordre 2 ; au X1ve, Nicolas Oresme a clairement exposé les suites que ’'on
appelle désormais arithmétique et géométrique ; au Xvie, Bernoulli, Newton, De Moivre, Stirling,
Wallis, entre autres, s’'intéressent aux suites pour approcher des valeurs numériques. C’est a ce
moment notamment qu’est précisée la notion de limite. Au début du XI1x® siécle, Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) utilise la notation indicielle u,, et Augustin Louis Cauchy (1789-1857) fonde la
théorie des suites. A partir de la seconde moitié du Xxe siécle, I'utilisation des ordinateurs va
réactiver 'intérét porté aux suites puisqu’ils permettent de pousser trés loin et trés vite les calculs,
par nature répétitifs, qui leur sont liés.



10 CHAPITRE 1. DENOMBREMENT & SUITES

Ce chapitre traite principalement de nombres entiers.

+ Dénombrer, c’est compter avec les entiers positifs, dits naturels

+ L’analyse combinatoire ne manipule que des entiers naturels

+ Les suites sont des applications de N (I’ensemble des naturels) ou d’une partie de N vers R

+ Le raisonnement par récurrence s’applique 14 ol une propriété est valable pour tout entier a

partir d’'un certain rang, on va l'utiliser tout au long de ce chapitre

Contrairement a l'arithmétique qui étudie les propriétés intrinseéques des entiers naturels (diviseurs,
congruences, etc.), on utilise ici les nombres entiers pour leurs fonctions, cardinale (pour compter) et
ordinale (pour numéroter). Ces notions sont abordées dés les petites classes, mais elles deviennent
rapidement techniques et complexes d’ol1 ’étalement de leur étude en terminale et au-dela.

1.a. Récurrence simple

e \
PROPRIETE 1.1 (DEMONSTRATION PAR RECURRENCE) Soit P(n) une propriété qui se décline

pour toutes les valeurs d’un entier n € N.

+ Initialisation : si P(0) est une proposition vraie

+ Heérédité : et si P(n) étant supposée vraie, P(n + 1) est aussi vraie
alors P(n) est vraie pour tout entier n € N.

DEMONSTRATION Le fondement de cette propriété est le 5¢ axiome de Peano (toute partie non vide
de N admet un plus petit élément). En effet, si la proposition P(n) n’était pas vraie pour certains
entiers, il existerait un plus petit entier p > 0 pour lequel la proposition P(p) serait fausse.

Par conséquent, pour le rang p — 1 la proposition P(p — 1) serait encore vraie.

Or on sait que P(n) vraie = P(n + 1) vraie.

On doit en déduire que P((p — 1) + 1) = P(p) est vraie, ce qui contredit 'hypothése de l'existence
d’un rang p pour lequel la proposition est fausse. Finalement, les deux conditions (initialisation et
hérédité) suffisent a prouver que la propriété est vraie pour tout entier n € N.

Remarques :

+ L’initialisation d’une démonstration par récurrence peut étre élargie & un rang ng > 0 et
formulée ainsi « si P(ng) est une proposition vraie ». Dans ce cas, 'hérédité étant également
assurée, la propriété est vraie pour tout entier n > ng (on note cet ensemble : [ng; +0o0]).
Pour en donner la preuve, il suffit d’effectuer un glissement des indices : la proposition P(n)
étant rebaptisée proposition P’'(n — ng), la proposition P’(0) est vraie car alors n = ng;
’hérédité étant conservée, la propriété P’(k) est vraie pour tout k € N <= n > ng et donc
aussi P(n) pour tout n = ng.

+ Méthode : commencer par montrer que la propriété est vraie & un rang ng (c’est Uinitialisation)
puis démontrer que si elle est vraie & un rang n, alors elle I’est aussi au rang n + 1 (c’est
I’hérédité : la véracité de la propriété se propage d’un rang ou elle est vraie au rang suivant).
Ceci permet de conclure qu’elles est vraie pour tous les rangs supérieurs ou égaux a ng.

EXEMPLE 1 — Prouvons par récurrence la propriété P(n) :VneN, 04+1+2+---4+n= %
Initialisation : P(0) est vraie car 0 = %.
Hérédité : supposons que P(n) soit vraie et établissons que P(n + 1) est aussi vraie.
Pour cela calculons :

+1 +1) | 2(ntl +1)+2(n+1 +1)(n+2
O+ 1424 +n+(n+1)="0H 4 (1) = nlotd) | 20t _ (e Da2mdl) _ (ntl)(nd2)

2 2 2 2
Comme (n+1)2(”+2) = ("H)((SH)H), I’expression obtenue est bien conforme a celle de P(n + 1).

La propriété P est donc bien héréditaire.
Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour tout entier n > 0.




1.1. LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE 11

On peut faire cette observation :
v 13 =12
+ 13425=1+8=9=3%=(1+2)*
s B+ 43 =1+48+27T=36=62=(1+2+3)?
Cette observation se généralise t-elle en une propriété Q(n) valable pour tous les entiers ?
Aton:034+134+224+33 4+ 4n3=0+1+2+3+---+n)??
Initialisation : Q(0) est évidemment vraie (0% = 02) et, comme on I'a vu, Q(1), Q(2) et Q(3) aussi.
Hérédité : supposons que Q(n) soit vraie.
On en déduit 13 +23 +33+- - +n3+ (n+ 13 = (1+2+---+n)?+ (n+1)3 et, d’aprés la propriété
2
P précédente, on obtient 13 +23 + 33 + ... 4+ n3 + (n+1)3 = (w) + (n+1)3.

2 .
Or (n(n;—l)) + (7’L + 1)3 _ n2(n4+1)2 + 4(n1—1)3 _ n2(n+1)2:—4(n+1)3 _ (n+1)2(n1+4(n+1)) (n+1)2(n+2)2.

4

2
Ainsi 134+23 433+ 43+ (n+1)3 = (%) ce qui, d’apres la propriété P, est égal a

(1424 +n+(n+1))? soit I'expression attendue pour la proposition Q(n + 1)
La proposition @ est donc bien héréditaire.
Conclusion : la proposition Q(n) est vraie pour tout entier n > 0.

2
Finalement, on peut reformuler Q(n) : Vn € N, 03+ 134+ 23 ... 4 n3 = (M)

1.b. Récurrence double

La récurrence double est une généralisation assez naturelle du procédé de récurrence simple. Elle
permet de démontrer des propriétés dont la véracité a un rang n dépend de sa véracité aux rangs
n—1etn—2

,
PROPRIETE 1.2 Soit P(n) une propriété qui se décline pour toutes les valeurs d’un entier n € N.

+ Initialisation : si P(0) et P(1) est une proposition vraie
+ Heérédité : et si P(n) et P(n+ 1) étant supposées vraies, P(n + 2) est aussi vraie
alors P(n) est vraie pour tout entier n € N.

DEMONSTRATION Notons Q(n) la proposition qui est vraie lorsque P(n) et P(n + 1) sont vraies.
D’aprés la 1™ hypothese, P(0) et P(1) sont vraies donc Q(0) est vraie.
La propriété Q est ainsi initialisée au rang 0.

D’aprés la 2° hypothése, si Q(n) est vraie, c’est-a-dire si P(n) et P(n+ 1) sont vraies, alors P(n + 2)
est vrale.

On en déduit que P(n + 1) et P(n + 2) sont vraies donc Q(n + 1) est vraie.

La propriété Q est donc héréditaire.

Conclusion : la propriété Q(n) est vraie pour tout n € N.
Cela signifie que P(n) (et P(n + 1)) est vraie pour tout n € N.

Remarques :

+ L’initialisation d’une récurrence double peut étre élargie & un rang ng > 0 (on formulerait
cette initialisation : « si P(ng) et P(ng + 1) sont des propositions vraies ». Dans ce cas, la
propriété est alors vraie pour tout entier n > ny.

+ Méthode :

Enoncer clairement la propriété P(n) pour tout n € [ng; +oo|

Faire une double initialisation : montrer que la propriété est vraie aux rangs ng et ng + 1
Démontrer I’hérédité avec une hypotheése de récurrence double. Soit n € [ng; 40|, en
supposant que P(n) et P(n + 1) sont vraies montrer que P(n + 2) est vraie

Conclure d’une phrase : « par principe de récurrence double, la propriété P(n) est vraie
pour tout n € [ng; +oo[ »



12 CHAPITRE 1. DENOMBREMENT & SUITES

EXEMPLE 2 — On considére la suite (u,) définie par :
ug =0, u; =1 et, pour tout n = 2, upyo = Upy1 + un
Cette suite (u,) est la fameuse suite de Fibonacci dont les termes sont : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, etc.

1
et dont le rapport <2+ tend vers le « nombre d’or » ¢ = + \f

1 1 L- !
Pour un rang donné n, on pose P(n) : u, = 75 X K +2\f> ( 2\/5) }

Cette propriété est-elle vraie pour tout n € N7

Initialisation :

\}Bx[(12\/5)?_(1—2\/5)(]:\}gxp—l]:ozuo
\}gx <1+2\/5> _(1—2\/5>]:\}3X[1+2\/5_1_2\/5 - 15 -

Les propositions P(0) et P(1) sont donc vraies.

Hérédité :

e e (5
) ) (5
() () () (5

o (LHVEY _142V645 845 (1-V5\'_1-2V545 3-V5
2 B 4 2 2 B 4 2
1

7 (Hf)) - (1_55)%7

La proposition P(n + 2) est vraie lorsque P(n + 1) et P(n) sont toutes les deux vraies.

U(&

Finalement uy42 =

Conclusion : par principe de récurrence double la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

1.c. Récurrence forte

La récurrence simple (ou double) permet de démontrer des propriétés dont la véracité se propage
d’un (ou deux) rang(s) au rang suivant. La récurrence forte permet de démontrer des propriétés dont
la véracité a un rang donné dépend de la véracité & tous les rangs précédents.

( PROPRIETE 1.3 Soit P(n) une propriété qui se décline pour toutes les valeurs d’un entier n € N.
+ Initialisation : si P(0) est une proposition vraie
+ Heéredité : et si P(0), P(1), ..., P(n) étant supposées vraies, P(n + 1) est aussi vraie
alors P(n) est vraie pour tout entier n € N.

DEMONSTRATION Notons Q(n) la proposition qui est vraie lorsque P(0), P(1), ..., P(n) sont vraies.
D’apres la 1™ hypothese, P(0) est vraie donc Q(0) est vraie.

La propriété Q est ainsi initialisée au rang 0.

D’apres la 2° hypothese, si Q(n) est vraie, ¢’est-a-dire si P(0), P(1), ..., P(n) sont vraies alors

P(n + 1) est vraie. On en déduit que P(1), P(2), ..., P(n + 1) sont vraies donc Q(n + 1) est vraie.
La propriété Q est donc héréditaire.

Conclusion : la propriété Q(n) est vraie pour tout n € N.
Cela signifie que P(n) (et tous les P(k) pour k € [0;n — 1]) est vraie pour tout n € N.
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Remarques :

+ L’initialisation d’une récurrence forte peut étre élargie & un rang ng > 0 (on formulerait cette
initialisation : « si P(ng) est une proposition vraie ». Dans ce cas, la propriété est alors vraie
pour tout entier n > nyg.

+ Méthode :

— Enoncer clairement, pour tout n € [ng; +oo[ la propriété P(n)

— Faire une simple initialisation : montrer que la propriété est vraie au rang ng

— Démontrer 1’hérédité avec une hypothése de récurrence forte. Soit n € [ng; +o00[, supposons
que P(ng), P(no+ 1), ..., P(n) sont vraies et montrons qu’alors P(n + 1) est vraie

— Conclure d’une phrase : « par principe de récurrence forte, la propriété P(n) est vraie pour
tout n € [ng; +oo[ »

EXEMPLE 3 — Le théoréme fondamental de ’arithmétique énonce que chaque entier naturel n > 2
peut se décomposer comme produit de facteurs premiers (un seul facteur pour les nombres premiers).
L’existence de cette décomposition a été montrée dans le chapitre d’arithmétique par le procédé de
descente infinie. On peut néanmoins prouver cette existence grace a une récurrence forte.

Soit un entier n > 2 et P(n) : n est, soit un nombre premier, soit un produit de nombres premiers.

Initialisation :
2 est un nombre premier. P(2) est donc vraie.
Hérédité :
Supposons que pour tout k € [2;n], P(k) soit vraie.
Deux cas se présentent :
+ Sin+ 1 est un nombre premier alors P(n + 1) est bien vraie.
+ Si n+ 1 n’est pas premier alors il existe au moins un diviseur m tel que m # 1, m # (n+1) et
dpeN, n+1=pxm. Or tout diviseur m d’un entier n + 1 est compris entre 1 et n + 1.
On a donc 1 < m < n+ 1 mais comme m # 1 et m # (n+ 1), on en déduit m € [2;n].
Ce qu’on vient de dire pour m est valable également pour p (car
m>l=pxm>p=n+1l>petm<n+l=m<pxm=1<p)doncp e [2;n].
Comme m € [2;n] et p € [2;n], d’aprés 'hypotheése de récurrence P(m) et P(p) sont vraies.
Finalement, n + 1 peut s’écrire comme produit de nombres premiers. P(n + 1) est bien vraie.

Ainsi, dans tous les cas, P(n + 1) est vraie.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence forte, pour tout n > 2 P(n) est vraie.
Tout entier n > 2 est, soit un nombre premier, soit un produit de nombres premiers.

2.a. Cardinaux ensemblistes

4 N
DEFINITION 1.1 (CARDINAL) Soit E un ensemble fini d’éléments.
Le cardinal de F, noté Card(E) est le nombre d’éléments de E.

\

e w
PROPRIETE 1.4 L’ensemble vide () ne contient aucun élément, d’ou Card() =0

Cardinaux de 'union de deux ou trois ensembles :

Si les ensembles A et B sont disjoints alors Card(A U B) = Card(A) + Card(B)
Pour deux ensembles A et B : Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)
Pour trois ensembles A, B et C' :

Card(AU BUC) = Card(A) + Card(B) + Card(C)
— Card(AN B) — Card(ANC) — Card(BNC) + Card(ANBNC)
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DEMONSTRATION Deux ensembles disjoints :

Les éléments de A U B sont tous ceux de A et tous ceux de B.

Il n’y a aucun doublon puisque les ensembles sont disjoints (A N B = ().

Par conséquent Card(A U B) = Card(A) 4 Card(B).

Dans ce cas B est le complémentaire de A dans E = AU B, ce qu'on note B = Ap.

Deux ensembles (cas général) :

Notons E = AU B et A* = Bg (voir l'illustration en bas a gauche).

Ona A=A*U(ANB) avec A*N(ANB) =0.

En appliquant la propriété précédente : Card(A) = Card(A* U (AN B)) = Card(A4*) + Card(A N B).
On en déduit Card(A*) = Card(A) — Card(ANB) or AUB = A*UB avec A*NB =1

donc Card(A U B) = Card(A*) + Card(B) = Card(A) — Card(A N B) + Card(B).

A ANBNC B

Trois ensembles :
On utilise la propriété précédente deux fois, en remarquant que AU B UC = AU (B U () mais aussi
que AN(BUC)=(ANB)U(ANC)et (ANB)N(ANC)=AnBNC.

Card(AU (BUC)) = Card(A) + Card(BUC) — Card(AN (BUC))
= Card(A) + [Card(B) + Card(C) — Card(BN C)] — Card(AN (BUC(C))
= Card(A) + Card(B) + Card(C) —Card(BN C) — Card((ANB)U (AU C)
noté ABC
= ABC — Card(BNC) — [Card(AN B) + Card(ANC) — Card((ANB)U (AN C))]
= ABC — Card(BNC) — Card(AN B) — Card(ANC) + Card(AN BN C)

EXEMPLE 4 — Dans le club de sport de ma ville, il y a 35 membres : 17 sont inscrits au foot, 14 au
basket et 15 au tennis, 8 sont inscrits & la fois au foot et au basket, 7 a la fois au basket et au tennis,
6 a la fois au foot et au tennis et 5 sont inscrits & la fois aux 3 sports. Y a t-il des membres qui ne
sont inscrits & aucun de ces trois sports 7 Et si oui, combien ?

On va noter F', B et T les ensembles de membres inscrits au foot, basket et tennis. Ainsi on a :
+ Card(F) =17, Card(B) = 14, Card(T) = 15
+ Card(FNB)=8,Card(BNT) =17, Card(FNT) =6
+ Card(FNBNT)=5
On en déduit Card(FUBUT)=17+14+15-8—-7—-6+5 = 30.
L’ensemble des membres du club, noté Club, est constitué des ensembles disjoints des membres
inscrits & au moins un de ces trois sports, noté FFU BUT, et de ceux qui ne sont inscrits & aucun des
trois, noté FUBUT.
On a donc Card(Club) = Card(FUBUT) + Card(FUBUT) donc
Card(FUBUT) = Card(Club) — Card(F U BUT) soit Card(FFUBUT) =35—-30=5.
Il y a 5 membres qui ne sont inscrits & aucun des trois sports.
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2.b. Produits cartésiens

r D
DEFINITION 1.2 Si A et B sont deux ensembles, le produit cartésien de A et B, noté A X B, est
Pensemble dont les éléments sont les couples (a,b) ot a € A et b € B.

Soit m est un entier supérieur ou égal & 2 :

Si Ay, As, ..., A, sont n ensembles, le produit cartésien A; x Ay x --- X A, est ’ensemble des
n-uplets (a1, a9, ...,a,) ou Vi € [1;n], a; € A;.
A" = A x A X ---x A, est 'ensemble des n-uplets (ay,aq,...,a,) ou Vi € [1;n], a; € A.
nfois
\ J
e p

PROPRIETE 1.5 Si A et B sont deux ensembles finis, Card(A x B) = Card(A) x Card(B)

Soit n est un entier supérieur ou égal & 2 :
Card(A; x Ay x --- x Ay) = Card(A;) x Card(Asg) x Card(A,,)
Card(A™) = (Card(A))"

DEMONSTRATION Deux ensembles :

Pour constituer les couples (a,b) avec a décrivant ’ensemble A et b décrivant 'ensemble B, on peut
commencer par fixer le 1°T élément a; de A et constituer les couples (a1,b) avec b décrivant
I’ensemble B, soit écrire les Card(B) couples (a1,b;) ou Vi € [1;Card(B)], b; € B.

Ensuite on fixe le 2¢ élément as de A et constituer les couples (ag,b;) ou Vi € [1; Card(B)], b; € B.
Ainsi de suite, jusqu’a constituer les couples (acarq(a), bi) ot Vi € [1; Card(B)], b; € B.

On a ainsi constitué Card(A) fois des ensembles contenant Card(B) éléments.

Cette méthode de construction peut étre schématisée par un arbre contenant Card(A) branches sur
chacune desquelles sont réparties Card(B) feuilles, ce qui conduit & obtenir Card(A) x Card(B)
feuilles.

n ensembles :

On procéde par récurrence, ’étape d’initialisation étant vérifiée d’aprés la propriété précédente.
Pour montrer ’hérédité de cette propriété, on suppose que

Card(A; x --- x Ay) = Card(A1) x --- x Card(Ay,) et on ajoute Card(A,+1) feuilles aux
Card(A;) x --- x Card(A4,,) extrémités de arbre précédent, en ajoutant a celles-ci les Card(A,11)
éléments du (n + 1)° ensemble, ce qui conduit & Card(A;) x -+ x Card(A,+1) feuilles.

Lorsque Vi € [1;n], A; = A, la formule précédente s’écrit Card(A™) = (Card(A))".

Remarques :

+ Lorsqu’on tire deux dés a 6 faces numérotées, un résultat possible est un élément du produit
cartésien A% avec A = {1,2,3,4,5,6}. Explicitons cet ensemble selon le procédé de la
démonstration : A% = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}.
Noter que les éléments (1,2) et (2,1) sont tous les deux présents car différents, méme si dans
la pratique ils peuvent paraitre indiscernables : 'ordre des constituants importe.

+ Lorsque les ensembles utilisés sont finis, le cardinal d’un produit cartésien est aussi fini. Mais
si I'un des ensembles intervenant dans ce produit cartésien n’est pas fini, le produit I'est
également. Par exemple {A, B} x N contient une infinité d’éléments : les couples
(A,0),(A,1),(4,2),... et les couples (B,0),(B,1),(B,2),.... De méme pour R? ou R3 qui
sont, de plus, indénombrables ! comme R.

1. Un ensemble est dénombrable si on peut numéroter ses éléments avec des entiers. Ainsi Q —’ensemble des rationnels
— est infini et dénombrable, mais pas R qui est indénombrable. Cette propriété a été démontrée par Georg Cantor (1845-
1918) en utilisant I'argument de la diagonale de Cantor. Pour la dénombrabilité de Q**, Cantor ordonna les rationnels
positifs irréductibles selon la somme croissante du numérateur et du dénominateur (1, 1, 2, 1 3 etc.) ce qui permet de

1020103 1°
les numéroter.
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EXEMPLE 5 (IMMATRICULATIONS) — L’immatriculation d’un véhicule en France, depuis le 15 avril
2009, est une série de 7 caractéres alphanumériques noirs sur fond blanc : 2 lettres, 1 tiret, 3 chiffres,
1 tiret et 2 lettres. Elle fait, de plus, apparaitre, sur sa partie droite et sur fond bleu, un identifiant
territorial.

Ce nouveau SIV (Systéme d’Immatriculation des Véhicules) s’est substitué a l’ancien dispositif de
numérotation qui datait de 1950 et qui comprenait un numéro d’ordre d’un & quatre chiffres, une
série d’'une a trois lettres et un code départemental a deux chiffres, sauf exceptions (Corse et
départements d’outre-mer).

Dénombrons les immatriculations possibles avec le nouveau SIV :

Il faut choisir 2 lettres, puis 3 chiffres et enfin 2 lettres.

L’identifiant territorial ne compte pas, il ne peut pas y avoir AB-123-AB avec deux identifiants
territoriaux différents (un a Paris et 'autre dans le Loiret par exemple) car ce numéro est national.
On a 262 = 676 facons de choisir 2 lettres ordonnées (AB différent de BA), 103 = 1000 facons de
choisir 3 chiffres ordonnées en supposant que ’on utilise des nombres comme 012, méme écrit 12.
Finalement, on peut immatriculer 676 x 1000 x 676 = 456 976 000 véhicules avec ce nouveau SIV.

En réalité il y a beaucoup moins d’immatriculations possibles du fait qu’on enléve les I, O et U (trop
proches de 1, 0 et V') ainsi que les groupes SS et WW (utilisé pour les véhicules en attente
d’immatriculation) du bloc de gauche et seulement S.S du bloc de droite ; on enléve aussi le 000.

1y a donc (232 — 2) x 999 x (232 — 1) = 277977 744 immatriculations possibles avec ce STV. La durée
de vie prévisible de ce systéme est estimée & 80 ans; 'innovation portant également sur le fait qu’une
immatriculation est inchangée si le véhicule change de propriétaire, contrairement & 'ancien systéme.

Dénombrons les immatriculations de 'ancien systéme :

Il y a 10* = 10000 numéros d’ordre d’un & quatre chiffres. Pour les séries d’une & trois lettres, il y a
26 séries d'une lettre, 262 = 676 séries de deux lettres et 263 = 17576 séries de trois lettres, soit

26 + 676 4+ 17576 = 18 278 séries d’une & trois lettres. Il y a donc potentiellement

10000 x 18278 = 182780 000 immatriculations possibles avec ’ancien systéme pour un département.
Dans chaque département, on peut trouver un méme début : par exemple, 1975 GM 75 a Paris et
1975 GM 45 dans le Loiret. On constate que cet ancien systéme conduit & un nombre plus grand de
possibilités car il y a 96 codes départementaux & deux chiffres (Corse 24 et 2B comprise) et une
douzaine de codes a trois chiffres (départements d’outre-mer). Mais en réalité, ce systéme allait étre
dépassé a Paris (on s’est arrété au numéro 523 RQD 75 en 2009) car cette immatriculation était
changée lors d’un déménagement ou d’'une vente du véhicule, dés lors que le département
d’immatriculation changeait. Un méme véhicule pouvait ainsi changer 1, 2 ou 3 fois
d’immatriculation durant son utilisation, ou encore davantage.

DEFINITION 1.3 (LISTE AVEC REPETITIONS) Si E est un ensemble et & un entier non-nul, une
liste avec répétitions de k éléments de E — aussi appelée une k-liste avec répétitions — est une
liste ordonnée d’éléments de E distincts ou non, c’est-a-dire un élément de E™, un k-uplet
(e1,e2,...,ex) ou Vi € [1;k], e; € E.

Remarques :

+ On rencontre la notion de liste avec répétitions dans de nombreuses situations : on parle
notamment d’arrangement avec répétitions dans un contexte combinatoire, et si on considére
une application? définie sur [1; k] & valeurs dans E, celle-ci peut étre considérée comme une
Ek-liste avec répétitions. Le nombre d’applications de [1; k] vers E est donc donné par la
propriété précédente, c’est (CardE)F.

+ Une femme a eu trois enfants : I’ainé « A », le cadet « B » et le benjamin « C ». Elle considére
le triplet (la 3-liste) de leurs dates d’anniversaire (A :12Jun, B :24Fev, C :2Nov) comme une
application de [1; 3] vers E = {1Jan, 2Jan,...,31Dec}, un ensemble de cardinal 366. Combien
y a t-il d’applications de [1;3] vers E possibles : 3663 = 49 027 896.

2. Une application d’'un ensemble E; vers un ensemble E> une fonction de E; vers Es telle que tous les éléments de
E; aient une image dans E> (son domaine de définition et son ensemble de départ coincident).
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2.c. Listes sans répétition

e N
DEFINITION 1.4 (LISTE SANS REPETITION) Si F est un ensemble et k un entier non-nul, une
liste sans répétition de k éléments de E — aussi appelée une k-liste sans répétition — est une liste

ordonnée d’éléments distincts de E, c’est-a-dire un k-uplet (e, ea,...,ex) ou Vi € [1;k], e; € E
et V(i,§) € [LK% i#j=> e #ej.
\ J
e — . ) N
PROPRIETE 1.6 Soient F est un ensemble de cardinal n et k € N*.
+ Si k > n aucune k-listes sans répétition d’éléments de E n’existe.
+ Si k < n, le nombre de k-listes sans répétition d’éléments de E — noté AF — est :
n!
nxn—-1)xn-2)x---x(n—-k+1)=——
(n=1) x (R =2) x -+ x )=
\ J

DEMONSTRATION Pour constituer une k-liste sans répétition, on en choisit librement eq, le 1¢*
élément, dans 'ensemble F : il y a n choix. On choisit alors eg, le 2¢ élément, dans E\{e;} (E privé
de I’élément e;1) dont le cardinal est n — 1 : il y a n — 1 choix.

Ainsi de suite, jusqu’a choisir ey, le k¢ élément, dans E\{e1,e2,...,ex—1} (F privé des k — 1
premiers éléments choisis) dont le cardinal est n — (k—1)=n—k+1:ilyan—k+ 1 choix.

Le produit de tous ces choix nous donne le nombre de possibilités.

INyadoncnx(n—1)x (n—2)x---x (n—k+1) k-listes possibles.

La notation n! — factorielle n — signifie n x (n — 1) x (n —2) x --- x 2 x 1. Ainsi :

nl axh-1xMm-2)x--xn—k+1)x(n—k)x(n—k—1)x---x2x1
(n—k)! m—k)yx(n—k—-1)x--+x2x1
D’oﬂ(nﬁ!k)!:nx(n—l)x(n—2)><-~~><(n—k+1)

On a simplifié par (n — k)! qui n’est jamais nul quand k < n (pour k =n, on a 0! = 1).

Remarques :

+ Dans un contexte combinatoire, pour une k-liste sans répétition, on parle d’arrangement. La
notation A” signifie d’ailleurs « nombre d’arrangements de k objets parmi n ».
Dans un contexte probabiliste, une k-liste sans répétition est obtenue lors du tirage de k
boules d’une urne en contenant n, sans remise de la boule tirée (si on effectue un tirage avec
remise, on obtient une k-liste avec répétition).
Dans le contexte des applications de [1; k] & valeurs dans E, une k-liste sans répétition est
obtenue si I'application est injective?.

+ Lors d’une course de chevaux, s’il y a 15 chevaux au départ, donner le tiercé gagnant revient a
énoncer un des 15 x 14 x 13 = 2730 triplets sans répétition possibles.
Dans une classe de 40 éléves, quelle est la probabilité de 'événement E : deux éléves au moins
ont la méme date d’anniversaire ? L’événement contraire est E : chacun des éléves a une date
d’anniversaire différente. En estimant qu’il n’y a que 365 dates, le nombre de cas possibles est
3650 ~ 3,1 x 10'°2. Le nombre de cas favorables & F est le nombre de 40-listes sans répéti-
tion de dates : il y en a 365 x 364 x - - - x326 = 39! Donc P(E) = 5000t 1, = 365, 364 .., 326

325! ~ 325136512 — 365 " 365 365 °
Ce simple programme Python nous | N,P=12,1
fournit le résultat P(E) ~ 0,109, for I in range(N)
d'ott P(E) =1— P(E) ~ 0,891. P*=(365-1)/365

print ("P(non E)=",P,"P(E)=",(1-P))

3. Une application est injective si chaque élément de ’ensemble de départ est associé a une image différente dans
I’ensemble d’arrivée
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2.d. Permutations

DEFINITION 1.5 (PERMUTATION) Soit E en ensemble de cardinal n.
Une permutation des n éléments de F est une n-liste sans répétition des n éléments de F.

Remarques :

+ Le nombre de permutations de n éléments est A =nx (n—1) x--- x2x1=mn!

En effet, une permutation des éléments de ’ensemble F est un arrangement de tous ces
éléments, c’est-a-dire une liste ordonnée de ces éléments. Si Card(E) = n, une application de
[1;n] vers E est bijective. Tous les éléments de E ont un antécédent (I’application est
surjective) et un seul (I'application est injective).

+ On a un ensemble de 8 points dans un plan et on souhaite connaitre le nombre de polygones
différents que 'on peut tracer avec ces points comme sommets : le nombre de permutations
des 8 sommets est 8! = 40320. Mais on a des doublons car ABCDEFGH est le méme
polygone que BCDEFGHA ; comme il y a 8 points de départ possible cela réduit le nombre a
7! = 5040. 11 reste encore des doublons car ABCDFEFGH est le méme polygone que
HGFEDCBA ; comme il y a 2 sens possible cela réduit le nombre & 77' = 2520.

EXEMPLE 6 — Le code du coffre-fort de ma grand-meére Mathilde est un anagramme de son prénom.
Combien y a t-il de codes différents : 8! = 40320 les huit lettres étant différentes.

Je me souviens qu’elle a dit que son code n’avait pas deux voyelles accolées.
Combien y a t-il de codes pour lesquels les 3 voyelles sont séparées ?
Cette question est un peu plus compliquée.

. . 1 =3

Je commence par dénombrer les emplacements possibles des 1 ég —2
. o - A 2 A H —_—2
voyelles : celles-ci doivent étre séparées par au moins une consonne, 0 " 512 —
elles peuvent étre aux extrémités mais on peut disposer jusqu’a 3 ] —
L 2 =—0

consonnes & une extrémité. Les consonnes sont en 4 groupes : aux ; 1 —:
extrémités (le 1°7 et le 4° groupe) il peut y avoir de 0 & 3 consonnes, 3 =0
€ e i > 1 =", —0

les groupes du centres (le 2¢ et le 3°) peuvent en contenir de 1 a X .
3 et le total des consonnes est 5. Le plus simple est de dresser un § —
. =, — 0

arbre avec ces contraintes. 2 ) 1 .

Ainsi, je dénombre 18 emplacements possibles pour les voyelles.
Mathilde correspond & I’emplacement 1-2-2-0 3 —— 11—

Je dispose une permutation des 3 voyelles dans leurs emplacements : 3! = 6 choix possibles.
Je dispose une permutation des 5 consonnes dans leurs emplacements : 5! = 120 choix possibles.
Finalement, il y a 18 x 6 x 120 = 12960 codes possibles. Si on pense que le code respecte la
disposition des voyelles du prénom original, il n’y a plus que les 6 x 120 = 720 codes que voici :

permute (1,5,2,n) 3 1 mathilde 41 mencilda | &1 milhadte | 121 madlihte | 161 temlihda 201 tihladme | 241 taldimhe | 681 dilmahce
2 a==n: 2 matheldi 42 mencaldi | &2 milhedra | 122 madlehti | 162 temlahdi 242 taldemhi | €82 dilmehta
ana="".join(s) 3 mithalde 43 mancidle | &3 melhidra | 123 midlahte | 163 tamlidhe 243 tildamhe | €83 delminta

1.append (ana) 4 mithelda 44 mantedli | &4 melhadei | 124 midlehta | 164 tamledhi 244 tildemha | 684 delmahti

: & methilda 45 mincadle | &5 maltihde | 125 medlihta | 165 timladhe 245 teldimha | €85 damhilte

b in range(s,n): € methaldli 46 mintedla | &6 maltehdi | 126 medlahti | 166 timledha 686 damhelti
slal,s[bl=s[b],s[a] 7 mathidle 47 mentidla &7 miltahde | 127 madlithe | 167 temlidha | 207 tihdalme | wuwmwm= 687 dimhalte

permute (1,s,2+1,n0) & mathedli 48 mencadli | &8 miltehda | 128 madlethi | 168 temladhi 688 dimhelta
s[al,s[b]=s[b],s[a] 9 mithadle 49 manlitde | 5% meltihda | 129 midlathe | 165 tamdilhe 689 demhilta

10 mithedla 50 mahletdi | 20 meltahdi | 130 midletha | 170 tamdelni 650 dalhetmi | 680 demhalti

11 methidla 51 minlatde | 1 maltidhe | 131 medlitha | 171 timdalhe 651 dilhatme | €91 damhitle

12 methadli 52 mihletda | 2 maltedhi | 132 medlathi | 172 timdelha 652 dilhetma | €92 damhetli

emplacement des consonnes 13 matlinde 53 mehlitda | 3 miltadhe | 133 madtilhe | 173 temdilha 653 delhitma | €93 dimhatle

permut s_consonnes=[] 14 matlendi 54 mehlatdi | 94 miltedha | 134 madtelhi | 174 temdalbi 654 delhatmi | 694 dimhetla

15| 1i,nb=list (consonnes) , len (consonnes) 15 mitlahde 55 mahlidte o5 meltidha | 135 midtalhe [ 175 tamdihle 655 dalhimte 695 demhitla
16| permute (permutations_consonnes,1i,0,nb) 16 mitlehda 56 mahledti | ©6 meltadni | 136 midtelha | 176 tamdehli 696 demharli
17| permutations_voyelles=[] 17 metlinda 57 mihladte | 7 maldithe | 137 medtilha | 177 timdahle 697 damlihte
13| 1i,nb=list (voyelles), len(voyelles) 18 metlahdi 58 mihledta o8 maldethi | 138 medtalhi | 178 timdehla 658 dilhemta 695 damlehti
o| permute (permutations_voyelles,1i,0,nb) 19 matlidae 59 mehlidta | 98 mildathe | 138 maduinle | 179 temdihla 659 delhimta | €98 dimlahte
20| ¢, v,m=len (permutations_consonnes),len (permutations_voyelles),0 [ 20 matledni 60 mehladti | 100 mildetha | 140 madtehli | 180 temdahli 660 delhamti | 700 dimlenta
2 i nge (c) : 21 mitladhe 61 mehdilte | 101 melditha | 141 midtahle | 181 tahmilde 661 daltihme | 701 demlinta
22 con=list (permutations_consonnes[i]) 22 mitledna 62 mahdelti | 102 meldathi | 142 midtehla | 182 tahmeldi 662 daltehmi | 702 demlahti
23 23 metlidha 63 mihdalte | 103 maldihte | 143 medtihla | 183 tihmalde 663 diltebme | 703 damlithe
24 ge (v) 2 24 metladni 64 mihdelta | 104 maldenti | 144 medtahli | 184 tihmelda 664 diltehma | 704 damlethli
25 25 matdilhe 65 mehdilta | 105 mildante | 145 tamhilde | 185 tehmilda 665 deltibma | 705 dimlathe
2 (permutations_voyelles[j]) 26 matdelhi 66 mehdalti | 106 mildenta | 146 tamheldi | 186 tehmaldi 666 deltahmi | 706 dimletha
27 oy) 27 mitdalne 67 mahditle | 107 meldinta | 147 timhalde | 187 tahmidle €67 daltimhe | 707 demlitha
28 28 mitdelna 68 mahdetli | 10% meldanti | 142 timhelda | 188 tahmedli 668 daltemhi | 708 demlathi
2 k in range (emp[0]): 29 metdilna 69 mihdatle | 109 madnilte | 14% temhilda | 185 tihmadle 669 diltamhe | 708 damtilhe
code+=con[k] 30 metdalni 70 mihdetla | 110 madnelti | 150 temnalds | 190 tihmedla 670 diltemha | 710 damtelhi

code+=voy[0] 31 matdinle 71 mehditla | 111 midnalte | 151 ramnidie | 191 tehmidla 671 deltimha | 711 dimtalhe

32 k range (emp[0], emp[0]+emp[1]) = 32 matdehli 72 mehdatli | 112 midnelta | 152 tamhedli 192 tehmadli 672 deltamhi 712 dimtelha
code+=con[k] 33 mitdahle 73 malhitde | 113 mednilta | 153 rimnadle | 193 tahlimde €73 dalmithe | 713 demtilha

code+=voy[1] 34 mitdenla 74 malhetdi | 114 mednalti | 154 rimnedla | 194 tahlemd:i 674 dalmethi | 714 demtalbi

range (emp[0]+emp[1],5-emp[3]) : 35 metdihla 75 milhatde | 115 madnitle | 155 temhidla 195 tihlamde €75 dilmathe 715 damtihle

code+=con[k] 36 metdanli 76 milhetda | 116 madnetli | 156 temnadli | 196 tihlemda 716 damtenli

code+=voy[2] 37 mantilde 77 melhitda | 117 midnatle | 157 ramlinde | 197 tehlimda 717 dimtahle

range (emp[0]+emp[1]+emp[2],5) : 38 mahteldi 78 melhatdi | 118 midnetla | 158 tamlendi 198 tehlamdi 718 dimtehla

code+=con[k] 39 mintalde 79 malhidte | 119 mednitla | 159 timlande | 199 tahlidme 719 demtinla

print (m, code) 40 mintelda 80 malhedti | 120 mednatli | 160 timlehda | 200 tahledmi €80 dalmehti | 720 demtanli
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2.e. Combinaisons

4 \
DEFINITION 1.6 (COMBINAISON) Si E est un ensemble de cardinal n et un entier k € [0;n].
Une combinaison de k éléments de E est une liste non-ordonnée d’éléments distincts de E, c’est-
a-dire un sous-ensemble de k éléments de E ou une partie & k éléments de F. )
e . : : \
PROPRIETE 1.7 Soient E est un ensemble de cardinal n et k € [0;n].
Le nombre de combinaisons de k éléments de E — noté CX ou <Z> (lire k£ parmi n) — est :
nxn—-1)xn—-2)x---xn—-k+1) n!
Ex(k—1)x(k—2)x---x2x1  kl(n—k)
\ y

DEMONSTRATION Les k éléments d’un sous-ensemble de F ne sont pas ordonnés :
le sous-ensemble {ej, ea, ..., ex} contient les mémes éléments que les k! permutations de ces éléments.
Par exemple, si k = 3, le sous-ensemble {e;, e, e3} contient les mémes trois éléments que ses 3! = 6
permutations (e1, ez, e3), (e1,e3,e2), (e2,e1,e3), (e2,e3,e1), (e3,e1,€2), (e3,e2,€1).
Les CF sous-ensembles de k éléments de E sont chacun en correspondance avec k! permutations.
Il y a donc au total C¥ x k! permutations, toutes distinctes, qui forment I’ensemble des k-listes sans
répétition ou arrangements de k éléments de F.
Comme on sait quil en existe AX, on en déduit :

k n!

A
A= Ok x pl e gk = o
e N Ay AT

Remarques :

+ La notation est importante : des accolades pour les combinaisons, des parenthéses pour les
arrangements. On retrouve d’ailleurs cette notation en Python ou les 1ist sont des listes
ordonnées (avec cette différence qu'un méme élément peut y étre répété) tandis que les set
sont des ensembles non-ordonnés (un méme élément ne peut y étre répété).

Exemple : {2,4,6} est le sous-ensemble des éléments pairs des numéros d'un dé.

{6,4,2} est le méme sous-ensemble, la méme combinaison.

Par contre, (2,4,6) et (6,4,2) ne sont pas les mémes arrangements de ces trois éléments.
En Python toujours, pour ajouter un élément a une liste, on utilise la méthode append qui
I’ajoute & la fin ou insert qui I'insére & une position donnée ; pour ajouter un élément dans
un ensemble on utilise la méthode add qui ’ajoute n’importe ot.

+ Dans toutes les situations ol on rencontre des combinaisons, ’ordre n’a pas d’importance : les
éléments d’une combinaison peuvent étre réarrangés sans que celle-ci ne soit modifiée.

Au poker, par exemple, un joueur recoit une combinaison de 5 cartes choisies au hasard parmi
32 ; peu importe 'ordre dans lequel le joueur arrange ses cartes. Lors du tirage simultané de k
boules d’une urne en contenant n, on obtient une combinaison de k boules.

Trouver la combinaison gagnante au Loto consiste & trouver le sous-ensemble des numéros
gagnants. Dans I'ancienne formule, on devait choisir 6 numéros d’une grille en contenant 49 il
s’agit d'une partie a 6 éléments choisis parmi 49. Leur nombre est (469) = G!igim.

11 ne faut pas calculer les nombres séparément car 49! s’écrit avec 63 chiffres (!)

49\ _ 49x48x47x46x45%x44 __
(6) - 6XHX4X3Xx2x1 = 13983 816.

Chaque grille étant équiprobable, il y avait une chance sur 13983816 de gagner le gros lot.
+ Quelques propriétés immeédiates de ces nombres CF :

— CY =1, le seul sous-ensemble & 0 élément est () (I'ensemble vide)

— O} =n,ily an facons de choisir un élément d’un ensemble & n éléments

— On~! =n il y an fagons de choisir 1'élément qui est enlevé aux n éléments

— C]' =1, un seul sous-ensemble & n éléments d’un ensemble E & n éléments : E lui-méme
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EXEMPLE 7 — On lance quatre fois de suite un dé équilibré a six faces. On appelle succeés
I'obtention d’un 6 et on considére la variable aléatoire X qui comptabilise le nombre de succés.

On verra, dans le chapitre « Probabilités », que cette variable suit une loi binomiale S (4, %)

Mais on peut dors et déja construire I’arbre aux 2* = 16 chemins qui permet de dénombrer ceux qui
conduisent au méme nombre de succeés :

o=
[S[ey =
: [ ; [N
(=[]
[= z»—-

5
[Tirages d’un dé cubique] 0 \e<é\
N @i
1

[N}
=

; [
ot
ZH

+ 1 seul chemin méne a 0 succés et 1 seul méne a 4 succes.

+ 4 ménent & 1 succeés et 4 ménent a 3 succeés. 11 suffit de choisir I’emplacement du dé qui
conduit ou ne conduit pas au succés; il y a 4 emplacements possibles.

+ total provisoire : 1 +1 4+ 4 4+ 4 = 10 chemins; il en reste 16 — 10 = 6 qui réalisent 2 succes.
Je les ai marqué sur l'illustration. Leur nombre correspond au nombre de combinaisons de 2
emplacements parmi 4 : il y en a 6, ce sont {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} et {3,4}.

Les nombres de combinaisons C* = Z de k € [0, 4] éléments parmi 4 sont :

02:<é>:1,(}i:G):4,C§:(§>:6,C§:(§):4etcg:(i):1

Ces nombres sont les coefficients du développement du binéme (a + b)* :
(a+0b)*=(a®>+2ab+b*)2=1xa*+4xa®b+6 xa’b?>+4 xab®+1 xb?

Pour cette raison, les nombres Cﬁ = <Z) sont appelés « coefficients binomiaux ». Ils s’appliquent au

développement du binéme (a + b)™ car, lorsqu’on doit calculer le coefficient du terme a*v" =% on
dénombre des parties a k éléments parmi n (les k facteurs o on prend le nombre a). Pour la loi
binomiale, les parties & k éléments parmi n sont les places des k succés.

e ™
PROPRIETE 1.8 Soient n et k& deux entiers :
n n
si k < n alors =
* = k n—k

. n n _(n+1
+ si k <n alors <k>+</~c+1) = <k+1)
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DEMONSTRATION On va raisonner ici dans le cadre de ’exemple précédent ot on considére la
répétition de n expériences aléatoires pour lesquelles deux issues sont possibles : le succes et 1’échec
(épreuves de Bernoulli).

+ Il y a autant de chemins qui ménent & k£ succés que de chemins qui ménent & k échecs
(c’est-a-dire a n — k succes). Les qualificatifs de succés et échec sont subjectifs; en permutant
les mots, on ne change pas le nombre de leurs occurrences.

+ Le coefficient (ZE) est le nombre de chemins qui ménent & k 4+ 1 succés dans une répétition de
n + 1 épreuves de Bernoulli. A l'issue des n premiéres épreuves, il n’y a que trois possibilités :
— on a déjaeu k+ 1 succes. Iy a (/) possibilités, suivies d'un échec a la derniére étape
— on a déja eu k succes. Il y a () possibilités, suivies d’un succes a la derniére étape
— dans les autres cas (moins de k succes ou plus de k + 1 succes), on ne peut aboutir a k + 1

succes
Finalement, le nombre de chemins cherché est la somme des dénombrements associés aux
deux premiéres possibilités : () + (kil)

Remarquons qu’il est trés simple de prouver cette relation algébriquement.
Il suffit d’écrire les deux expressions avec le méme dénominateur, en remarquant que

(n—(k+1)) =(n—k—1) précede (n — k) :

n no\ n! n! ok +1) nl(n — k)
(k) * <k+ 1) T Mo T Er D=kt 1)) kD) =R T+ D0 — k)

_nlk+ 1) +nln—k) nl(k+1+n—Fk) (n+1)! <n+1>

G+Dn—k)!  G+Dln—k!  (G+Dn—k! \k+1

Le triangle de Pascal* exploite ces propriétés pour le calcul des coefficients (Z) de proche en
proche. Chaque nombre est obtenu en additionnant les deux nombres de la ligne du dessus (2¢
propriété 1.8) : celui de la méme colonne et celui de la colonne précédente comme le montre sur fond
jaune le (g) = 10 qui est égal & la somme (‘11) + (g) =4+6.

Il suffit d’ajouter & cette propriété la 1 colonne de 1 qui vient de la propriété CO = 1 et la diagonale
de 1 qui vient de la propriété C; = 1 pour construire le triangle en entier.

k012345
n
0 1
1 11
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

Utilisation de la calculatrice :
La calculatrice permet de déterminer les coefficients binomiaux (7).

TI Casio Numworks

menu Calculs, Toolbox (5¢ touche),
Dénombrement, binomial(n,k),
entrer n et k

) touche math option PRB | menu RUN option
k71 choisir 3 (combinaison) PROB(F3) choisir nCr

Utilisation du tableur :
Avec le tableur calc d’OpenOffice, on a accés aux coefficients binomiaux (Z) en tapant la formule

~COMBIN(n ;k)

4. Blaise Pascal (1623-1662) : philosophe et mathématicien francgais. Le triangle qui porte son nom était connu au
Moyen-age, par des mathématiciens persans et chinois et plus tard en Europe, au Xvi® siécle, par Tartaglia et Stiefel.
Pascal en étudia les propriétés dans son « Traité du triangle arithmétique (1654).
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2.f. Développement du binéme

k
qui interviennent dans le développement du binéme (a + b)™ : lorsqu’on doit calculer le coefficient du
terme a¥b" "%, on dénombre des parties & k éléments parmi n. Cet argument est de nature
combinatoire mais on peut directement prouver ce résultat par un raisonnement algébrique.

On I'a dit plus haut, les nombres C* = (n) sont appelés « coefficients binomiaux » car ce sont ceux

-
DEFINITION 1.7 (FORMULE DE NEWTON) Soient a et b deux réels et n un entier quelconque.

(a+b)"=a"+na" o+ + (Z) afb" =k 4o a4 b = fj (Z) akbn—k

k=0
\

DEMONSTRATION Démontrons que cette propriété est vraie pour tout n € N par récurrence.

.. . . 0 0 0 k1—k 0 01.0 A .
Initialisation : Pour n =0, ona (a+5)” =1or 1)@ b= = NE b” =1, la propriété est vraie.

n
Herédité : Supposons que pour un entier n > 0on a (a +b)" = 3 Z akpn—Fk

(a+b)"*" = (a+b) x (a+b)" = (a+b) x Z ( ) akpr

Développons et arrangeons cette somme pour utiliser la propriété de Pascal (}) + (kil) = (Zﬁ) sous
n

la forme (")) + (}) = (";") (jutilise aussi le changement de variable k' = k + 1) :

a+b)" M =a R b ") bt
k k

k=0

£ g Q)

< L Z )ak“b”_k) (i( ) kb”+1_k+b"+1>

L Z (k,i 1) K pnt1=k z”:( )akbn+1k+bn+1

k'=1

=+(Z (k_1)+z<)>akbn+l_k+bnﬂ
g () (e

n+1 Zn: (TL 1) kin+1—k n+1 = (n+ 1) kin+1—k
= a®b +oth =2 (7, ) e

k=0

Ainsi la propriété est bien héréditaire.
Par principe de récurrence elle est donc vraie pour tout n € N.

Cas particuliers :

n

+ En prenant a = b =1 on obtient 2" = }° (Z) ce qui montre que le nombre des combinaisons
k=0

a0,1,...,n éléments — soit le nombre de parties a k éléments avec k € [0, n] — est 2.
n n
+ En prenant b = 1 on obtient (1+a)" = Y (Z) a* =1+na+ Y (Z) a® et comme (Z) >0
k=0 k=2

pour 2 < k < n, pour tout réel @ > 0 on a (1 +a)™ > 1+ na (inégalité de Bernoulli), cette
inégalité est vraie au sens large pour n € N car pour n = 0 et n = 1 elle s’écrit 1 > 1.
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DEFINITION 1.8 (SUITE NUMERIQUE) Une suite est une fonction définie de N vers R & partir
d’un certain rang, noté ng. L’image d’un entier n par la suite u est notée u,, (lire « u indice n »).
uy, est le « terme général » de la suite. Celle-ci est notée (up)n>n,-

Remarques :

+ Généralement, une suite numérique commence & partir de n = 0 : son 1°¢* terme est alors ug, le
2¢ terme est up, etc. Le n® terme est u,—;. Elle peut étre notée (uy)nen. La suite de terme
général u, = 2n est définie & partir de n = 0, c’est la suite des nombres pairs.

+ Certaines suites ne sont définies qu’a partir d’'un rang ng # 0, par exemple & partir de n = 1.
Le n® terme de la suite est alors le terme de rang ng +n — 1. La suite de terme général u,, = %
est définie & partir de n = 1, c’est la suite des inverses d’entiers. La suite de terme général

Uy, = \/ﬁ n’est définie qu’a partir du rang n = 3, on la note (v, )p>3.

+ La notation indicielle est une spécificité des suites qui est commode et fixée par 'usage. On
pourrait définir une suite (u) comme une fonction de N vers R (par exemple u(n) = n?) mais
on préfére définir une fonction f sur R (f(x) = 22) et ensuite le terme général u, = f(n).

METHODE (TYPES DE DEFINITION :)

+ Explicite : soient a € N, et f une fonction définie sur 'intervalle [a; +o0].

La suite (up)n>q de terme général u, = f(n) est définie expliciternent par la fonction f.

+ Implicite : une suite (up)n>n, est définie implicitement si le terme général est donné par
une description, valable & partir du rang ng, qui permet de l'identifier, sans forcément
fournir le moyen de le déterminer. Exemple : s, est la somme des chiffres de n en base
dix. Il n’y a pas d’expression algébrique qui corresponde & cette notion, pourtant on peut
déterminer n’importe que terme de cette suite : s191 = 2, S123456789 = 45, etc.

+ Récurrence : soient f une fonction définie sur un intervalle I telle que f(I) C I et a € I.

ug = a

Vn € N, upt1 = f(un)
On peut aussi définir une suite par une relation de récurrence portant sur plusieurs termes
précédents, comme dans ’exemple 2 ot la relation de récurrence u,, = u,—1+u,—_9 implique
de connaitre les deux premiers termes pour calculer les autres.

+ Mixte : une suite définie par une expression contenant a la fois une ou plusieurs valeur(s)
précédente(s) et la valeur du rang. Par exemple, la suite (uy,) des factorielles u,, = n! peut
étre définie par la relation mixte u, = u,_1 X n et la condition initiale ug = 1.

La suite u définie par : est définie par une récurrence simple.

Remarques :

+ Une suite définie explicitement peut gagner & étre définie par une récurrence ou une relation
mixte, pour un calcul algorithmique plus efficace (ex : factorielles). Réciproquement, on
cherche souvent & déterminer explicitement une suite définie par récurrence (exemple 2).

+ Une méme fonction f peut définir une infinité de suites récurrentes différentes car changer la
valeur initiale change la suite. La suite des nombres pairs u, = 2n peut étre définie par la
relation de récurrence : u, = u,_1 + 2 et la condition initiale ug = 0, mais la méme fonction
(x — x + 2) avec la valeur initiale ug = 1 sert & définir la suite des nombres impairs.

+ L’étude d’une suite peut bénéficier de suites intermédiaires. La suite (p,,) définie par pg = 2 et

Dn = wﬁ peut bénéficier de ’étude des suites (N,,) et (D,,) telles que p,, = g—z.
On choisit Ng =2 et Dy =1 et comme p, = g—z = 1+]§"*1 = Dn_Dl’j;]\l,n_l, on obtient les

n—1
relations N, = D,,_1et D, =D, 1+ N, 1 = D,_1 + D,,_o qui permettent, a 'aide d’un

programme, de déterminer la valeur exacte pigo = 1729510578785‘?’308;782337 302955’4122571 (la définition initiale

utilise des valeurs approchées).
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3.a. Propriétés

DEFINITION 1.9 (SENS DE VARIATION) Une suite est croissante (respect. strictement croissante)
si, & partir d'un certain rang N, on a up41 = Uy, (respect. Up41 > Up ).

Remarques :

Meéme définition pour une suite décroissante ou strictement décroissante, il suffit de mettre < ou <.
Une suite est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou décroissante.

Une suite est constante si & partir d'un certain rang, on a unp4+1 = Up.

e w
PROPRIETE 1.9 (CRITERES DE MONOTONIE) Une suite (u) est croissante si et seulement si :
(i) Yn > N,upt1 —up =0
(i) Vn > N,up, >0et =2 > 1
(ili) Vn > N,u, <0et 22 <1
\ " y
DEMONSTRATION Evident, les critéres ne faisant que traduire la définition 1.9.

Remarque :
Changer le sens des inégalités pour montrer qu’une suite est décroissante (pour une monotonie stricte
prendre des inégalités strictes) : upy1 — up < 05 uy > 0 et “Z—:l <1;u, <0et “Z—:l >1

EXEMPLE 8 — D Soit (u) la suite définie par u,1 = “5H et ug = 5.

Montrons que (u) est strictement décroissante & partir de n = 0 a 'aide du critére (i) :
unH—un:l_%. Ainsi, Vn > 0, un+1—un<0<:>1_%<O<:>1—un<0<:>un>1.
Initialisation : ug =5 > 1.

Hérédité : Supposons u, > 1 (x) pour n > 0. Pour n+1onau,+1>2 < ””TH > %, soit w1 > 1.

Par principe de récurrence la propriété est donc vraie pour tout n € N.

> Montrons que la suite (u) est strictement décroissante & l'aide du critére (i) :
Ce critére nécessite qu’on s’assure de deux inégalités : Vn € N, u, > 0 et u;—:l < 1.
On a déja montré (x) que Vn,u, > 1 donc, a fortiori, on a Vn,u, > 0.

Un41 Uup+1

5 <, -, _ _ l 1
Pour 'autre inégalite, === = B= = 5 + 5.
1

Or up, > 1 <= 2u, > 2 < ﬁ < 5 car la fonction inverse est décroissante sur ]0; ool.
On en déduit que%+i<%+%:1, soit "Z—:l<1.
> Montrons que la suite (v) définie par v, =
1
Untl _ /nfl—2 _ vVn—2 _  [n=2
On a on %2 = Unoi n—1 -
Commen>2onan—2>0,n—1>n—2etdonc0<n—2<n—1<=)2—j<1.

La fonction racine étant croissante sur [0; 0o[, on en déduit que \/Z—:% < /1, soit U’;—:l < 1.
Comme, de plus, Vn > 2, v, > 0, d’aprés (ii) la suite (v) est strictement décroissante.

\/% est strictement décroissante a partir de n = 3.

ot
a4
=T

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Ces suites sont représentées graphiquement ci-dessus de deux facons différentes.
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DEFINITION 1.10 (SUITE BORNEE) Une suite (uy,)n>n, est majorée si IM € R, Vn > ng, u, < M.
Une suite (up)n>n, €st minorée si Im € R,Vn = ng, up > m.
Une suite (up)n>n, est bornée si elle est minorée et majorée.

Remarque :

Les nombres m et M qui interviennent dans cette définition sont appelés « minorant » et

« majorant ». Il n’y a pas unicité de ces nombres : si une suite est majorée par M alors elle est
majorée aussi par tous les nombres supérieurs & M. Il n’y a pas de plus grand majorant.

Par contre, une suite majorée admet toujours un plus petit majorant, appelé borne supérieure ;
de méme, une suite minorée admet toujours un plus grand minorant, appelé borne inférieure.
La suite des troncatures décimales de m admet pour borne supérieure le nombre 7.

Exemples :

+ La suite récurrente (u,) définie par u,4+1 = “’”; L ot ug = 5 est bornée car majorée par son

premier terme ug = 5 et minorée par 1 (voir I'exemple 8). Ce minorant est également sa borne
inférieure qui n’est jamais atteinte, sa limite quand n tend vers Uinfini (voir plus loin).

+ La suite (,)n>1, définie par ¢, = (—1)" 4+ 1 admet -1 comme borne inférieure et 3 comme
borne supérieure. Sur la représentation graphique ci-dessous, on remarque deux sous-suites :
— la suite (p), associée a la fonction f:z — —1+ % contient tous les termes de rang pair
— la suite (7) associée a la fonction g : z +— 1 + % contient tous les termes de rang impair
Les suites (p) et (i) sont décroissantes mais la suite (¢), quant-a elle, n’est pas monotone.

— Sa borne supérieure est le maximum des bornes supérieures des deux sous-suites.
— Sa borne inférieure est le minimum des bornes supérieures des deux sous-suites.
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DEFINITION 1.11 (SUITE PERIODIQUE) Une suite (u,) est périodique a partir du rang N s'il
existe un entier p > 1 tel que Vn > N, up4p = uy. L'entier p est alors la « période » de u.

Remarque :

L’entier p appelé période est « le plus petit » entier non nul vérifiant la définition 1.11. II est évident
qu’une suite de période p > 0 vérifie aussi la propriété pour 2p, 3p, etc. La suite de terme général
(—1)™ est périodique de période 2 a partir de n = 0, car Vn = 0, u, 2 = u,. Cette suite vérifie aussi
Upt4 = Uy, Mais la période est 2 et non 4.

Exemples :

+ Les suites constantes, ou constantes a partir d’un certain rang, sont des suites périodiques de
période 1. La suite ¢ des décimales de % = 00,0666 ... est une suite constante, donc périodique
de période 1, a partir du rang 2 : Vn = 2, ¢n+1 = qn-

+ La suite (p,) donnant la n® décimale d’un nombre rationnel non décimal est périodique a
partir d’un certain rang. Celle qui est associée a % = 0, 142857 (la séquence 142857 se répéte)
est périodique & partir du rang 1; sa période est 6. On a
Vk € N,p1 =p7r =pek+1 =1, p2 =ps =pek+2 =4, ..., P6 = P12 = per = 1

+ Si k est un entier non nul, les suites ¢ et s définies par ¢, = cos(#Z) et s, = sin(Z~) sont
périodiques de période k car cos et sin sont des fonctions périodiques de période 27 :

Cntk = COS(2(71+,€)W) = cos(#T + 27) = cos(Z) = ¢,, (méme chose pour la suite s).

+ La suite de Syracuse S d’un entier Sy = p est un exemple intéressant de suite « finalement »
périodique. Définie par S,+1 = % si S, pair, 35, + 1 si S, impair, cette suite a un
comportement périodique de période 3 qui tarde parfois & se manifester, le cycle final étant
[4,2,1] (cela reste une conjecture).



26 CHAPITRE 1. DENOMBREMENT & SUITES

3.b. Limite d’une suite

3.b.1. Convergence

r D
DEFINITION 1.12 (SUITE CONVERGENTE) Une suite (uy) converge vers une limite [ si, & partir
d’un certain rang NN, tout intervalle ouvert contenant [ contient toutes les valeurs u,. Autrement
dit : lim wu,=0l<=VecRY, ANeN, VneN, n>2 N =l—-c<u, <l+e€

n—+oo
Si la suite (uy,) converge ver [, on note lim w, =I.
n——+00
\ J
Remarque :

A la fin de la derniére ligne, 4 la place de [ — € < u,, < |+ ¢, on aurait pu écrire |u, — | < € ou encore
un, €]l — €;1 + €[ ou, en utilisant la notion de distance entre u,, et [, d(uy,!) < €. Ces écritures
traduisent 1’expression un intervalle ouvert contenant | contient le terme u,. Ici, U'intervalle est centré
sur [, le réel positif € est son rayon. Plus € est petit, plus on s’approche de [. En exigeant qu’a partir
d’un certain rang N tous les termes u, soient dans cet intervalle, quelle que soit la petitesse de €, on
traduit analytiquement la notion intuitive de limite.

Suites de référence convergeant vers zéro :

La suite (1),50 des inverses d’entiers converge vers 0 : lim + = 0.
n n—+oo "

Cette affirmation est fondée sur ’observation que les inverses d’entiers deviennent de plus en plus
petites, tout en restant supérieures & zéro. Pour prouver cela, choisissons une valeur arbitraire de la
précision, par exemple € = 1076, et montrons qu'il existe un rang N a partir duquel toutes les
inverses sont plus petites que cette valeur : % <1070 = n> 10%6 <= n > 109 il suffit donc de
choisir comme valeur de N le premier entier supérieur a 10°, soit 106 4+ 1 = 1000001.

Cela se généralise a toute valeur de e car, comme n >0 et e >0, on a: % <es=n> %
Le premier entier supérieur a % convient et donc, pour tout entier n > %, on aura bien 0 < % < €.

De la méme facon, les suites (,712), (n%), etc., (ﬁ) convergent toutes vers 0.

DEFINITION 1.13 (SUITE DE LIMITE +o00) Une suite (uy) diverge et admet +oo comme limite
si, & partir d’un certain rang N, tout intervalle de la forme |A, +oo[ contient toutes les valeurs
Up. Autrement dit : lim w, = 4oco<=VAcR, ANeN, vneN, n>N = u, > A

n——+oo

Remarques :
+ On a une définition analogue pour les suites de limite —oo :

lim up,=-00<=VAeR, AINeN, VneN, n>2N = u, < A
n—-+o0o

+ Une suite qui ne converge pas diverge. Il y a des suites qui divergent vers une limite infinie et
des suites qui divergent sans avoir de limite comme la suite ((—1)") qui est périodique de
période 2 (ug =1 et ugg1 = —1) ou la suite ((—1)" + %))n>0 de l'illustration précédente.

Suites de référence divergeant vers linfini :

La suite (n?),>o des carrés diverge vers 400 : lirf n
n—-+0oo

Cette affirmation est fondée sur ’observation que les carrés des entiers deviennent de plus en plus
grands et finissent par dépasser toute valeur fixée & l'avance. Pour prouver cela, choisissons un
maximum arbitraire A > 0, par exemple A = 105, et montrons qu’il existe un rang N & partir duquel
tous les carrés sont plus grands que cette valeur. Pour A = 109, il suffit de choisir N = 1001 car

VYn € N,n > 1001 = w,, > 1001% > 106.

On généralise cela a toutes les valeurs possibles de A.

Comme n et A sont positifs tous les deux : n?2 > A <= n > VA.

Il suffit de choisir comme valeur de N le premier entier supérieur a v/A.

Ainsi, pour tout entier n > N, on aura bien n? > A.

2 = to0.

De la méme facon, les suites (n), (n?), etc., (v/n) sont des suites qui ont pour limite +oc.
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3.b.2. Théoremes sur les limites

( I . . 2
THEOREME 1.1 (CONVERGENCE MONOTONE) Toute suite croissante et majorée est convergente
vers une limite [ qui est le plus petit majorant de la suite.
De méme, pour toute suite décroissante et minorée : sa limite est le plus grand des majorants.

DEMONSTRATION La démonstration repose sur ’axiome de la borne supérieure : foute partie E non
vide de R et majorée admet une borne supérieure, notée sup E qus en est le plus petit des majorants.
Soit (un)n>n, une suite définie sur N, ensemble E = {u,,n > ng} des valeurs prises par la suite (u)
n’est pas vide car u,, € E et il est majoré car (u,) l'est.

FE admet donc une borne supérieure y = sup F.

Cela signifie que les valeurs u, dépassent n’importe quelle valeur inférieure strictement & p.

En d’autres termes Ve e RY, AN € N, p—e <uy < p.

Et, par conséquent, comme (u,) est croissante, Vn € N, n > N = u — e < uy < uy, < p, Soit
n2N=—=pu—e<u, < U

A fortiori, comme p+€ > p, on amémen > N = py—e < u, < pt + €, ce qui, d’aprés la

deéfinition 1.12, prouve que la suite (u,) converge vers u, soit ET Uy = [
n oo

Si (Un)n>n, €st croissante et majorée alors elle converge vers une limite .
La suite (vn)n>ny = (—Un)n>n, €st décroissante, minorée et converge vers la limite —/.

n
EXEMPLE 9 — Montrons que la suite u définie par u, = > k% est majorée par 2.
k=1

Pour commencer, montrons que % < m pour tout n > 1. En effet, n? > n(n — 1) = n? — n pour

tout entier n, leurs inverses sont donc rangées dans le sens inverse.

n n
La somme u, = 5. k% est donc majorée par 1 4+ > 7k(k1_1).
k=1 k=2

n
Or m = L — I (mettre au méme dénominateur), u, est donc majoré par 1+ 3 (725 — 7).
k=2

En écrivant tous les termes de cette somme, on s’apercoit qu’ils s’éliminent deux a deux :
1+3-H+G-H+ - +GH-2)=2- L Doncu, <2

De plus, la suite u est croissante, car up4+1 — Uy = # > 0.

Par application du théoréme 1.1, la suite converge vers une limite [.

Remarque : si le théoréme annonce qu’il y a une limite, il ne donne pas sa valeur. Ici, on sait
seulement que la limite est [ < 2. puisque 2 est un majorant de cette suite. On peut s’approcher de la
véritable limite de cette suite au moyen d’un programme. On en obtiendra ainsi une valeur approchée
qui est bien inférieure a 2 puisqu’elle vaut environ 1,644 934 066 848 226 436 472415 166 6.

Comme I’a montré Euler® en 1735, il s’agit de I’irrationnel %f.

THEOREME 1.2 (SOMME ET PRODUIT PAR UN REEL) Soient w une suite qui diverge vers +o0o et
k un réel non nul.

+ La suite (uy, + k) diverge vers +oo et, si k > 0, la suite (ku,) aussi

+ Si k <0, la suite (ku,) diverge vers —oo

DEMONSTRATION Examinons le cas k > 0 : comme la suite u diverge vers +o00, elle dépasse toute
valeur arbitrairement fixée. Un réel A > 0 étant arbitrairement fixeé.

La suite dépasse le réel %, & partir d’un certain rang N, et donc Vn > N, u, > %, soit ku, > A. La
suite (ku,) diverge donc vers +oc.

La suite dépasse le réel A — k, a partir d’un certain rang N’, et donc Vn > N, wu, > A — k, soit

un + k > A. La suite (uy, + k) diverge donc vers +o0.

On raisonne de méme dans le cas k < 0.

5. Leonhard Euler(1707 Bale - 1783 St Pétersbourg), un des plus grands et des plus prolifiques mathématiciens
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Ce théoréme est un cas particulier du théoréme suivant qui envisage les différents cas de figure pour
la somme et le produit de deux suites.

( . R . . ..
THEOREME 1.3 (SOMME ET PRODUIT DE SUITES) Soient u et v deux suites ayant une limite,
finie ou infinie. Les suites de terme général u,, + v, et u, X v,, admettent ou non une limite selon
les différents cas exposés par les deux tableaux ci-dessous :

Suite « somme » : (u, + vy,) Suite « produit » : (u, X vy)
li li
. ey +00 —00 ) L 1#0 =0 +oo
lim v lim v
I I+ I'#0 IxU 0 +o0
+o0 +00 I'=0 0 0
—00 —00 +oo +o00 +o0
L W,

DEMONSTRATION 2 Montrons que lim wu, =let lim v, =10 = hm Up +vp =1+ 1.

n——+o0o n——+o0o n—-+00
D’apreés la définition des limites on sait que :

lim u,=0l=VecR}, ANeN, VneN, n> N = |u, — | < §

n—-4o00

lim v, =0I'"=VecR}, IN'eN, VneN, n> N = |v, = l'| < §

n—+o00

On en déduit que n > max{N, N'} = |u, — | + |v, = '| < e.

Inégalité triangulaire : |u, —I| + v, — U] > |up — U+ v = U] = [(un +vy) — (L = 1))

Finalement, par transitivité de la relation d’ordre, n > max{N, N'} = |(u, +v,) — (I = U')| < e.

Ceci étant vrai Ve € R% ,ona lim w, +v, =1+1".
n—-+o0o

2 Appliquons le théoréeme d’encadrement (v. plus loin) pour montrer que ll)I_’I_l Up X Uy =1 % 1.
n o

On majore Pexpression |u, X v, — [ x I'| par une expression de limite nulle :

Up X Uy — I XU =y X vy =ty XU +upy x U =1 x U =up(vp, =)+ (un —1)

Inégalité triangulaire : |u, X vy, — 1 X U| < Jup(vy — )] + I (uy — 1)

Comme la suite (uy,) est convergente, elle est majorée.

En effet lim w,=l=Vece R}, ANeN,VneNn>N = |u, — | <e=u, <l +e¢

n—-+4o0o

En notant M un de ses majorants, on obtient |u, (v, — )| + [l (up, — )| < |M (v, — )| + [I' (upn, — 1)]-

Les expressions v, — I’ et u,, — [ ont pour limite 0. D’aprés la propriété 1.2, les expressions M (v, — 1)
et I'(u, — ) ont donc aussi pour limite 0, de méme pour leur somme, d’apreés la propriété ci-dessus.
Ainsi |uy, x v, — 1 x I'| est encadrée entre 0 et une expression ayant pour limite 0; sa limite est donc 0.

Remarques :

+ Les cases hachurées indiquent des cas indéfinis. Dans ces cas, on ne peut pas conclure
directement & ’aide de ce théoréme. Par exemple, si on a u, = n’ et v, = —2n, on a
limu = 400 et limv = —oo. La somme u + v a une limite indéterminée & I’égard de ce
théoreme. 11 suffit, dans ce cas, de factoriser : u, + v, = n(n — 2). La somme indéterminée est
devenue déterminée puisque les suites r et s définies par r, = n et s, = n — 2 forment une
suite « produit » déterminée : chacune divergeant vers +o0, la limite est trouvée a l’aide du
tableau de droite, c’est +00. On verra dans 'exemple qui suit que les suites « polynomiale »
admettent pour limite la limite de son « terme dominant ».

+ Deux cas d’indétermination sont présents ici : oo — 00 et oo x 0.
On peut lever la 1*¢ par une factorisation : n —3n =n(n — 3) qui n’est plus indéterminé.
Pour la 2¢, il peut suffire de simplifier : n? x 2 = 2n qui n’est plus indéterminé.
Mais la plupart du temps, on aura recours aux théorémes de comparaison pour lever les
indéterminations.

+ La notation +oo indique que la limite est 400 ou —oo. La régle des signes étendue aux signes
des hmltes s’applique. Par exemple 100( 2+ %) admet —oo comme limite, du fait que

lim ¢ 100 = +oo (positive) et lim(—2 + ) = —2 (négative).
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EXEMPLE 10 — Quelle est la limite de la suite u définie par u, = —n? +3n? —2n + 17

Le théoréme 1.3 ne permet pas de conclure directement, le terme général étant écrit sous cette forme
développée. 1l faut mettre la plus grande puissance del’ indice en facteur et utiliser le volet

« produit » de ce théoréme. Ici, on écrira u, = n®(—1+ 3 + = n2 + = 3.

Le 1¢r facteur tend vers oo tandis que le 29 tend vers —1 du falt de la limite de chacun des termes
de la somme et du théoréme sur la somme : lim —1 = —1, hm 2 =0, lim = 2 =0et hm =0.

METHODE (SUITE POLYNOMIALE)

Lorsque le terme général a une forme polynomiale de degré p : u, = Ei:o ain®, le terme dominant
au voisinage de +o0 est toujours celui de plus haut degré, donc ici a,n?. Les autres termes sont vite
négligeables devant lui lorsque n devient trés grand. La limite de u sera celle du terme dominant :

P
ap # 0 = lim Z apn® = lim apn?
k=0

L’expression « forme polynomiale » s’étend méme ici aux puissances négatives de 'indice. La suite
v définie par v, = —n3 +3n? —2n 4+ 1 — % + n% aura le méme comportement asymptotique que
la suite u, au voisinage de +o00, la différence v,, — u,, ayant pour limite 0.

THEOREME 1.4 (SUITE QUOTIENT) Soient u et v deux suites ayant une limite, finie ou infinie.

La suite de terme général = admet ou non une limite selon les différents cas exposés par le
n

tableau ci-dessous :

lim u
lim v 1#0 =0 +o0
' #0 b 0
+o00 0 0 S5iasesssy
L J

DEMONSTRATION Montrons simplement, comme précédemment, la 1™ case de ce tableau.

Commencgons pour cela & montrer lim Up=1#0= lim L+ = %
n— n——+oo0 Un
11 suffira ensuite d’appliquer le resultat sur la limite d'un produit a ¢ = u, x L

V.
Comme la suite (u,) est convergente, (|u,|) converge vers |l| et est minorée par 71Lm réel m >0 :

OnadoncVe e R* AN e NNVn e Nn > N = |uy| — |l|| <e=|l| —e < |un| < |l| +€

En prenant e = 4, on obtient | — |l| < up| <= |up| > %'

29
Ainsi, en notant m = ‘—2|, a partir d'un rang N, |u,| > m.

Comme [ # 0, on en déduit que m > 0 et donc que |u,| # 0 pour tout n > N.

! _ Jun—l| 1 1
[un| >m > 0= 1 Tl <L dou\——f]—]unuxl X = TanI<T x\un—l\<mxm X |y, — |
Or |u, —I| tendant vers 0, il en est de méme mXM X |un — 1.
D’aprés le théoréme d’encadrement, la limite de |— — 7| est donc nulle; u— a pour limite

Remarque :

Les cases hachurées indiquent ici deux autres cas d’indétermination : 3 et %

Dans le cas des suites rationnelles (quotients de deux expressions polynomiales), on ne conserve que
les termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur, on simplifie I’expression obtenue et
on lui applique le théoréme sur le quotient.

i A1 é — w
Pour la suite u de terme geénéral u, = =z 5555

que la suite ( ) L’expression du terme général se simplifiant en g—i, on applique le théoréme sur le
quotient : la hmlte est 0 (le numérateur est constant et le dénominateur tend vers +o0).

on commence par dire que u a la méme limite
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EXEMPLE 11 — Quelle est la limite de la suite u définie par u,, = %Z—j ?
Le théoréme 1.4 ne permet pas de conclure directement. Fn effet, les expressions au numérateur et au
dénominateur tendent toutes les deux vers +oo (voir plus loin, les suites géométriques).
()=

I+
Le numérateur tend maintenant vers 0 car les deux termes qui le composent tendent vers 0; le
dénominateur, quant-a lui, tend vers 1.

Finalement, la suite v tend vers 0.

Mais si on divise le numérateur et le dénominateur par 3" > 0, on obtient u, =

( . . .
THEOREME 1.5 (MAJORATION/MINORATION) Soient u et v deux suites.

Si, & partir d’un certain rang N, on a u, > v, et si lim v, = 400, alors lim wu, = 4oc.
n—-+oo n—-+0o0o
Si, & partir d’un certain rang N, on a u, < v, et si lim v, = —oo, alors lim wu, = —oc.

n—-+o0o n—-+o0o

L

DEMONSTRATION Montrons seulement la 1™ ligne de ce théoréme.
Comme lim v, =+4oco,onaVAEeR, AN'eN, VneN, n> N — v, > A,

n—-+4o00

et comme AN e NNVn e Non > N = u,, > v, on a VA € R,Vn € Nyn > max{N,N'} = u,, > A.

Ceci prouve bien que la suite u diverge vers 400 ( Erf Up, = +00).
n o0

EXEMPLE 12 — Montrons que la suite v définie par u,, = 2" diverge vers +o0.

Le terme général 2" est supérieur & n pour toutes les valeurs de n car, en factorisant, on a :
2" —1=(2-1)2" P +272 4 ... 421 1 20) et comme V& >0, 28 > 1, on a
=1+t 42n 24 42l ) >+ 1.

Comme la suite v définie par v, = n + 1 diverge vers +oo et que Vn > 1, v, < u,, d’aprés le
théoréme 1.5, la suite w diverge vers +oo.

METHODE
2 Limites des suites géométriques
Ce que nous venons de faire avec la suite (2") se généralise a toutes les suites (a™) o a > 1.

L’inégalité préliminaire que 1’on obtient s’appelle « inégalité de Bernoulli » :
a"—1=(a—D(@ ' +a" 2+ - +a+a, et comme V& > 0, a > 1 < a® > 1, on a
Vn=0, a®=1+(a—1)(@"t+a" 2+ ---+a'+a)>n(a—1)+1.
+ Pour a > 1, d’apres le théoréme 1.5, la suite (a™) diverge vers +oo car a > n(a —1) + 1
et que Va > 1, limn(a—1) +1 = +c0.
+ Pour a =1, la suite (1) est constante. Elle converge vers 1.

+ Pour 0 < a < 1, la suite (a™) converge vers 0. En effet, a™ = L et, comme % > 1, la suite

BN
de terme général (1) tend vers +oo. Par application du théoréme 1.4, la suite (a") étant
obtenu par quotient d’une constante 1 par une expression tendant vers +oo tend vers 0.
+ Pour —1 < a < 0, les termes de la suite sont alternativement positifs et négatifs, mais
globalement la suite (a™) tend vers 0.
+ Pour a < —1, les termes de la suite sont alternativement positifs et négatifs, leur valeur
absolue tend vers 400, mais la suite (a”) diverge sans admettre de limite.

Comportement asymptotique d’une suite géométrique u de raison a et de premier terme ug :

a ]—oo;—=1] []—=1;1]] 1 | ]1;400]
ug > 0 | pas de limite 0 () 400
ug < 0 | pas de limite 0 U —00

Pour ce qui est de la somme S des termes d'une suite géométrique :
+ Sia>1, S diverge vers £oo
1—qntl

+ Sia| <1, la formule S = ug x 5% — montre que, 1 — a™*!

tendant vers 1, lim .S = ﬁ
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THEOREME 1.6 (GENDARMES) Soient u, v et w trois suites. Si, a partir d’un certain rang N,
onav, LU, Kwyetsi lim v,= lim w,=1[ alors lim wu, =1

n—-+o0o n—-+0o0o n—-+0o0o

L

DEMONSTRATION Comme lim v, = lim w, =1, on a:

n—-+00 n—-+00

+ VeeRL,IN'eNVReENn 2N =l —e<v, <l+e
+ Vee R, AN"eN,VneNn >N =l —e<w, <l+e¢
On en déduit que, pour tout entier n = max{N, N’ N"} onal—e < v, <u, <w, <l+e,

soit | — € < u, < I+ €, ce qui prouve bien que la suite u converge vers [ ( lir}rl un =1).
n—-+0oo

EXEMPLE 13 — 2 Montrons que la suite w définie par u, = S8 a pour limite 0.

Nous savons que Vn > 0 on a —1 <sinn < 1.

On en déduit I'encadrement, valable pour tout entier n > 1 : _71 < S“;L” < %

Or, lim =L = lim =!=0. D’aprés le théoréme 1.6, la suite u converge donc vers 0.
n—+oo " n—+oo M

2 Calcul d’aire
Calculons I’aire A du domaine limité par
+ la parabole d’équation y = x>
+ les droites d’équation x =0 et z = 2
+ ’axe des abscisses y =0
Pour cela, encadrons cette aire :
Vn>=0, a, < A<b,
les aires a,, et b,, étant faciles & calculer
car constituées de rectangles
(sur notre illustration n = 4)

+ L’aire a,, est obtenue en additionnant les aires de n rectangles de largeur % ; les hauteurs de
ces rectangles constituent la suite h : hg = 0, by = (122)2 hy = (222)2 ... h,_; = (W)2

+ L’aire b, est obtenue en additionnant les aires de n rectangles de largeur % ; les hauteurs de ces
rectangles constituent la suite H : Hy = (1X2)2, H; = (22)2 [, = (32—2)2,- o Hpy g = (1X2)2

n n n

[<o+<“2> 4o ()2

n

= 2P0+ @2+ + (= 1)+ n2].

n

Ainsionaan:h()x%—l—hlx%—i— —i—hnle:
On obtient a, = (2)3[(1)2+ (2)? +---+ (n — 1)? ] et

n

?‘s\w

L’identite 375, k? = % prouvée dans le cours de 1 (Ex.1.10 et prop.3.5)
(%)3((n+1)(n)[(25(n71)+1}) - (%)3(%) et b, = %)%%)-

permet de simplifier a,, =
Déterminons alors les limites de a et b :

. . 3 — . 3 3 4
‘hman:hmwzthgn%” :%:%
. .2 1)(2n+1 4
o limb, = lim 22Xt _ gy 20xn? _ 2t _ 8

Ces deux suites encadrent .A et convergent vers 3 : par application du théoréme 1.6, A =

-~
THEOREME 1.7 (PASSAGE A LA LIMITE) Soient u et v deux suites qui convergent respectivement
vers [ et I'. Si, a partir d'un certain rang N, on a u, > vy, alors | > I’

DEMONSTRATION Montrons d’abord par ’absurde, la propriété :
Soit u une suite qui converge vers [. Si, & partir d’un rang N, on a u, > 0, alors [ >
Supposons I < 0. Comme lim un—l:>Ve€R*,EIN’€NVn€N n>N’:>l—e<un<l+e

n——+o0o

en prenant ¢ = —[ > 0, on obtient 2] < u, < 0, ce qui contredit I’hypothese. Par conséquent [ > 0.

En prenant w, = u, — vy, & partir d’un certain rang N, on a w, > 0 et comme, d’aprés la
propriété 1.3, w est une suite qui converge vers [ — I, on lui applique le résultat précédent :
=120 12>21.
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3.b.3. Suites adjacentes

THEOREME 1.8 (SUITES ADJACENTES) Soient (uy) et (v,) deux suites définies sur N.
On dit que (uy,) et (v,,) sont adjacentes si (uy,) est croissante, (v, ) décroissante et El}rl Up—Up =0
n o0

Remarques :

+ Pour illustrer le théoreme 1.6 des gendarmes, on a vu que le terme général de la suite (S22)
était encadré par les termes des deux suites s (%1) et (%) La 1*¢ est croissante tandis que la 2¢
est décroissante et la différence % — _71 = % tend vers zéro. Ces suites sont donc adjacentes.

Ces deux suites tendent vers une méme limite qui est, ici, nulle.

+ Dans le méme exemple 13, lorsqu’on a encadré l'aire du domaine situé entre la courbe de la
fonction x — 22 et axe des abscisses pour 0 < z < 2, on a construit les suites (a,,) et (by,)
qui convergeaient vers la méme limite ; ces suites étaient adjacentes par construction car I'une
minorait ’aire cherchée tandis que ’autre la majorait et, comme elles convergeait vers la
méme limite, leur différence tendait vers zéro.

+ D’autres suites sont adjacentes de facon encore plus triviale : les suites p, et ¢, des

approximations par défaut et par exces & 107" prés d’un nombre réel quelconque.

-
PROPRIETE 1.10 (ORDRE) Soient (uy) et (vy,) deux suites adjacentes définies sur N.
Si (u) est croissante et (v) décroissante alors, pour tout n € N, on a u,, < vy,.

\

DEMONSTRATION Supposons qu’il existe un rang m pour lequel u,, > v < Uy — Uy > 0.
Comme u est croissante, Vn € N,n > m = uy, = up,

Comme v est décroissante, Vn € N,n > m — v, < vy, <= —vp = —Up

Par addition des deux inégalités, il vient u,, — vy = um — vy, pour n > m.

Or, u et v étant adjacentes, on a nll}rfoo Up —Vp =04= Ve € R} ,IN €N, —e < up — v, <e.

En prenant € = uy, — vy, on a alors u, — vy < Uy — Upy,.
Pour n > max{m, N}, on a donc simultanément u,, — v, < Uy, — U, €t Up — Uy = Uy, — Uy
Cette contradiction prouve que I’hypothése Im € N, u,, > vy, est & rejeter.

( PN . . . c

THEOREME 1.9 (CONVERGENCE) Soient (uy) et (vy) deux suites adjacentes définies sur N.
Si (u) est croissante et (v) décroissante alors les deux suites convergent vers un méme réel A.
L De plus, Vn € N, up, < A < oy,

DEMONSTRATION Par définition, la suite (v,,) est décroissante, donc Vn € N, v, < vg.

D’aprés la propriété 1.10, on a Vn € N, u,, < v, donc u, < vp.

La suite (uy,) est donc croissante et majorée. D’aprés la propriété 1.1 elle converge vers un réel [.
De méme, (v,,) étant décroissante et minorée (par ug), converge vers un réel I’.

On sait que lim w, —v, =0or lim u, —v,= lim wu,— lim v,=1-1.
n—-4o0o n—-+4o0o n—+400 n—+400

On en déduit que I — 1" =0 <= [ =1'. Les deux suites convergent vers la méme limite.

(!

EXEMPLE 14 — Soit (u,)n>1 la suite de terme général u,, =1 — 1 + % R

et soient (ay) et (by) les suites définies par a,, = ugy, et b, = ugny1.

(_1)2n+3 1 1 (_1)2n+1
An+1 — Ap =Ug(n+1) — U2n = 1—§+§+"‘+m — 1—§+§+"'+T
(—1)2nF2  (—1)n+3 1 1 2n+2—(2n+1) 1

m+1 | 2mt2 2+l 2mt2  (@na2ntl)  Cn+2)@n+l)
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1

Comme \V/'I’L S N, m

> 0, on en déduit que (a,) est croissante.

Prouvons par récurrence que a, < 1 — ﬁ pour tout n > 1.

ap=up=1-— % = % La propriété est vraie pour n = 1.
Supposons que pour un rang n > 1 on ait a, <1 — %

Comme, d’aprés le calcul ci-dessus an41 = ap + m

1 1 _ 1 _ @Cn+2)@2n4+1)—2n _ 1  2n242n+41
On a donc ani1 <1—5; + @ EF) = 1~ et @nt) = LT (D) @ntD)
_ 2n242n+1 1 : 2n242n+1 1
A-t-on 1 PCES)PTESIIAN 1 3D SO i D @ntD) 2 21y O encore

2n+1)2n2 +2n+1) > 2n(n+1)2n+1) <= 20> +2n+1>n2n+1) <= n> —17
Oui, d’oul la conclusion a,, <1 — % pour tout n > 1.

La suite (ay) est donc croissante et majorée par 1.

D’apres le théoréme 1.1 de convergence monotone et la propriété 1.7 de passage aux limites,
la suite (a,) converge vers un réel A < 1.

— — 1,1 1 ., (=Pt (1P (=122
bp=tmp=l-g+z3-—3+ -+ ——+ 550 =+ 57

Comme (ay,) converge vers A et (ﬁ) converge vers 0 par addition des limites (by,) converge vers .

_ 1
=an + 3,07

(2n+1) — (2n+ 3)
(2n+1)(2n +3)
(2n +3) — 2(2n + 2)

2n+3)2n+2)(2n+1)

bn-‘rl - bn = |Qp+1 + } = Qp41 —an +

2n+3} - {a"Jr o+ 1
S (2n+2)2n+1) + (2n+1)(2n+3)
—(2n+1) -1

T@n+3)2n+2)2n+1)  2(n+1)(2n+3)

—1

Comme Vn € N, 505673

< 0, on en déduit que (by,) est décroissante.

Les suites (a,) et (by,) sont adjacentes et convergent vers une méme limite A < 1 que cette étude ne
permet pas de déterminer algébriquement. On peut, tout au plus en donner des valeurs approchées
puisque, d’apres le théoréme 1.9, on a I’encadrement a, < A < by,.

Voici les premiéres valeurs obtenues pour cet encadrement :

1/n un an b n
1 1 0.5 0.8333333333
0.5 0.5 0.5833333333|0,7833333333
0.333333333310.8333333333|0,6166666667 |0,7595238095
0.25 0.5833333333|0,6345238095|0, 7456349206
0.2 0.7833333333|0,6456349206|0,7365440115

0,1666666667

0,6166666667

0,6532106782

0,7301337551

0,1428571429

0,7595238095

0,6587051837

0,7253718504

0,125

0,6345238095

0,6628716504

0, 7216953798

o111 mIn

0,7456349206

0,6661395242

0, 7187714032

01

0,6456349206

0,6687714032

0,7163304508

0,0909030309

0,7365440115

0,6709358053

0,7144141662

s =
M_LDLDCEI‘-\-]U'!U‘I-E-LAJM—EZ

0,0833333333

0,6532106752

0,6727474395

0, 7127474395

Ainsi, pour n = 12 par exemple on obtient ajs < A < byo, soit environ 0,6727 < A < 0,7127.

On constate que Pamplitude de Pencadrement ne diminue pas rapidement : au rang n il vaut 5——

2n+1-
Pour n = 12, sur notre illustration, il vaut % = 0,4 et il faut atteindre n = 50 pour que cette

amplitude soit inférieure a 0,01.
La valeur exacte de la limite A est le nombre transcendant In(2) ~ 0,6931471806.






Fonctions (1)

Plan du chapitre :

2.1 Rappels sur les limites

2.2 Continuité, TVI, bijection et réciproque

2.3 Dérivabilité, fonction dérivée, théorémes de la dérivation

2.4 Théoréme de Rolle, TAF, sens de variation et extremums, étude de la convexité

2.5 La fonction In (logarithme népérien), les fonctions logarithmes et exponentielles de base a

Apercu historique : La notion de limite s’est précisée lentement, au cours des XVII® et XVIII®
siécles, pour trouver une définition précise au début du XiX® avec les mathématiciens Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857), Bernard Bolzano (1781-1848) et surtout Karl Weierstrass (1815-1897), « le peére
de I'analyse moderne », qui définit également la notion de continuité.

Jusqu’a Bolzano et Weierstrass, la notion de continuité était intuitive : on considérait des courbes
tracées sans lever le crayon, et le théoréme des valeurs intermédiaires était percu comme une évidence
géométrique. Pourtant ces notions sont fondamentales et il convient de les aborder avec rigueur.
L’étude des limites en un point est 'outil qui permit cette conceptualisation. Si une fonction est
continue sur un intervalle, sa monotonie en fait une bijection, ce qui a pour conséquence qu’on peut
en définir la réciproque; cette propriété a notamment permis de définir la fonction In (les initiales de
logarithme népérien) comme réciproque de la fonction continue et strictement croissante exp.

La notion de dérivée a aussi émergé de facon intuitive avec les travaux sur 'infiniment petit de
Newton et Leibniz au XVII® siécle. Elle s’est ensuite précisée avec Jean Le Rond d’Alembert
(1717-1783) qui fait le lien avec le taux d’accroissement, et c’est encore Weierstrass qui finalise les
définitions dans des termes encore utilisés aujourd’hui.

L’autre notion fondamentale de I'analyse, I'intégration — notion que nous étudierons au chapitre
suivant — a des racines anciennes puisque, notamment, les travaux d’Archiméde sur le calcul de laire
d’un disque la préfigure. Le calcul infinitésimal de Newton et Leibniz va relier le calcul différentiel et
le calcul intégral mais c’est Bernhard Riemann (1826-1856) qui va, au XIX¢ siécle, exposer la théorie
de l'intégrale utilisée aujourd’hui.

Les fonctions logarithmes furent inventées au début du Xvir® siécle par le mathématicien astronome
écossais John Napier (1550-1617). Logarithmes vient du grec logos(relation) et arithmeticos(nombre)
Napier publie avec Henry Gibbs (1561-1631) des tables de correspondances entre deux séries de
valeurs possédant la propriété de faire correspondre un produit & une somme, dans le but de
simplifier les calculs astronomiques. Les tables trigonométriques existaient depuis plusieurs siécles,
mais la relation fondamentale log(a x b) = log(a) + log(b) permet de remplacer une multiplication par
une addition. Ces tables furent utilisées jusqu’au début de I’ére informatique.

Les fonctions exponentielles et logarithmes deviennent rapidement des incontournables des problémes
liés au « nouveau calcul »

35
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1.a. Au voisinage de l’infini

e “

DEFINITION 2.1 ( +00) Une fonction f, définie sur un intervalle de la forme ]a;4o00[ a pour

limite +00 en 400, ce que l'on note E&l f(x) = +o0 si et seulement si, quelque soit le nombre
x (o9}

A, a partir d’une certaine valeur g > a on a x > g = f(z) > A.
Autrement dit : hrf f@) =40 <= VA€R, Jzg R, Ve >z, f(z)> A
T—>+00
\ J

Remarques : On a une définition analogue pour les fonctions de limite —oco en 400 :
lim f(z)=—c0o<=VAER, Jzp R, Vo >uxg f(z)<A

r—r+00
De méme, on définit ce que signifie, pour une fonction numérique, avoir une limite oo en —o0 :

EEH f(z) =400 <=VAER, Ty R, Ve <z f(z)>A

EIP flx)= -0 <= VAR, dJzgeR, Ve <z, f(z)< A

On dit « f a pour limite +00 en 400 » ou bien « f tend vers +oo quand z tend vers +o0o ».

( . . . ..
PROPRIETE 2.1 Chacune des fonctions suivantes a pour limite +00 en 400 :
Tz, T 22, x> 23, ete. (soit x> 2™ avec n € N¥) et 2+ /T

DEMONSTRATION ™ Montrons cela pour la fonction x — 22.

Pour tout nombre A > 0 on peut trouver xg & partir duquel tous les carrés sont plus grands que A :
il S’agit de zg = VA car, pour x > 0, 22 > A <z > VA.

w Pour les autres valeurs de 'exposant n > 1 : comme z” > 2"~ ! pour tout # > 1 (en multipliant
par "1 > 0), z > VA = 2" > 22 > A et donc, 2" dépasse n'importe quelle valeur A
arbitrairement choisie pourvu que x soit assez grand.

w Pour la fonction racine, la valeur xy a partir de laquelle \/z dépasse n’importe quelle valeur A
arbitrairement choisie, est zg = A2.
Les fonctions puissances et la fonction racine tendent donc toutes vers +oo quand x tend vers +oc.

Y \
DEFINITION 2.2 (FONCTION DE LIMITE FINIE) Une fonction f & valeurs positives sur [a; +o0],
admet 0 comme limite en +00 si et seulement si, quel que soit le nombre € > 0, a partir d’une
certaine valeur zo de z, on a f(z) <e.

Autrement dit : xEI-Poof(w) =0<=Ve>0, Jzg>a, V> flx)<e

[ étant un réel, une fonction f admet [ comme limite en 400 si la fonction f —1 admet pour limite
0 en 4+o00. Autrement dit, s’il existe une fonction ¢ de limite 0 en 400, telle que f(z) =1+ ().
\ y.

Remarques :
+ De la premiére partie, on tire une définition de la limite 0 en +o0o pour une fonction de signe
quelconque : lim f(z) =0<«<= lim |f(x)| = 0. On peut exprimer cela explicitement :
T—>+00 T—>+00

EIE f(x) =0<=Ve >0, Jzg>a, VYr>uxof(x)€]—e +e

Pour une limite finie quelconque :

EEP () =l<=Ve>0, Jxg>a, Ve >z f(z) €]l —¢l+¢

ce qu’on peut noter aussi |f(z) — ] < e.
+ Notons que toutes les fonctions n’ont pas forcément une limite en +o0 :
x +— sin(z) par exemple n’a pas de limite.
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PROPRIETE 2.2 Chacune des fonctions suivantes a pour limite 0 en +o00 :
T3 e 2,33&—) S,etc (soit z — L avec n € N*) etxwﬁ

DEMONSTRATION ™ Montrons cela pour la fonction z +— %
Pour tout nombre € > 0 on peut trouver xg a partir duquel toutes les inverses sont plus petites que
e:ils’agitdex():%car,pour:c>0,%<e<:>a:>%.
w Pour les autres valeurs de 'exposant n > 0, il suffit de remarquer encore que, comme z™ > 2"

pourtoutx}l,ondéduitw%< 1 <<t <LletdoncVn >0, lim = =0.
xT x x $—++OOZE

w» Pour la fonction racine, la valeur zg & partir de laquelle \/15 devient inférieur & n’importe quelle

valeur € arbitrairement choisie, est zg = .

Limite en +oo :

+ D’une facon générale tout ce qui a été énoncé concernant la limite en +o0o est transposable au
voisinage de —oo. Des limites énoncées dans la propriété 2.1, on déduit notamment :

— comme la fonction carré est paire, hrn 2% = +o0
—0Q
— comme la fonction cube est impalre, lim 23 = -0
T—r—00

+ On peut étendre la propriété liril %n = 0 aux fonctions x +> 0 avec n € N* et a un réel
T—r+00

1
ac+a)
= 0 car Ve > 0, pour avoir \ \ < e il suffit de prendre

quelconque. En effet xgrfoo wra)

1o n/1

|(z 4+ )| > 2 soit x> (/¢ — .
Exemples et interprétations graphiques : Si une fonction f a une limite finie [ en 400, la
courbe de f se rapproche de plus en plus de la droite & d’équation y = [. Cette droite est appelée
« asymptote horizontale » pour la courbe ¢;. On dit que la courbe tend asymptotiquement vers la
droite : elle s’en rapproche sans jamais étre confondue avec elle.

+ La fonction g; définie par g1(x) = ;%5 a pour limite [ = 1 en +o0, car
2=zl — 14 L Cette fonction s’écrit g1(z) = 1 + ¢(2) ott p(z) = —L5 est une

fonction de limite nulle en +oo (notre remarque précédente justifie cela). La courbe de g; tend
asymptotiquement vers la droite d’équation y = 1 (notée € sur le graphique de gauche).
+ La fonction gy définie par z — 5 - — tend, quant-a elle, vers 0 en +oo (notée 6a).

+ Les fonction g3 et g4 définies par gg( )= 222 et g4(z) = %, ont une limite infinie. On a

lim g3(z) = —ocoet lim g4(x) = 400 (la détermination de ces limites est trés simple a
T—+00 T—+00

l’aide des théorémes qui suivent). Les courbes sont notées 63 et % sur le graphique de droite.

Fonction ayant des limites finies en +o00 : Fonction ayant des limites 00 en 400 :
104
Yy Yy
3T 104
21 5 10
61
\
e e R 10+ 3
symptote horizontale y = 1
hsymptote horizontale y = 0 T
: | : | 10__
5
7 6y 104
La courbe s’approche de son asymptote La courbe dépasse toute valeur arbitraire A vers le

horizontale (limite finie). haut (limite +00) ou vers le bas (limite —oo).
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-
PROPRIETE 2.3 (UNICITE DE LA LIMITE) Si une fonction f admet une limite finie ! en +oo
(respectivement en —oo) alors cette limite est unique.

DEMONSTRATION Supposons que f admette deux limites [ et I’ en +o0.

On a alors Ve > 0, Jxg > a, Vo >z, |f(x) — 1| <€

Et de méme Ve >0, Jxy > a, Vo > ap, |f(x) U] <e

D’aprés Pinégalité triangulaire (V(a,b) € R%, |a + b| < |a| + |b]), on a alors

L=V = |l = f(@) + F(2) — V] < |l - f(@)] + | F(z) — V] < 2¢.

Par conséquent Ve > 0, Vz > max(xg,xp), |l =] < 2e.

|l — | peut donc étre rendu aussi petit qu’on veut, donc plus petit que lui-méme...
Cela étant impossible, on doit donc avoir [ = ['.

1.b. Limite en un point

e N
DEFINITION 2.3 (LIMITE EN UN POINT) Une fonction f admet 0 comme limite en a si, quel que
soit le nombre A, dés que z est assez proche de a, la valeur absolue de f(x) est plus proche de 0
que A. Autrement dit : lim f(z)=0<=VAEcR, Je>0,|z—a|]<e=|f(z)|< A

r—a

[ étant un réel, une fonction f admet ! comme limite en a si la fonction f — [ admet pour limite

0 en a. Autrement dit, s’il existe une fonction ¢ de limite 0 en a, telle que f(x) =1+ p(z).
\

Remarques :
+ La question de la limite en un point a est un probléme a résoudre lorsqu’on est au bord de
I'ensemble de définition de la fonction car Vo € %y, li_r)n f(z) = f(a). La fonction
r—a

3
frx— % par exemple n’est pas définie pour z = 0. On va simplifier par = # 0 et faire

« tendre » x vers 0 : pour z # 0, f(z) = (1+a;)3—1 = 1+3x2+2$+x3_1 = m(3z+x3+12) = 3z + 3+ 2°.

La simplification finale n’est possible que si

x # 0 et, quand x s’approche infiniment prés de 0, 3z +3+22 s’approche de 3, soit lir% f(x)=3.
r—r

1
Y

+ Toutes les fonctions n’ont pas nécessairement
une limite en un point.
Par exemple la fonction z — sin(1) n’a pas de li-
mite en 0 : quand x s’approche de 0, % tend vers
I'infini, et la fonction sin continue bravement & -1 1
osciller entre —1 et +1 pour chaque intervalle
d’amplitude 27. La courbe obtenue contient une
infinité d’oscillations dans la zone bleutée. On
peut dilater cette zone autant qu’il nous plait, il
y aura toujours cette zone au voisinage de 0.

-1

+ En considérant que li_r>n f(z) = }llin% f(a+ h), on peut ramener la recherche d’une limite en un
r—a —

point a, & la recherche de la limite en 0. Il suffit pour cela d’effectuer le changement de
variable £ = a 4+ h. Lorsque h tend vers 0, x tend bien vers a.

) 2, P
La fonction f: 2 — =5 2 par exemple, n’est pas définie pour z = 2.

En écrivant x =2+ h, ona f(2+ h) = (2+?2)2+;(72;)Z)72 = hQ‘g‘% =h+3.
lim f(z) = lim f(2+h) = lim h + 3 = 3.
x—2 h—0 h—0

Ici f(x) = (x_?% se simplifie directement : siz 22 on a f(z) =z + 1, et lim23: +1=3.
Tr—r

La fonction f peut étre « prolongée par continuité » en la fonction affine x — x + 1.
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DEFINITION 2.4 (LIMITE INFINIE EN UN POINT) Une fonction f admet +0o comme limite en a
si, quel que soit le nombre A, dés que z est assez proche de a, on a f(z) > A.
Autrement dit : %gr(llf(w) =4+oo<=VAER, >0, |z—a|<e= f(z)> A

Remarques :
+ On définit de méme ce que signifie %13% f(z) = —o0.
+ Lorsque la limite d’une fonction f en a est +o00, on dit que la droite d’équation x = a est une
« asymptote verticale » a la courbe représentative de f (la courbe s’approche de son
asymptote sans jamais latteindre).

EXEMPLE 15 — La fonction f : x — 9;2%31 n’est pas définie pour z = 3.

En écrivant © =3+ h, on a Yy
3+h)?+1 _ h246h
f(3+h):(3+h)—3 = +6h+10:h+6+%

Quand on fait tendre x vers 3, soit h vers 0, h+6 tend vers 6, 157
mais % tend vers linfini. Il parait alors évident que f(3+h)

tend vers l'infini : ig% f(x) = £oo. 10
La droite d’équation x = 3 est une asymptote verticale a la ™
courbe représentative de f. Comme f est définie des deux T !

cotés de la valeur interdite x = 3, il y a deux limites :

+ la limite & gauche notée lim f(x) ou lim f(x) 3 10
= T
+ la limite & droite notée lim f(z) ou lim f(x)
z—3+ z—3 _ x?H1
>3 Y= "33
Ici,on a lim f(z)=—ocoet lim f(z)= +oo.
z—3~ z—3+1

-
PROPRIETE 2.4 (LIMITES DE REFERENCE EN 0) Chacune des fonctions suivantes a pour limite

Oen0: 2z, z— 22, x> 23, etc. (soit x +— =™ avec n € N*) et = > /.
n étant un entier non nul, les fonctions x — %n ont pour limite 400 en 0, excepté lorsque n est
impair, la limite & gauche de 0 est alors —oo.

DEMONSTRATION Pour ne pas trop nous répéter, nous laissons cette démonstration au lecteur.

Remarque :
Cela se voit sur la courbe et se note dans
. - N 1 . . .
La fonction inverse correspond & x — —; pour n = 1. | le tableau des variations de cette fonction.
n étant impair, on a lim % = —o00, ce que 'examen
z—0~
de la courbe laisse déja supposer.

On peut alors compléter le tableau de variation de
cette fonction, en y faisant figurer les limites en 0 et
aussi en Foo.

xr |—o0 0 —+00

0 —, +00
—00

8=

Pour z — x%, n = 2 étant pair, la propriété affirme

que les deux limites (& gauche et a droite de 0) sont
+00.

8
o
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1.c. Théoremes sur les Limites

Dans cette section, nous reprenons sans les démontrer les différents théorémes qui sont exposés dans
le chapitre sur les suites. Pour une suite, il ne s’agissait que de la limite éventuelle en 4oc0. Il faut ici
les transposer pour des limites éventuelles en —oo et aussi au voisinage d'un point a (& gauche ou a
droite, 1 ou la fonction n’est pas définie).

THEOREME 2.1 (CROISSANCE MAJOREE) Toute fonction croissante et majorée sur un intervalle
[a; +oo[ admet une limite finie [ en +o00 qui est le plus petit majorant de la fonction.
De méme, pour toute fonction décroissante et minorée : sa limite est le plus grand des minorants.

Remarques :
+ Exemples de transposition :
— Toute fonction décroissante et minorée, définie sur un intervalle de la forme [a; b[ admet
une limite & gauche finie [ en b qui est le plus grand des minorants.
— Toute fonction croissante et minorée, définie sur un intervalle de la forme | — oo; a] admet
une limite finie [ en —oo qui est le plus grand des minorants.
+ Une fonction f a une limite finie [ en 400 si xgrfoo f(xz) =1 =0. Dans ce cas la courbe €%

admet une asymptote horizontale & d’équation y = [ dans ce voisinage et on détermine la
position de € par rapport a ¢ en examinant le signe de cette limite.

( L. . . )
THEOREME 2.2 (COMPARAISON) Soient f et g deux fonctions.
Si, a partir d’un certain réel zg, ona f > getsi lim g(z) = 400, alors lim f(z) = +o0.
T——+00 r—r—+00
De méme, si a partir d'un réel zg, ona f < getsi lim g(z) = —oo, alors lim f(z) = —o0.
L T—>+00 T——+00 )

( N . . . . . . )
THEOREME 2.3 (ENCADREMENT) Soient f, g et h trois fonctions. Si, & partir d’un certain réel

< < 1 1 = 1 = i = i.

. xo,onag< f<hetsi xll)riloog(x) ngoo h(z) =, alors xll}riloof(m) l )

EXEMPLE 16 — La fonction f : x — @ est définie sur R*.

Déterminons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, soit en 0 et en +oo.
Lorsque > 0, on a 0 < 1 < 2z + 1 et, en ajoutant 22 > 0,
on obtient I'encadrement 2% < 1+ 2% < (1+)?. Visualisons ces limites sur la courbe.
Comme la fonction racine carrée est croissante, cela implique Y
que x < V1+22 <1+,
En divisant par z > 0, on obtient I’encadrement de f(x) 21

1< flz)<1+1

Comme lim 1+ % = 1, d’aprés le théoréeme 2.3, on peut Y= Vita? 1+
T—>+00 ¢ T

donc conclure que lim f(x) = 1.
r——+00

- - x
Au voisinage de 0+ (z tend vers 0 et = > 0), la majoration ; i 1 :
flz) <14 % ne permet pas de conclure. -1
Par contre, on peut remarquer que 1 < 1+ 22 et donc
L< ) 2

Comme lim %

z—0t
donc conclure que lim f(z) = +oo.
z—0t

= 400, d’aprés le théoréme 2.2, on peut

Complétons le tableau de variation.

Voila pour les deux bornes ouvertes positives de Z;. Pour T —00 0 +00
les deux autres, il suffit de remarquer que la fonction est

~/ —7)2 _
impaire. En effet, f(—z) = sz) = —7%'*'352 = —f(x). 7%"'12 L 0 oo | 1

Les limites seront donc « symétriques » par rapport & O :

Jlim f(z)=—coet lim f(z)
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THEOREME 2.4 (SOMME ET PRODUIT PAR UN REEL) Soient f une fonction qui tend vers +oo
et k£ un réel non nul.

+ La fonction (f + k) tend vers +o0 et, si k > 0, la fonction (kf) aussi

+ Si k <0, la fonction (kf) tend vers —oo

( . . .
THEOREME 2.5 (SOMME ET PRODUIT DE FONCTIONS) Soient f et g deux fonctions ayant une
limite, finie ou infinie. Les fonctions f+g et f X g, admettent ou non une limite selon les différents
cas exposés par les deux tableaux ci-dessous :

Fonction « somme » : (f + g) Fonction « produit » : (f x g)
li li
. m S +oo —00 . mf 2o |i=0 | 2o
lim g lim g
I [+ +00 —00 I'#0 Ix1l 0 +o0
+o0 +00 +00 : '=0 0 0 7
. J

( N . . . )
THEOREME 2.6 (QUOTIENT DE FONCTIONS) Soient f et g deux fonctions ayant une limite, finie
ou infinie. La fonction quotient 5 admet ou non une limite selon les différents cas exposés par le

tableau ci-dessous :

lim f
lim g 1#0 =0 +o00
' #0 v 0
I'=0 +o0 :
+oo 0 0 2
. .
Remarques :

+ Pour un produit ou un quotient, c’est la régle des signes qui détermine le signe des limites.
+ Les formes indéterminées (les cas hachurés ci-dessus) sont de quatre types :
+(c0 — o0), par exemple lim x —+vz2+1ou lim 2?2 +2+1

r—r+00 T—r—00

+(0 x 00), par exemple lim (e —1)(Inxz + 1) ou lim e%(2? + 1)
z—0+ T——00

2 .
— £2 par exemple lim Z2=2 oy lim SBZ
0’ p p r—17t Va—1 x—0
. x . 2
— £22 par exemple lim % ou lim mg"'}
o0 x—+oo x——o00 T

Une factorisation suivie d’une simplification suffit parfois a lever I'indétermination.

METHODE (FONCTION POLYNOME)
Pour une fonction polynéme de degré p : f : z — EZ:O apx®, la limite au voisinage de +oo est
celle du terme dominant (celui de plus haut degré) :

p
Z apz® = lim apx?
k=0

lim
r—Fo00

+ Au voisinage de 400 : si ap >0, lim f(z) =400 maissia, <0, lim f(z)= —o0.
T—+00 T—+00
+ Au voisinage de —oo, on doit tenir compte de la parité de p :
— Sia, >0et ppair, lim f(z)=+4o0,sia,>0etpimpair, lim f(z)= —o0.
T——00 T—>—00
— Siap <0 cest inverse : si p pair, lim f(z) = —o0;sipimpair, lim f(z)= 400).
T——00 T——00

La généralité énoncée s’étend aux fonctions polynomiales ayant des termes de degré négatif.
La fonction f définie par f(z) = —23 + 322 — 224+ 1 — % + 97727 par exemple, a un comportement
au voisinage de 400 qui est celui du terme de plus haut degré (de —z3 ici).
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EXEMPLE 17 — 2 Justifions la propriété sur les limites de polynémes par un exemple ol
I'indétermination est du type oo — oo : lim 22% —42? + 52 —6 = lim 23 <2 — % + 35— g).

T—+00 z—+oo z2 z3
Or,  —> + étant une fonction de référence de limite 0 en 400 : lim —2 = 0.
z z—+o00 T
De méme lim 2% =0et lim & =0.Onendéduit lim 2—2+4+ 35 — & =2
x—+o00 T z—+oo T T—>+00 r z

Finalement, d’aprés les théorémes sur les opérations avec les limites :

lim 3 (2 —445 %) = lim 223 = +00. Et de méme
T—+00 z z z T—+00
lim x3(2—é+%—%): lim 223 = —occ.
T——00 z z z T——00
Le méme procédé de factorisation du mondme de plus haut degré conduit toujours au méme

résultat : c’est lui qui détermine la limite du polynéme en +oo.

2 On peut aussi généraliser la détermination de la limite d’un quotient de deux polynémes en +oo (a
priori, elle est du type £52) : elle est égale & la limite du quotient des monomes de plus haut degreé.

3 4 5 6
223 —422452-6 _ 2 (2-3+ 5 -5)

lim = lim
a—too  T—3w4T z—+oo w2 (1—%+wl2)
. : 4, 5 6 _ ; _ 34 7 _
Comme précédemment IEI—IT—IOO 2—-2+ 32— 3=2et :EEI—IT-IOO 1-2+45=1
. .oa3(2-44 55 . 3 .
On en déduit que lim W = lim 2% = lim 2z = +oo.
T—+o0 T (1—;+§) z—+oo T T—+00

A propos de cette fonction, montrons que sa courbe admet une asymptote oblique.

: derire 17 ‘o 223 —42?450—6 _cxtd
Montrons qu’on peut écrire I’'expression 2 _szy7 . SOUS .la forme ax + b+ s o
En mettant la 2° expression au méme dénominateur, on doit
AVOLr 2283 422452—6 _ ax3+(b—3a)z?+(c+7a—3b)x+Tb+d
T x2-3x+7 - z2—32+7
a =2 a=2
Par identification des coefficients des monémes de méme degré, on doit avoir b;ia :; B b= 5
c a — = c=—
h+d=—6 d=—-20
s . 2034224 55—6 _3z420
Conclusion : g = 2+ 2 o .
Comme lim 2220 — lim 32 = lim 2 =0T,
z—+oo0 T—=3T+T7 z—+oo T z—+oo T
L. . 3_ 4.2 _ . s _
onen déduit lim 242520 (9549) = lim =3 =0". :
r—+4oo T T3TH z—+oo T
A : 2234224526 _ 1 =3 _ o+t 10
De méme gcgr}oo P 2z +2) = xggloo = =0".

La droite d’équation y = 2z + 2 est donc asymptote & la :
courbe de la fonction z +—— %ﬁ?‘ﬁ au voisinage de
I'infini ; la courbe est au dessous de son asymptote au voisi-
nage de 400 et, méme si ca ne se voit pas sur I'illustration,

au dessus au voisinage de —oo.

2 Montrons un autre procédé pour lever une indétermination sur les limites avec des racines carrées.
Comme souvent avec les racines carrées, on utilise la quantité conjuguée.
Cherchons la limite de z — z — Va2 + 1 en +oo (elle est du type co — 00).

. . —Vz?2+1)(z+Vz2+1) . 22 —(z241) —1
lim = — V22 = lim (—veit = lim —F~—= = lim —F——.
T—+00 + T—+00 z+V22+1 z+oo THVal+l z+oo T+VaZ+1

Ainsi transformée, ’expression a perdu son indétermination : comme lim z + V22 +1 = 400,
T—>+00

on en déduit que ll)r_{l x— V22 +1=0" (le signe de la limite peut étre utile).
x o0

2 Un dernier exemple de levée d’indétermination sur les limites avec une fonction exponentielle.
Cherchons la limite de z — % en +o00 (elle est du type +22).
Etudions les variations de la fonction f définie par f(z) = e — % On a f'(z) =e" —x.
On sait que Vo € R, e” > x 4+ 1 > x (par I’étude de la fonction x — e* — 2 — 1).
On en déduit que Vo € R,e” —x > 0 <= f'(x) > 0; f est strictement croissante sur R.
Ainsi,:c>0:>f(x)>f(0)<:>e$—§z>e°—§<:>e$—%2>1<:>ex>%+1>§.
En divisant par x > 0 on obtient Vo > 0,<- > 7.

o

Comme lim g —+00 d’aprés le théoréme de comparaison, on en déduit lim % = —+00.
2 ) p p )
T—+00 x—+oo
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-
PROPRIETE 2.5 (FONCTION COMPOSEE) Soient a, [ et I’ des nombres finis ou infinis,
soit f une fonction définie sur un intervalle semi-ouvert I =]a,b] ou [b, af et
soit g une fonction définie sur un intervalle J = f(I).

. - . _, . o
Si %I_I{(llf(aj) =1l et si ilinlg(:c) = [" alors lim go flz)=1.
\

DEMONSTRATION Nous admettrons cette propriété qui admet de nombreuses situations
(a, I et I pouvant étre finis ou infinis)

Remarques :
+ J’ai déja implicitement employé cette propriété :
Pour la 3¢ limite du précédent exemple (la limite de x — x — v/22 + 1) j’ai affirmé sans
preuve que mll)rfoo Vx? +1 = 400 mais il s’agit de la limite d’une fonction composée g o f avec

la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) = 2% + 1 telle que Erﬁ f(x) = +oo et la fonction g
deéfinie sur [0, +oo] par g(z) = /z telle que EIJIrl g(z) = +o0.

La propriété énoncée nous permet alors de conclure : lirf go f(x) =+
T—>+00

(dans ce cas,on aa =1=1 = +00)

+ Cette propriété peut servir a déterminer la limite d’une suite (v,) définie par la relation
vp, = f(up) ol (uy,) est une suite de limite [ € R U {—o00, 400} et f une fonction telle que
}:iinl f(z) =1 € RU{—00,+00}. Dans ces conditions, la suite (v,) admet pour limite /’.

EXEMPLE 18 — Etudions le comportement asymptotique de la suite (v,) définie par v, = nsin (1)

n
. 1 .
Sin (g) . SIN Uy,
et on reconnait que v, =

On écrit v, = = f(uy) avec u, = % défini pour n € N* et f

1
n n

la fonction définie par f(z) = iy

Les termes u,, appartiennent tous a Uintervalle ]0, 1] et la fonction f est définie sur cet intervalle.

sinzx

Nous I’avons déterminée en classe de 1™ et nous le rappelons : lim =1.

z—0 X
On peut comprendre cela si on admet que sin’(z) = cos(z) car cette limite équivaut au nombre dérivé
) . . sinh —sin0 .
en 0 de la fonction sinus : lim ————— = sin’(0) = cos0 = 1.
h—0 h—0

Comme Jim u, = lim 5 =0 et ili)r(l) f(z) =1, on en déduit que Jim v, = Tim flun) = 1.

2.a. Continuité

DEFINITION 2.5 (CONTINUITE EN UN POINT) Une fonction f, définie sur un intervalle I est
continue en un réel o € I si et seulement si : lim f () = f(z0)-
T—x0

Remarques :

On définit la continuité & droite en g € I si la fonction f vérifie :

lim f(z) = f(a) (on note aussi cela lim f(z) = f(a)).

750 rovat

De méme, on définit la continuité & gauche en xg € I si la fonction f vérifie :

lim f(x) = f(b) (on note aussi cela lim f(z)= f(a)).

m%g z—a~

<

Ainsi, la continuité en xg € I est la conjonction d’une continuité & droite et & gauche en zg.
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Inversement, si une fonction est définie en un point z¢ € I mais si elle n’est pas continue d’'un coté (a
droite ou & gauche), alors elle n’est pas continue en z. Dans ce cas, lorsqu’on trace la courbe de cette
fonction, on doit lever le stylo en passant par la valeur xg. Ci-dessous, j’ai tracé trois fonctions

discontinues en tous points entiers de R. Elles sont obtenues & partir de la fonction floor — la fonction

« plancher« : z —— |z|) — discontinue a gauche car ¥n € N, xl_l)I:Lli |z] =n —1 alors que |n| =n.

BEEEE s8assli

La fonction x-floor(x) 1 La fonction x*xfloor(x)

La fonction floor(x)

La discontinuité est parfois représentée par un procédé graphique tel
que celui ci-contre mais les traceurs de courbe (logiciels, calculatrices,
etc.) n’entrent généralement pas dans ces considérations (ci-dessus

[0 T

tracés avec Geogebra).

,
PROPRIETE 2.6 Soit I un intervalle ot la fonction f est définie et soit xg € 1.
f est continue en xg si et seulement si I'une des propositions suivantes est vraie :

+ lim f(zo + h) = f(zo)
+ VA>0,3e>0,Vx € I,|z —xo| < e = |f(z) — f(zo)| < A

DEMONSTRATION La premiére proposition traduit simplement la définition d’une fonction continue
en xg en posant x = xg + h et en faisant tendre h vers 0 on fait tendre x vers xg.

La seconde traduit la définition 2.3 : une fonction f admet une limite [ en zg si et seulement si
VA >0, Je>0,|z —zg| <e=|f(z) -1 < A
On voit qu’il suffit ici de remplacer | par f(zg) qui existe puisque la fonction est définie en zg.

-

DEFINITION 2.6 (CONTINUITE SUR UN INTERVALLE) Soient / un intervalle et f une fonction
définie sur I. f est continue sur [ si et seulement si elle est continue en tous points xg € I.

\

La fonction x — |z | est continue sur [n,n + 1] pour tout entier n € N et discontinue sur R.

( N
PROPRIETE 2.7 (FONCTIONS DE REFERENCE) Les fonctions de référence suivantes sont conti-

nues sur leur ensemble de définition :
+ Continues sur R : les fonctions polynémes, la fonction exponentielle, les fonctions sinus et
cosinus, la fonction valeur absolue
+ Continue sur R™ : la fonction racine carrée
Toute fonction obtenue par opérations ou composition avec les fonctions de référence est continue
| sur tout intervalle I ol elle est définie.

DEMONSTRATION Cette propriété est admise.
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Remarques :

+ La fonction z — ;’zﬂ est définie sur R\{—1,1}. Sur chacun des intervalles ou elle est définie
(] — o0, —1[,] — 1,1] et |1, +o0[) cette fonction est continue car c’est le quotient de deux
fonctions continues z — €% 4+ 1 et x — 22 — 1. D’une facon générale une fonction rationnelle
(quotient de deux polynémes) est continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de
définition.

+ La question de la continuité sur un intervalle est ramenée & la continuité en un point pour des
fonctions définies par morceaux, chacun étant continus d’aprés la propriété 2.7.

. ) 1-22 siz>2
Exemple : la fonction f est définie par 9 .
T -4 six<?2

Cette fonction est continue sur | — oo, 2[ car elle y est définie par composition et somme de
fonctions continues sur R; f est aussi continue sur [2, +o00[ car c’est alors une fonction affine,

continue sur R.

Pour montrer que f est continue sur R, il faut montrer la continuité & gauche en 2 :

lim f(r)= lim e 2-4=e"-4=-3.0r f(2)=1-2x2=-3.

T—27 r—27

Donc lim f(z) = f(2) : la fonction f est continue a gauche et par conséquent continue sur R.
T—27

Un graphique peut le confirmer mais il ne peut pas le prouver.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

PROPRIETE 2.8 (FONCTION DERIVABLE) Soient I un intervalle ouvert et f une fonction.
Si la fonction f est dérivable sur I alors elle est continue sur I.

DEMONSTRATION Si la fonction est dérivable en un point xg € I, cela signifie que :

f(zo+h) = f(xo) + hf'(x0) + hep(h) ot ¢ est une fonction de limite 0 en 0 (voir le cours de 17¢).

On en déduit lim f(xo+ h) = lim f(zo) + lim hf'(xo) + lim he(h) = f(zo) ce qui est, d’aprés la
h—0 h—0 h—0 h—0

propriété 2.6, une caractéristique de la continuité en xg.

Remarques :

+ Cette déduction se fait sur un intervalle ouvert I car il peut se trouver qu’une fonction ne soit
pas dérivable aux bornes d’un intervalle fermé ou elle est définie. La fonction z — /2 par
exemple est définie et continue sur [0, 4o00[ alors qu’elle n’est dérivable que sur |0, +oo[. En

vh—v0 _ 1

effet, lim = lim —= = 400, sa dérivée en 0 n’est pas définie.
" hsot 0 h—0+ Vh oo, P

+ Une fonction continue sur un intervalle ouvert I n’est pas forcément dérivable en tous points :
il suffit de considérer la fonction x — |z| qui est continue sur R mais pas dérivable en 0 car
lim |z|'= lim (—z) = —1 alors que lim |z|'= lim (z)' =1.
x—0~ x—0~ xz—0t z—0~

Et que penser de cette fonction dont l'expression est 2|z — |x| — |7
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e \
PROPRIETE 2.9 (SUITES) Soient I un intervalle ouvert, f une fonction définie sur I et (u,) une

suite telle que Vn, u, € I. Si f est continue sur [ et si lirf uy, =1l avecl € I, alors :
n——+00

+ La suite (v,) définie par la relation v, = f(u,,) converge vers f(l).
+ La suite (u,) définie par une valeur initiale et la relation u,+1 = f(u,) converge vers une
des solutions de I'équation [ = f(I).

DEMONSTRATION ™ Pour la suite (v,) définie par v, = f(uy) :
Comme lim wu, =1 et comme f est continue en [ € I, d’aprés la propriété 2.5 on a

n——+o0o
it = i S () = 1)

w Pour la suite (u,) définie par u,4+1 = f(uy) et une valeur initiale, par exemple uy :
D’apreés la propriété précédente, comme lim wu, =1, on a lirf fluy) = f(0).
n——+0oo

n—+oo
La suite (un4+1) est une suite dont tous les termes sont identiques a ceux de la suite (uy,), excepté le
terme ug qui manque a la suite (u,41), on peut donc affirmer que  lim  w,y1 = lim uy =1.
n+1—-+oo N——+o0

La propriété 2.3 d’unicité de la limite permet de conclure : f(I) = .

Remarques :

+ Donnons un exemple d’application de la 1™ propriété : la suite (u,) définie par
— oltgtitotam

Uy, est une suite du type u, = e’ ol v, est la somme des n + 1 premiers
termes d’une suite géométrique de raison % et de premier terme 1; on en déduit que
-t . . _ .
Uy, = 12”1+ - la suite (v,) converge vers [ = lim v, = 7% = 2; comme la fonction z — e*
—3 n—-+o00 b

est continue sur R, on en déduit que (u,) converge vers e/ = €2,

+ Dans les conditions de la 2¢ propriété, la suite (uy,) définie par up4+1 = f(uy) converge vers une
des solutions de 'équation f(z) = z (il peut y avoir plusieurs solutions mais il ne peut y avoir
qu’une seule limite). La réciproque est fausse : le fait qu'il existe une solution a ’équation
f(x) = = ne signifie pas que la suite (u,) converge.

EXEMPLE 19 (SUITE LOGISTIQUE) — On considére une suite (z,,) définie par la relation de
récurrence Tpn4+1 = uZn(l — ), xo € [0;1] ot p est un parameétre qui appartient a lintervalle [0;4].
Je choisis = 0,8 et 9 = 0,8 et trace la courbe d’équation y = 0,8z(1 — x).

On constate que la suite (x,,) est décroissante et semble converger vers 0.

Y=

y=0,8z(1—2)

0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05 0.55 06 0.65 07 0.75 08 0.85 0.9 0.95 1
Up

005 01
Us Uy U U uy

Si la suite converge vers une limite [, celle-ci est solution de ’équation = = pz(1 — x) qui a pour

solution évidente z = 0, 'autre étant la solution de 1 = pu(1 — ) <=z =1— i

Ainsi, les deux valeurs potentielles pour la limite de cette suite sont 0 et 1 — % (ici 1 — 0—18 = —0,25).

Montrons que, lorsque 0 < p < 1, la suite converge.

Montrons par récurrence que les termes de la suite (x,,) sont tous compris entre 0 et 1 :
En effet, on a zy € [0;1]. Supposons que 0 < z,, < 1 et montrons que 0 < zp41 < 1
1<, <0=0<1-2, <1 =0< pzy,(1 —zp) < pz, < p<1=0< x4 < L

Tn

Si @, #0ona “25 = p(l —xy,) et comme 0 < p(l —x,) < p < 1 on en déduit que 0 < == < 1.

xT
La suite (z,,) est donc décroissante et minorée par 0. Sa limite est donc supérieure ou égale a 0.
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L’autre limite potentielle étant négative (0 < p <1 = % >1=1- % < 0) sa limite est 0.

Ci-dessous j’ai représenté le cas p = 2,9 avec zg = 0,2 donc lorsque 41 = 2,92, (1 — x,).

La suite semble s’approcher alternativement de la 2° limite potentielle qui est ici 1 — zig = % ~ 0,655.

08
y=29z(1—2)
0.6 : ®4

0.4
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2.b. Théoreme des Valeurs Intermédiaires (TVI)

( . p . . . .
THEOREME 2.7 (VALEURS INTERMEDIAIRES) Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Pour tout réel A entre f(a) et f(b) il existe au moins une valeur « € [a, b] telle que f(a) = A.

DEMONSTRATION Dans le cas f(a) = A (respect. f(b) = A), on en déduit que o = a (resp. a = b).
Dans les autres cas, supposons que 1'on ait f(a) < A < f(b) (méme raisonnement si f(b) < A\ < f(a)).
Ecrivons cela f(a) — A < 0 < f(b) — \; en définissant g : z — f(x) — ), cela s’écrit g(a) < 0 < g(b).
g(a) < 0 et g(b) > 0, autrement dit g(a) x g(b) < 0.
Notons ag = a et by = b ces premiéres valeurs de deux suites (a,) et (b,) que 'on va construire.
Prenons ¢ = w et calculons g(c) :

+ Si g(c) =0 on a trouvé la valeur o = ¢ cherchée et on s’arréte (sinon on continue)

+ Si g(c) > 0 on donne a b; la valeur de ¢ (a; conserve la valeur ag)

+ Si g(e) < 0 on donne a a; la valeur de ¢ (by conserve la valeur by)
Dans les deux premiers cas, le nouvel intervalle [a1, b1] a une amplitude moitié de U'intervalle [ag, bo] :

by —a; = bogao. De plus, on remarque que ag < aj et by > by. Ce choix implique g(aj) < 0 et
g(b1) >0, on a donc g(a1) x g(b1) < 0 et on se retrouve dans la situation initiale.
Selon le signe de g(alQLbl) on détermine l'intervalle [ag, ba] tel que by — ay = bl_T‘“ = bojfao avec
ap < ap < ag, bp = by = be, glag) < 0 et g(be) > 0, puis on détermine [as, b3, a4, ba], etc. [an, by] tels
que b, —a, = 1’02_7,1“0 avec ag < a1 < -+ < ap et bg = by = -+ > by, autrement dit (a,) et (b,) sont
deux suites adjacentes qui convergent vers une méme limite car (a,) est croissante, (b,) décroissante
et, comme lim b, —a, = lim 602_,1“0 = 0 on en déduit que lim a, = lim b,.

n—-+o0o n—-+4o0o n—-+4o0o n—-+40o

Pour tout n, g(a,) < 0 et g(b,) > 0, cette limite commune notée « vérifie g(a) =0 <= f(a) = .

Remarques :

+ La démonstration de ce théoréme est constructive : elle fournit un procédé de calcul — appelé
« algorithme de dichotomie » — qui détermine une valeur approchée d’un antécédent de
léquation f(z) = A a la précision souhaitée. Le programme Python ci-dessous traduit cet
algorithme et I’applique & la fonction f : x — —23 — 222 4 3z + 5 représentée sur
Uillustration pour A = 4 et [a,b] = [~3,2; 1, 32] & la précision 107°.

+ Dans les conditions de cette proposition, la solution de I’équation f(x) = A n’est pas
forcément unique. La figure ci-dessous montre un cas ot il y a 3 solutions dans l'intervalle
[a,b]. On constate, en observant ce graphique que I’algorithme de dichotomie aboutira a la
solution la plus petite (environ —2,9) car dans cette situation, comme f(a) > X et f(%2) < A,

on aura a < o < % (les deux autres solutions sont supérieures a “£2).
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def £(=x):
return —X*F3-2%x*F2+3%x+5

def dichomie(a,b,k,p):
while b-a>p :
c=(a+h) /2
if (£(a)-k)*(f(c)-k)<=0:
kb=c
a=c
return (a,b)

H print (dichomie (-3.2,1.32,4,10**-58))

- 2
b
| (-2.9122201789203896, -2.9122291783041923) |

( N
PROPRIETE 2.10 (INTERVALLE IMAGE) Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

+ f(I) — ensemble image de I — est un intervalle.

+ Si I est un intervalle fermé alors f(I) est l'intervalle fermé [min, max] ot min et max sont
le minimum et le maximum de f sur I.

+ Si I = [a,b] est un intervalle fermé et si f est monotone alors f([) est fermé.

(f(I) =[f(a), f(b)] si f croissante ou [f(b), f(a)] si f décroissante)

DEMONSTRATION Cette propriété est la conséquence directe du TVI; en voici des illustrations.
Dans la figure de droite, la fonction n’est pas continue et I’ensemble image n’est pas un intervalle.

¢ max

max 2

fla,b)=1m/,/(b)] 1(b)

T SN .

fa) J@ T

-2 -1 0 1 2 0 1 2 b3

b
fla,b))y=[min,max] Ala,b=Ra) Ab)]

( I . . . . .
THEOREME 2.8 (BIJECTION) Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un inter-
L valle [a, b]. Pour tout réel A entre f(a) et f(b) il existe un unique réel « € [a, b] tel que f(a) = .

DEMONSTRATION D’apres le TVI, comme f est continue, il existe au moins une valeur « € [a, b] telle
que f(a) = A. Pour montrer que cette valeur est unique, supposons que f est strictement croissante :
+ Vo € [a,b], ©<a= f(z) < f(a) = \; Péquation f(x) = A n’a pas de solution sur [a, af.
+ Vx € [a,b], ©>a= f(x) > f(a) = \; 'équation f(z) = A n’a pas de solution sur |«, b].
Le méme raisonnement conduit a 'unicité dans le cas ol f est strictement décroissante.

Remarques :
+ Si f est strictement croissante (respect. décroissante) alors VA € [f(a), f(b)] (resp.
[f(b), f(a)]), 'équation f(x) = X\ admet une solution unique dans [a, b].
Pour prouver lexistence et 'unicité d’une solution & une équation f(x) = A dans un intervalle
[a, b], il faut donc :
— Prouver la continuité de f sur [a,b]
— Prouver la stricte monotonie de f sur [a,b] (notamment par I’étude du signe de f')
— Calculer f(a) et f(b) puis montrer que f(a) < A < f(b) ou f(b) <A< f(a)
— Conclure en rappelant ou en citant le théoréme de la bijection.

+ On appelle cette propriété, le théoréme de la bijection car f réalise alors une bijection de [
(ensemble de départ) sur J = f(I) (I'ensemble d’arrivée). Pour quune fonction soit une
bijection de I sur J il faut et il suffit que tout élément de J ait une unique antécédent dans I,
ce qu’assure ce théoréme. Noter qu’on peut décliner cette propriété sur un intervalle ouvert
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la, b ou semi-ouvert |a, b] ou [a, b]. Exemples de bijections (toutes les fonctions strictement
monotones sur un intervalle) : z — 1 sur ]0, +oo, z — /7 sur [0, +00[, z — € sur
] — 00, +o0[, & —> x? sur [—00,0], z — sinz sur [5F, 5], etc.

EXEMPLE 20 — Montrons que ’équation cosx = = a une solution unique dans [0, 7].
Pour cela définissons la fonction f: z —— cosx — z.
La question revient a prouver que l’équation f(z) = 0 a une unique solution dans [0, 7.

+ f est continue sur [0, 7] comme somme de fonctions continues sur [0, 7]

+ fl(x) =sinx — 1 or Vz € [0,7], sinz <1 <= sinz — 1 < 0 avec égalité seulement pour z = 7
donc f est strictement décroissante sur [0, 7] .

+ fO)=1—-0=1et f(mr) = —1—7~ —4,14 < 0; on en déduit f(7) <0 < f(0)

+ Comme f est une fonction continue et strictement décroissante sur l'intervalle [0, 7], elle
deéfinit une bijection entre [0, 7] et [f(7), f(0)] et comme, de plus, 0 € [f(7), f(0)], il existe un
unique réel « € [0, 7] tel que f(a) = 0.

On peut déterminer une valeur approchée de « en utilisant notre programme « dichotomie »

math cos,pi
fix):
cos (X)-x

cos(x) — &

dichomie (a,b,k,p):
b-a>p :
c=(at+h)/2
(£(a)-k)* (f(c)-k)<=0:
b=c

a=c
(a,b) _

print (dichomie (0,pi, 0,10%%-9})

(0.739085132833829, 0.739085133565288)

[ PROPRIETE 2.11 (RECIPROQUE) Soient ¥ et 2’ deux parties de R et f une fonction définie sur )
2 a valeurs dans 2’. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
+ [ est une bijection de 2 vers &’
+ f admet une bijection réciproque, notée f~1, définie sur &’ & valeurs dans Z, c’est-a-dire
L que Vy € 2', Ao € 9, y = f(x); cet antécédent unique de y est z = f~1(y). )
Remarques :

+ 11 est parfois simple de déterminer ’expression de la fonction réciproque.

— x> % de ]0, +o00] vers 0, +oo[ est sa propre réciproque car y = % =1

— 2+ /x de [0, +oo| vers [0, +oo[ a pour réciproque z — x2 car y = /T :yx =y
— 1z +—— 22 définie sur R* a pour réciproque x — /r mais x — —/z définie sur R~
— x+— sinz de [, 2] vers [—1,1] a pour réciproque = — sin™ ! z, aussi noté asinz
— x+——azx + b de R vers R a pour réciproque = —> xT_b cary:aa:jtb(:)x:yT*b
+ La fonction exponentielle 2 — e® définie une bijection de R vers ]0, +o0[.
Elle admet donc une bijection réciproque
de |0, 4+o00[ vers R : cette nouvelle fonction
est appelée « logarithme népérien » et no-
téelnetonay=e" <= z=Iny.
La courbe représentative de la fonction
In est symétrique de celle de la fonction
exp. Le point de coordonnées (0,1) étant
Sur Gexp, (1,0) est sur €1, (ce qui signifie
In1l = 0). De méme, le point (1,e) étant -
SUr Gexp, (€,1) est sur éi, (ce qui signifie
Ine=1).
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3.a. Dérivabilité

3.a.1. Nombre dérivé (rappel)

4 D
DEFINITION 2.7 (NOMBRE DERIVE) Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le
réel xg. On dit que f est dérivable en zq si le taux d’accroissement de la fonction au voisinage de
xo admet une limite finie. Cette limite est appelée nombre dérivé de f en zq et notée f'(xg).

f(@) = f(wo) _ lim f(zo+h) — f(z0)

/ a
= |
f (.To) 13520 T — Xo h—0 h
. J
Exemple :
Yy
La fonction f : x + 22, est dérivable en zg et on a f'(xg) = 2x¢ car
o f@)=f(xo) _ i (oth)’—(z0)® _ pio 2w0hth? s _ 4
Sy, FEIL i ot St i 2+ 1= 22
2z est la pente de la tangente a la courbe € au point Mo(xo, f(xo). 3T
Cette tangente est une droite d’équation :
y = f'(z0)(x — z0) + f(m0) = 220(x — 70) + 2% = 2207 — 22 2;
Cette équation fournit ’approximation affine 2% ~ 2zgr — 2 y= -i M
T 0
Pour x¢ = 1, cette tangente a pour équation y = 2z — 1 2%
et pour x proche de 1, 22 est proche de 2z — 1 ‘1 é -
(1,12=1,21et2x 1,1 -1=1,2).

PROPRIETE 2.12 (INTERPRETATIONS) Soit f une fonction dérivable en zg € I, un intervalle.

Graphique | La tangente en zg & la courbe € a pour pente f’(zo)

I’équation de cette tangente est y = f/(zo)(x — zo) + f(z0)

Cinématique | f(xg) étant la distance parcourue en xy secondes par un objet en mouvement,

la vitesse instantanée de cet objet a cet instant est v(zg) = f'(zo)
o(h) = w — f/(x0) est une expression de limite nulle en 0.
Ainsi f(xo+ h) = f(zo) + hf'(zo) + he(h) est le développement limité a Uordre 1 de f en xo,

f(zo) + hf'(zo) est une valeur approchée de f(zo + h) dont |he(h)| en est Perreur commise.
\ J

Remarques :

+ Si f'(xg) = 0 alors la tangente en x est horizontale. Dans ce cas et dans ce cas seulement, la
fonction peut admettre un optimum (maximum ou minimum) : il suffit qu’il y ait un
changement du signe de f’ en xq (voir plus loin).

+ Quand on lache un objet sur Terre, la distance parcourue dans sa chute en t secondes est
ft) = %th m, ol g ~9,81m.s~2 est accélération de la pesanteur. La vitesse instantanée de

cet objet aprés une chute de ¢ secondes est }llirr(l) w = }llirr(l) gt + % dou v(t) = f'(t) = gt
— —

+ La reconnaissance du nombre dérivé de f en xg peut s’opérer directement : en reconnaissant
dans le développement de f(xg + h), la forme f(z¢) + ha + he(h) ou ¢ est une fonction telle
que flLiI% w(h) =0, on a alors f'(zg) = a.

%
Pour la fonction cube f: z + 23, on a f(xg + h) = (20 + h)3 = 23 + 3ha3 + 3h%x + h3.
On reconnait la forme f(z¢) + ha dans 3 + 3ha3 avec o = 323 et ho(h) = 3h%xo + h? car
}Lirrb o(h) = }lLiH(l) 3hxo + h? = 0. Le nombre dérivé de f en xg est donc a = f/(xg) = 323.
— —
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3.a.2. Fonction dérivée

e “
DEFINITION 2.8 (DERIVABILITE) Pour qu’une fonction f définie en z¢ € I soit dérivable en zg
=> si xp n’est pas une borne de I, il faut et il suffit qu’elle soit :

+ Dérivable & droite : f est définie pour = > x¢ et xli_)rgo %ﬁ;éxo) = fi(z0) est un réel fini.

xr>x0
+ Dérivable a gauche : f est définie pour z < xg et len%O %ﬁémo) = f;(xo) est un réel fini.

<z
+ La dérivée a gauche f,(xo) et la dérivée a droite fy(zo) doivent étre égales.
=> si x¢ est la borne inférieure (respect. supérieure) de I, il faut et il suffit qu’elle soit dérivable a

droite (resp. a gauche) c’est-a-dire fj(zo) (resp. fy(zo)) est fini.
\ J

Remarques :
+ La fonction fonction valeur absolue x — |z| n’est pas dérivable en 0 car

15(0) = il_}l% |;E—| = ill)%% = 1 alors que f,(0) = igrz)‘i—l = lim =% = —1 et donc f}(0) # f;(0).

z—0
>0 >0 <0 <0
La fonction racine carrée  — /z n’est pas dérivable en 0 car lim YT — Jim = 400
m—>(()) z x—)(()) f
r> x>

+ Si 29 est la borne inférieure (respect. supérieure) de I et si fj(zo) (resp. fy(zo)) existe, alors
on limite la tangente a la demi-droite d’origine (xq, f(xo) dont les points ont une abscisse
x > xq (resp. x < xg); on parle alors de demi-tangente & droite (resp. & gauche).
Ainsi, la fonction valeur absolue admet une demi-tangente verticale.

-
PROPRIETE 2.13 (CONTINUITE) Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f est dérivable en zo € I alors f est continue en xg et si f est dérivable en tous points de [
alors f est continue sur I.

\

DEMONSTRATION Si f est dérivable en zg, son développement limité d’ordre 1 en xg est

Flwo +h) = (o) + hf(z0) + hip(h) avec Jim (k) = 0.

On en déduit }llin% flzo+h) = }llin% f(x0) + hf'(z0) + he(h) = f(xo) soit f est continue en xg.
— —

Par extension, si f est dérivable en tous points de I alors f est continue en tous points de I.

-
DEFINITION 2.9 (FoNCTION DERIVEE) Une fonction f est dérivable sur un intervalle I si elle
’est en tous points de I et la fonction f': x — f/'(z) — la dérivée de f — est définie sur I.

On a vu que la fonction cube x — 22 est dérivable en tous points 29 € R et on a f’(xq) = 3z3.
Par conséquent la fonction z +— 322 est la dérivée de la fonction cube. Cette fonction est définie sur R.

( )
PROPRIETE 2.14 (DERIVEES DES FONCTIONS USUELLES) Les fonctions suivantes sont dérivables

sur tout ou partie de leur ensemble de définition.
+ Fonction constante : si f(x) =k alors f'(z) =
+ Fonction puissance : si Vn € N*, f(z) = 2" alors f'(z) = na" !
+ Fonction inverse : si Vo # 0, f(z) =1 alors Vz #0, f/(z)= i
+ Fonction racine carrée : si Vo > 0, f(z)= /x alors Va > 0, f’(m) V
(z) =

/

+

Fonctions trlgonometrlques Vz >0, cos'(z) = —sm( ) et sin
Vk € Z, Vx €] — § +km; 5 + kx|, tan'(z ):m—l—i—tan (x
+ Fonction exponentielle : Vo € R, (e*) = e®
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DEMONSTRATION ™ Pour k € R et f(x) =k on a w =tk =0 dou f'(z) =

(z+h)"—z™ _ (z"+nhz" 1 +he(h))—
5 =

2 = pan! 4 o(h).

n—1

w Pour n € N* et f(z) = 2" on a T
Comme dans tous les termes de ¢(h) il y a h, on a }llin% o(h) =0dou f'(z) = nx
—>

1 z—(z+h)

1
Tth T _ _a@th) —h 1
w Pour z # 0 et f( )= g onaHt = ZEL — reEun A e R

Comme lim

lim — 2=y = ;2 on a, pour tout x # 0, f'(z) = —

i — \/ﬁ \/> \/mT \F h = 1
» Pour x > 0 et f(z) =+/z on a h(Vathivz)  h(Vathivz)  Yathiva'

1 1oy — 1
Comme}lg%erf NG ona,pourtoutx>0 fl(z) = NG
m Comme on ’observe sur la courbe de la fonction sinus,
la tangente en O est la droite d’équation y = x, de pente 1. y=coszg Y
En s’appuyant sur cette observation, posons que sin’(0) = 1.
Ainsi sin(0 + h) = sin(0) + sin’(0)h + he(h), ; f
soit sin(h) = h(1 + ¢(h)) avec }lbin% w(h) = 0. -1 .
—
Utilisons alors la formule de duplication pour exprimer cos(h) : = sinal 4

cos(h) = 1—2sin?(2) = 122 (14 o(2))2 = 14 hyp(h) on lim ¢(h) = 0
—
On en déduit que cos est dérivable en 0 et que cos’'(0) = 0 (la tangente est horizontale en (0, 1))
En remplacant sin(h) et cos(h) par leurs développements limités d’ordre 1 en 0 dans les formules
d’addition (sin(x 4+ h) = sin(z) cos(h) + sin(h) cos(x) et cos(x + h) = cos(x) cos(h) — sin(h) sin(x)),
sin(x + h) = sin(z)(1 4+ hp(h)) + h(1 + @(h)) cos(x) = sin(x) + hcos(x) + hé(h)
cos(z + h) = cos(z)(1 + hyp(h)) — sin ( V(1 + ¢(h)) = cos(x) — hsin(z) + hp(h)

on obtient {
avec lirrb O(h) =0 et lim p(h) = 0 d’ou sin’(z) = cos(z) et cos'(x) = —sin(z).
E

Pour tan appliquons la formule de la dérivée d’un quotient (voir plus loin

Comme tan(x) = zg;((i)) on a tan’(x) = (sin)’ (Cosc)osgsm)(cos) = C°S2(Cf))sj(5;r)‘ (@) _ COS% Ok
On a aussi tan’(z) = Coszgi)si(si?Q(x) = Eg:igg + 22;2((3 =1+ jjj;i((”;)) =1+ tan?(x)

w Pour la fonction exponentielle, la propriété traduit la définition de cette fonction.

-
PROPRIETE 2.15 (OPERATIONS (1)) Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Dérivée d’une somme : la fonction f+ g est dérivable sur I et Vo € I, (f+g)'(z) = f'(x)+ 4/ (x).

Produit par un réel : VA € R la fonction Af est dérivable sur I et Vo € I, (Af)'(z) = Af'(x).
\

DEMONSTRATION ™ f et g étant dérivables en x € I on a f(x + h) = f(z) + hf'(x) + he(h) et
g(x+h) = g(z) + hg'(z) + hip(h) avec }llir% o(h) =0 et }llin% 1 (h) = 0. Par conséquent
— —

(f +9)(x+h) = (f + 9)(x) + h[f'(x) + ¢'(x)] + hO(h) on O est définie par O(h) = @(h) + 1 (h).
Cette fonction est telle que }Lir% 6(h) = 0, d’ott la conclusion.
—
w f étant dérivable en z € I on a f(z + h) = f(x) + hf'(x) + hp(h) avec }Lir% o(h) =0.
—

Par conséquent Af(z + h) = Af(x) + h[Af'(z)] + hep(h) ou ¢ est définie par (h) = Ap(h).
Cette fonction est telle que }Lin’%) ¥(h) =0, d’ou la conclusion.
—

Conséquence : Une fonction polynome de degré n est dérivable sur R

Sifrx—=37, apx® avec a, # 0 alors f/: x — )y apkak— Zk o akac ot aj, = (k+ 1)ag41.
Le monome de plus haut degré étant a/,_; = a,z"" !, la dérivée de f est un polynome de degré n — 1.
Par exemple, si f(x) = bz* — 62 + 722 — 8z + 9 alors f/(z) = 202% — 1822 + 14z — 8.
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-
PROPRIETE 2.16 (OPERATIONS (2)) Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Dérivée d'un produit : la fonction h = f x g est dérivable sur T et b = f' x g+ f x ¢

Dérivée d’un quotient : la fonction h = est dérivable sur {x € I, g(z) # 0} et b/ = %
\

DEMONSTRATION ™ f et g étant dérivables en x € I on a f(x + h) = f(z) + hf'(x) + ho(h) et
g(x + h) = g(z) + hg'(z) + hp(h) avec }llli% w(h) =0 et %13(1] ¥ (h) = 0. Par conséquent
(fg)(x+h)=(fg)(z)+ h[f(x) x g(x) + ¢'(x) x f(x)] + h6(h) ou € est la fonction définie par
0(h) = f(@)(h) + g(x)p(h) + h[f'(2)g () + ['(x)1(h) + g'(x)¢(h) + P(h)p(h)].

x étant fixé, c’est h qui tend vers 0. Cette fonction est telle que lim #(h) = 0, d’on la conclusion.

h—0
w Déterminons tout d’abord la dérivée de la fonction i définie par i(z) = rlm).
Pour un réel xy de I , le taux de variation de ¢ entre zg + h et g est :
. . 1 1 g9(zo)—g(zo+h)
_ Hao+h) —i(z0) _ gGoth) ~ glwn) _ glwothlg@) _ 9(zo+h) —g(zo) —1
h h h h g(xzo+ h)g ( )
‘o 9@oth)—g(zo) _ | A . -9

Comme ]1113(1] ST = ¢/ () et }lllg%) g(a:0+h) @) = o) O en déduit que }1}3{1}7’ = 00)
La fonction i a pour dérivée la fonction définie par #(z) = —£2)

g (x)
Il ne reste plus qu’a appliquer la propriété précédente a la fonction h = L= fxt=fi:
—J@)@) | [ _ @)
R = fi' + f'i; pour un réel x € I cela s’écrit h/(x) = 5 + = 5
9*(x) 9(x) 9*(x)

Remarques et exemples :
+ Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.
La fonction g = f? est dérivable sur I et, par application de la dérivée d’un produit, ¢’ = 2f f'.
Par exemple, la dérivée de g : 2 +— (522 — 3z + 1)? est définie par ¢’ = 2ff ot
f(x) =522 -3z +1et f'(x) = 10z — 3.
On a donc ¢'(z) = 2(52% — 3z + 1)(10x — 3) (NB : ne pas développer le carré pour dériver f!)
+ Les fonctions rationnelles sont dérivables sur leur ensemble de définition.

Comme f =% avec u(z) =3z — 2, v(z) = 2% — 1, W/(z) = 3 et v/(x) = 2z, par application de

2
la dérivée d’un quotient, f/ = wv—uw' (O g donc f(x) = 3(z (1922 21¢U)(3$ 2) _ —%s;itzig)c;?,

-
PROPRIETE 2.17 (DERIVEE D'UNE COMPOSEE) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1
et soit g une fonction dérivable sur J. gof est dérivable sur {x € I, f(z) € J} et (gof) = f'x(g'of)

\

DEMONSTRATION f étant dérivable en € I on a f(x + h) = f(z) + hf'(z) + he(h) avec
flLiH%) ©(h) =0 et g étant dérivable en f(z) € f(I) on a g(f(z) + k) = g(f(z)) + kg’ (f(z)) + k¢ (k)
—
avec Ilin% (k) = 0. Prenons k = hf’(x) + hep(h) ; lorsque h — 0, on a bien kK — 0.
—

Avec cette expression de k le développement limité de g(f(x) + k) devient celui de g(f(x + h)) :

g(f (@ +h)) = g(f(x)) + (hf'(z) + heo(h)) (¢'(f(z)) + (k) = g(f(x)) + hf'(2)g'(f(z)) + hO(h)

L’expression de la fonction 6 est assez compliquée, mais il est clair que cette fonction tend vers 0

quand h — 0. En effet 0(h) = f () (k) + o(h)g' (f(x)) + o(h)Y(k).

Du fait que }llirr(l) Y(k) = ]lirr(l) (k) = 0 (je n’écris pas I'expression ¢ (k) en fonction de h pour ne pas
— —

surcharger) et que lim ¢(h) = 0, on a bien lim #(h) = 0, d’ou le résultat.
h—0 h—0

Applications : on a déja dérivé f2 (composée de f suivie de la fonction carrée) (f2) = 2f'f
et aussi % (composée de f suivie de la fonction inverse) (l), = }—J; (on doit avoir f > 0).

f
Ces formules peuvent étre obtenues avec cette nouvelle propriété, ainsi que beaucoup d’autres.
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+ La dérivee de v/f est (VF) = % (on doit avoir f > 0)
Par exemple (\/1'2 —x+ 1)/ = %
+ La dérivee de f™ est (f) = nf fo!
Par exemple ((z3 —1)3)" = 922(2® — 1)?
+ La deérivée de sin(f) est f/cos(f) et celle de cos(f) est —f sin(f)
Par exemple (sin(2z — 1)) = 2cos(2z — 1)
+ La derivée de ef est f'ef. Par exemple (e*‘”zﬂ)/ = —2pe v+l
On peut dériver une fonction composée plus complexe en procédant par étapes :

La fonction x — fin est la composée de f suivie de g : x — x™ suivie de h : x — %

Ainsi, on peut deriver (ho (9o f))' = (go f)/(K o (g0 ) = f'(g' o /) o (g0 f)).
;1) _ _nf/fnfl _ —nf’
fn/ f2n - fn+1

En ce qui concerne notre exemple (#)/ = fl(nfr1)(

,
PROPRIETE 2.18 (DERIVEE DE LA RECIPROQUE) Soit f une bijection de I vers J = f(I).

Si f est dérivable sur alors f~! est dérivable sur {y € J, f'o f~(y) # 0} et (f~1) = f’oi”*l

\\

DEMONSTRATION La réciproque d’une bijection f définie sur I est la fonction f~' définie sur
J = f(I) par fof'=1Id, cest-a-dire Vy € J, fofy)=f(f'(v) = flz)=y.

Dérivons f o f~1 avec la propriété précédente, on obtient (f o f‘l)/ =(fYY x (fofh.
Comme fo f~! = Id, par unicité de la dérivée d’une fonction (f o f‘l), = (Id) = 1.

On en déduit (f71) x (fof ) =1letpourlesyeJ, foft#£0ona (f1)= ﬁ

Remarques :
+ Cette propriété peut également se justifier en cherchant la limite de

—1 -1 .
* (y;fyj;[o o) = y—lyo = f(z),lf(%) lorsque y tend vers yg, ¢’est-a-dire lorsque = tend
S W —"1wo) z—x0)

vers x( (par composition des limites) d’on (f_l)/ (y) = f,%z) = f’(f}l(y))
+ La dérivée de f=! en y = f(x) est donc 'inverse de la dérivée de f en .
Cette propriéteé signifie que les tangentes en (x, f(z) = y) a la courbe de f et en
(y = f(z), f1(y) = x) ala courbe de f~! ont des pentes inverses I'une de I'autre.
Prenons f: 2+ y/z et f~!: 2z +— 22, fonctions de R* dans R*. Si la tangente en
(x =4,y = 2) a €y a pour pente ﬁ = i alors la tangente en (z =2,y =4) a €1 a pour
pente + = 4 et on sait que (f~1)(2) =2 x 2 =4.
4
La pente de la tangente & € en 0 est verticale (a pour limite 400 : f n’est pas dérivable en 0)
car la pente de la tangente & €5-1 en 0 est horizontale.

6
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+ Comme In est la réciproque de exp, c’est-a-dire x = lny <= y = exp x, dérivons In :

PN — 1 1 _ 1 _ 1 _1

In'(y) = exp/(z) — exp/(In(y)) — exp(In(y)) — expoln(y) — y
La dérivée de In est la fonction inverse sur |0, +oo[

+ On a vu que tan est dérivable sur I =]=F, 2] et que sa dérivée est tan’ =1+ tan?.
Comme 1+ tan? > 0, tan est strictement monotone sur I.

De plus, lim tanx = —oo et lim tanx = 4o0.

On en a déduit que tan définit une bijection de I vers R.

Sa fonction réciproque tan~! est dérivable sur R et on a :
1 1 1

—1y/ _ 1 _ 1 _ —
(tan™)" (¥) = "@) = T o) — IanGa @) — e @) — T2

La deérivée de tan~! est donc la fonction z — H_—lxg

,
0
,
’
3m/2 s
’
,
,
,
’
’
.
’
s
™ 4
,
’
L
y = tanz o y = arctan x
.
™2 i
.
O
’
’
/L
-m -m/2 w2 i 3m/2 2m
0
’
’
L
2
, ™2
’
,
,
.
’
’

DEFINITION 2.10 (DERIVEE SECONDE) Soit f une fonction dérivable sur I telle que sa dérivée
1 soit dérivable sur I. En notant f” = (f)" la dérivée de f’, f” est la dérivée seconde de f.

Remarques :
+ On définit de méme f®) la dérivée 3¢ de f (si f” est dérivable alors f©) = (f)') et si la
fonction f est dérivable n fois, on note f(™ la dérivee ne de f. Avec cette notation, on a
SO = et fO = .
+ Une autre notation est utilisée, en physique notamment : f’ = %5 (dérivée de f par rapport a
la variable x), f” = %é (on dérive f deux fois par rapport a la variable x), etc.

+ Un polynéme, comme P(x) = 22% — 22 + 52 — 1 par exemple, est dérivable autant de fois
qu’on le souhaite : P'(x) = 622 — 2z + 5, P"(x) = 122 — 2, P®)(z) = 12, P®(z) = 0, etc.

4. Sens de variation d’une fonction

4.a. TAF

,
THEOREME 2.9 (ROLLE) Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b telle que
f(a) = f(b). Dans ces conditions, il existe au moins un réel ¢ €]a,b[, f'(c) =0

DEMONSTRATION Si f est constante sur [a, b] alors tout point ¢ € [a, b] vérifie f'(c¢) = 0.

On suppose désormais f non constante.

Il existe donc au moins un réel zg € [a, b] tel que f(xg) # f(a).

D’aprés la propriété 2.10 'ensemble image de [a, b] est [min, max] ot min et max sont le minimum et
le maximum de f sur [a, b].

Par conséquent, il existe bien un maximum et un minimum (I’'un éventuellement situé en a et b),
c’est-a-dire un point pour lequel la dérivée s’annule.

Si f(xzo) > f(a) il existe au moins un maximum; si f(xg) < f(a) il existe au moins un minimum.
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-
THEOREME 2.10 (ACCROISSEMENTS FINIS) Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable
f(0) — f(a)

sur ]a,b[. Dans ces conditions, il existe au moins un réel ¢ €la, b, f'(c) = b
—a

.

DEMONSTRATION Si g la fonction définie par g(z) = f(z) — (v — Q)Lﬁ(a)

+ g(a) = f(a) — (a — ) TG = f(a)

b)—f(a

+ 9(b) = () = (b= ) TG = 1(0) = (1) = f(0)) = f(a)
Ainsi g est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b] (par addition de fonctions continues
et dérivables) telle que g(a) = g(b). D’aprés le théoréme de Rolle, 3¢ €]a, b, ¢'(c) = 0.
La fonction ¢’ est définie par ¢'(z) = f'(z) — w.

.. b)—f(a b)—f(a

Ainsi 3¢ €]a, b, f(¢) — LO=@ — ¢ s fr(¢) = LB=1@)

—a

Remarque : Si on connait un encadrement m < f/(z) pour tout z de |a, b[ on en déduit un

<M
o) =) _
b— ~X

a

encadrement du taux d’accroissement m <

4.b. Etude des fonctions

THEOREME 2.11 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur l'intervalle )
éventuellement privé de ses bornes :
+sipour z € I on a f'(x) > 0 sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle
s’annule, alors f est strictement croissante sur [
+ sipour z € [ on a f'(x) =0, alors f est constante sur [
+sipour z € I on a f'(x) < 0 sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle

L s’annule, alors f est strictement décroissante sur [ J

DEMONSTRATION La réciproque de cette propriété a été démontrée dans le cours de 1.

w Supposons que f/(x) > 0 sur I.

Pour tout couple (a,b > a) de réels de I, la fonction est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, ],
d’apres le TAF, il existe donc un réel ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = M.

—a
Comme f'(¢) > 0 <= LO=1@ > ¢ ot p > 0, on en deduit f(b) — f(a) >0 <= f(b) > f(a).
Ceci étant vrai pour tout couple de réels de I, on en déduit que la fonction f est croissante sur 1.

w Montrons, par I'absurde, que si f/'(xz) > 0 avec f/(x) = 0 pour seulement un nombre fini de points
alors f est strictement croissante sur 1.

Supposons que f est croissante sans étre strictement croissante sur I.

Il existe alors nécessairement deux réels distincts xo et x1 > z¢ tels que f(zo) = f(x1) (sinon f
serait strictement croissante).

Pour tout réel x € [xg,z1], comme f est croissante on a f(zg) < f(x) < f(x1) et comme

f(zo) = f(x1) on en déduit Vz € [xg, 1], f(x) = Constante. Cela signifie que f’ s’annule sur tout
cet intervalle, soit un nombre infini de points, ce qui est exclu par hypothése.

f est donc strictement croissante sur I.

w Le méme type de raisonnement s’applique pour les deux autres cas (f/'(z) =0 et f/(x) < 0).

Remarque :
L’ensemble formé par ce théoréme et sa réciproque constitue le « principe de Lagrange ».
Il permet d’associer le sens de variation d’une fonction avec le signe de sa dérivée.
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-
PROPRIETE 2.19 (CONDITION EXTREMUM) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si, sur un intervalle ouvert inclus dans I et contenant xg, f admet un eztremum local en xq alors

f'(z0) = 0.
.

DEMONSTRATION Supposons que, sur 'intervalle |a, b contenant zg, f admette un maximum en
xo @ supposons donc que Vz €la,b], f(z) < f(zo).
Comme xg n’est pas une extrémité de l'intervalle
+ pour x < z la fonction f doit croitre pour atteindre finalement f(x¢)
+ pour x > xg la fonction f ne peut que décroitre.
La dérivée doit donc passer de valeurs positives a des valeurs négatives et, f’ étant continue, d’apres
le TVI, elle doit passer par la valeur 0 en x.
Méme raisonnement si f admet un minimum en xg.

Remarque :

+ Attention la réciproque est fausse! La fonction cube : f(x) = 2% est dérivable sur R et
f'(z) = 322 donc f'(0) = 0. Pourtant f(0) n’est pas un extremum local de f : la fonction cube
est strictement croissante sur R, la dérivée 3z2 étant strictement positive sauf en un point ot
elle s’annule.

+ La présence d’un extremum local (on dit aussi extremum relatif) exige que l'intervalle soit
ouvert. La fonction g : 2 — (y/7)? par exemple admet un minimum sur [0,1] en 29 = 0 et
pourtant ¢'(zg) =1 # 0.

PROPRIETE 2.20 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soit 29 € I tel que f’ s’annule
en o en changeant de signe alors f(xg) est un extremum local de f.

Remarque :
Cette propriété, alliée au principe de Lagrange, est au centre de toutes les études de fonction.

1. Déterminer les périodes et les symétries et délimiter en conséquence l’ensemble d’étude utile E
2. Partager si possible E en intervalles I sur lesquels le principe de Lagrange peut étre appliqué
3. Dresser le tableau des variations de f restreinte & F (justifiées par les signes de f’)

4. Compléter avec les limites aux bornes ouvertes de E et les éventuelles asymptotes.

ExeEMPLE 21 — Etudions les variations de la fonction f : & — sinz —  cos .
Cette fonction est impaire car f(—x) = sin(—z) — (—x) cos(—x) = —sinx + zcosz = — f(x).
L’ensemble d’étude utile £ est RT.
f est dérivable en tout point de R et f'(x) = cosz + zsinx — cosz = zsinx.
La dérivée f’ s’annule en changeant de signe pour z = 0 [r] ce qui conduit & une succession de
maximum et de minimum locaux, alternativement. Il n’y a que pour x = 0 que la dérivée s’annule
sans changer de signe (car x et sinx change simultanément de signe) d’ott ’'absence d’extrémum local
pour cette valeur. La représentation graphique, a cet égard, permet de bien visualiser la situation.
Les maxima locaux sont alignés sur la droite d’équation y = x : f(w) = sin(w) — (7) cos(nw) = ,
f(3m) = sin(37) — (37) cos(3m) = 37, etc. De méme pour les minima locaux (alignement sur la droite
d’équation y = —z). La symétrie par rapport a l'origine inverse minima et maxima.

z |0 s 27 3T

f o TN TN \/

B ™
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4.c. Convexité

DEFINITION 2.11 (FONCTION CONVEXE/CONCAVE) Une fonction f est conveze (respect. concave)
sur un intervalle I si pour tout couple de points (A, B) situés sur sa courbe €7, le segment [AB]
est au-dessus (resp. en dessous ) de la portion de % située entre A et B.

FONCTION CONVEXE

FLAEDY G —e_  FONCTION
y : CONCAVE

...............

Remarques :
+ On peut traduire cette définition d’une fonction convexe (resp. concave) :

Va,b € I?, M > f (‘IT‘H’> (resp. <). Les points A(a, f(a)) et B(b, f(b)) étant situés sur la

courbe €7, le point C(%rb, (“TH’)) lest aussi, situé entre A et B. Par contre, le point

(2f2, M) est le milieu du segment [AB] : par définition, ce point est au-dessus de C si la
fonction est convexe, en-dessous si elle est concave.

+ Cette remarque se généralise a tous points C), de coordonnées
(na+ (1 — p)b, f(pa + (1 — w)b)) et (pa+ (1 — p)b, uf(a) + (1 — ) f(b)) ot p est un réel de
l'intervalle [0, 1] (si p = %, on se retrouve avec la remarque précédente) : ce dernier point est
au-dessus de C}, si la fonction est convexe, en-dessous si elle est concave.

Autre caractérisation d’une fonction convexe (resp. concave) :
Ya,b>a € I?, Vx € [a,b], f(z) < fla)+ (z — a)% (resp. >), le membre de droite de
cette proposition étant simplement I’équation de la droite (AB).

+ Connaissant les courbes des fonctions de référence, on peut dors et déja affirmer que la
fonction exponentielle et la fonction carrée sont convexes sur R, la fonction cube est convexe
sur RT et concave sur R™, la fonction racine carrée est concave sur R™, la fonction In et la
fonction inverse sont concaves sur |0, +o0], etc.

-
PROPRIETE 2.21 (DERIVEE CROISSANTE) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Vael, Yz el, f(z)> f(a)+ (z —a)f'(a)

Si f’ est croissante sur I alors .
la fonction f est convexe sur [

\

DEMONSTRATION "™ Montrons d’abord que Va € I, Vz € I, f(z) > f(a)+ (z —a)f'(a).
Etudions la fonction g : # — f(z) — f(a) — (z — a)f'(a). La dérivée de g est ¢'(x) = f'(z) — f'(a).
J(x) 20« f'(x) = f'(a) <= x > a car [’ est croissante.

g () <0< f'(z) < f'(a) <= x < a car f' est croissante.

g est donc décroissante pour x < a et croissante pour x > a, elle admet un minimum en a.

Ce mimum est g(a) = 0, c’est-a-dire

Ve el, g(z) 2 g(a) <= f(z) - f(a) = (x —a) f'(a) 2 0 < f(z) > fa) + (x — a)f'(a).

m Montrons maintenant que cette propriété traduit le fait que f est convexe sur I.

Plus précisément montrons que Va,b > 0 € I?, Vz € [a,b], f(x) < f(a) + (z — a)w.

Pour cela étudions la fonction h : x — f(z) — f(a) + (x — G)W-
La dérivée de h est W/ (z) = f'(z) + W-
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D’apres le TAF sur [a |, Jc € [a,b], f'(c)= it l)) Z( ),
Ainsi A/ (z) = f'(z) — f'(c) et, comme f’ est croissante :

s W) 2 0= fl(x) 2 fl(c)=x>c

+ W(z) <0< fl(z) < fl(c) <=z <c
h est donc décroissante pour x < ¢ et croissante pour = > ¢, elle admet un minimum en c.
Comme h(a) = f(a) — f(a) + (a — a) L= — ¢ et h(b) = £(b) — f(a) + (b—a) L= — o,

. p . ) T f)—f(a

la fonction h est négative entre a et b, c’est-a-dire Vz € [a,b], f(z) < f(a)+ (z — a)%.
La fonction f est donc convexe.

Remarques :

+ On peut bien stir énoncer aussi : si f est une fonction dérivable sur I et si f’ est décroissante

Vael, Veel, f(x) < fla)+ (z—a)f'(a)

la fonction f est concave sur [

+ L’inégalité f(z) > f(a) + (z —a) f'(a) se traduit graphiquement en disant que la courbe €y est
au-dessus de ses tangentes en tous points de U'intervalle I (en effet, ’équation de la tangente
en (a, f(a)) est y = f(a) + (x — a) f'(a)). Par ailleurs, la condition f’ est croissante sur I
équivaut a Vo € I, f”(x) > 0. Ainsi, cette propriété nous donne un moyen de tester la
convexité (le signe de la dérivée seconde) et une propriété caractéristique (la position de la
courbe par rapport a ses tangentes).

alors

DEFINITION 2.12 (POINT D’INFLEXION) Soit f une fonction dérivable deux fois sur un intervalle
I telle que, en z = a, la dérivée seconde s’annule en changeant de signe. Dans ce cas, le point
(a, f(a)) est un point d’inflexion pour la courbe €.

Remarques :

+ Si la courbe d’une fonction admet un point d’inflexion en «, la tangente en a traverse la
courbe €. C’est ce qui se passe pour la courbe de la fonction cube en 0; la dérivée seconde de
o3 étant 62, celle-ci s’annule en changeant de signe, le point (0,0) est donc un point
d’inflexion pour cette courbe.

+ Dans le cas de la fonction cube, la tangente qui traverse la courbe est horizontale. Mais ce
n’est absolument pas la régle : la fonction sin par exemple a pour dérivée seconde — sin,
celle-ci s’annule en changeant de signe pour x = 0 [r] mais la pente des tangentes en ces
points d’inflexion est 1 (pour x =0 [27]) ou —1 (pour z = 7w [27]).

+ La fonction f: 2+~ (x — 1)e® a pour dérivée premicre [’ : z — xe” et pour dérivée seconde
"z (x4 1)e”. Le signe de x + 1 détermine donc la convexité de la courbe €% : pour
x > —1 la courbe est convexe, sinon elle est concave, le point d’inflexion A ayant pour

coordonneées (—1, == =~ —0,736). L’équation de la tangente en A est y = _’“;_‘3.

sin(z) /
2

/QW a2 R /2 2 ™ 3m/2 O
;
-

°
s 5 4 — W A0 / 2 3
]
1 e (x—1) -
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5.a. Logarithme népérien

La propriété 2.11 nous a déja permis de définir cette fonction car, la fonction exp, étant strictement
croissante de R vers RT*, définit une bijection entre ces deux ensembles. Elle admet donc une
bijection réciproque de R™ vers R appelée « logarithme népérien » notée In.

e “
DEFINITION 2.13 (FONCTION In) La fonction In est la fonction réciproque de la fonction exp.
L Autrement dit Vx € R, Yy €]0;+o0[, y =e* <= x =Iny. )
e w
PROPRIETE 2.22 (PROPRIETES IMMEDIATES) Ces propriétés découlent de la définition :
+In1=0,Ine=1,Ine? =2, ln% = —1, et plus généralement Vz € R, In(e*) =z
+ et =1 ¢"2 =2 et plus généralement Vo €]0; +oo[, €% =z
+ L’ensemble de définition de x — In(u(x)) est 'ensemble des x € 2, tels que u(x) > 0
+ L’équation e® = a a pour solution z =Ina si a > 0 (n’a pas de solution sinon)
N L’équation Inz = a a pour solution z = e )
( PROPRIETE 2.23 (DERIVEE) La fonction In est dérivable sur ]0; +oo| et In’(z) = 1 )

DEMONSTRATION Cela a été montré comme application de la propriété 2.18 :

/ _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 1
In'(y) = exp/(z) ~ exp/(In(y)) ~ exp(ln(y)) ~ expoln(y) ~ y

Remarques :
+ Une conséquence immediate est que la fonction In est strictement croissante sur ]0; +ool.
On en déduit également le signedeIn: Inz < 0<=0<zx<letlnzx >0« z > 1
La courbe de la fonction In a été tracée dans les remarques de la propriété 2.11.
+ La dérivée de la fonction composée z — In(u(x)) est z — 7::((;)).
En particulier, si f(x) = In(2? — 1) alors f'(z) = ngl. La fonction f est définie pour
22 — 1 > 0 soit pour x €] — 0o, —1[U]1, +o0]

-
PROPRIETE 2.24 (FONCTIONNELLE) Pour tous réels positifs a et b on a :

. In(ab) = In(a) + In(b) et In(%) = In(a) — In(b), en particulier In(3) = — In(b)

DEMONSTRATION Connaissant la propriété fonctionnelle de la fonction exponentielle @0 = 2 x eb
qui transforme une somme en produit, on écrit e(@)+n®) — ¢ln(a) ¢ In(b)

Comme €@ = ¢ si @ > 0, on obtient e™@+n0®) — ¢ x p = en(ab),

La fonction exponentielle étant une bijection on a I’équivalence e® = e’ <= a = b.

Finalement on en déduit In(a) + In(b) = In(ab) : la fonction In transforme un produit en somme.

En utilisant la propriété précédente In(b) + In(3) = In(b x $) = In(1) = 0.
On en déduit In(§) = —In(b).
Par conséquent In(%) = In(a x $) = In(a) + In(

o=

) =In(a) — In(b).

Attention : Cette propriété n’est utilisable que si a et b sont positifs strictement.
S’ils sont tous les deux négatifs, le produit ab et le quotient § étant positifs, In(ab) et In(7) existent
mais la propriété ne peut étre utilisée (ni In(a) ni In(b) ne sont définis).
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-
PROPRIETE 2.25 (PUISSANCES) Soient a un réel positif et n un entier positif.

+ In(a™) = nln(a)
+ In(a™) = —nln(a
+ In(Ya) = ln(avlz) = L1n(a) (pour a > 0 et a partir de n = 2)

DEMONSTRATION " Raisonnons par récurrence :

Pour n =0, on a In(a’) = In(1) = 0 = 0In(a), la propriété est vérifée.

Pour n > 0, supposons que In(a™) = nln(a) et montrons que In(a"*!) = (n + 1) In(a).
In(a"*!) =1In(a"” x a') = In(a") + In(a) = nln(a) 4+ In(a) = (n + 1) In(a).

La propriété est héréditaire, or elle est vraie pour n = 0, elle est donc vraie pour tout n > 0.

w In(a™") = ln(ain) = —In(a™) d’apres la propriété fonctionnelle.
En appliquant le résultat précédent In(a™") = —In(a") = —nln(a).

w Par définition, on a ({/a)” = a (la fonction x — /z est la réciproque de la fonction & — z™).
Par conséquent In(({/a)™) = In(a) et comme, d’apres la premiére proposition In(({/a)") = nln(a),
on en déduit In(a) = nln({/a) < In(/a) = L In(a).

Remarques : Pour tout réel positif o = Y.
En effet (:c%)” — zn = et, comme pour £ > 0 on a zn > 0, T = V.
Cette notation permet de retrouver plus facilement la dérivée de /xr que 'on sait obtenir avec le

o s . (Y — 11 1 s (/7Y — 1
théoreme de dérivation de la réciproque : ({/y) = =t = = ot W)ln,l d’on ({/x) (Va1
. _ . , L. 1 1_ 1-n
La propriété (2™)" = nz" ! appliquée avec % s’écrit (zn) = %xn 1= %x mo= i
nr mn
. / 1 1 o=l Lxn—1 iyn-1 n—1
Les deux résultats sont égaux AW = mor Car T =an = (xn)"t = (V)
nr mn
Les autres propriétés fonctionnelles des puissances sont respectées avec cette notation :
1 1 1 1 1.1
o (@) = (@)t =2 o awxar =gty
gt 1 1 . 1_1
+ (z2)n =azn x 2'n ¢+ ST =x" P
1 1 xP
+ (ﬁ)ﬁ = Zn 1.1 1
z’ o + (zn)p =gmr

Toutes ces propriétés peuvent étre justifiées, cela constitue un bon exercice de s’y essayer.

PROPRIETE 2.26 (LIMITES) Au voisinage des bornes ouvertes de 1’ensemble de définition :

+ lim In(z) =400 + lim In(z) = —o0
T—+00 z—0+

DEMONSTRATION ™ D’aprés la définition 2.1 on doit déterminer xg tel que
VA eR, dzg € R, Vo > xg, In(z) > A.
OrIn(z) > A <= (@) > 4 = 1z > ¢4, il suffit donc de prendre zp = e

w Pour la limite en 0+ on a lim In(z) = lim In(%)= lim —In(X)= —oo.
z—0t X—+o0 X —+oo
J’ai opéré un changement de variable en prenant X = %, sachant que lim+ % = 400
z—0

Remarque : La fonction In a une limite infinie au voisinage de l'infini mais la croissance de cette
fonction est de plus en plus lente.

In(z) > [ 1 5 10 50 100 500
x> | 2,718 148,413 22 026,466 5,185 x 1021 | 2,688 x 10% | 1,404 x 10?17
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-
PROPRIETE 2.27 (CROISSANCES COMPAREES) Au voisinage de +0o comme au voisinage de 0%,
la fonction In est dominée par toutes les fonctions puissances (x — z™ et x — mi) :

lim 2@ — 0 et, pour tout n € N*, lim 2@ —(et lim 2@ = Jym 2@ —g
z—+00 z—+oo T z—too VT e S
lim zIn(z) = 0 et, pour tout n € N*, lim 2"In(z) =0et lim {/zln(z) = lim xn In(z) =0
L z—0+ z—0+ z—0+ z—0t )

DEMONSTRATION ™ Effectuons le changement de variable X = In(z) <= eX = @) = g,

: . er __ In(z) _ X _ 1
On sait que IEEPOO z = +00, or T T X T X
X
On en déduit lim 2 = Jim L =of
xX e
T——+00 X—+too 5

w Posons, cette fois, X = z™.

In(X) ot In(z) _ In(X) _ 1 lng(X)

Ainsi, comme In(z") = nln(x), on en déduit In(z) = = o = ke = o X
Par conséquent lim @ = lim 1x % =0t
x—+oo T X—+o0 ™

m De la méme fagon, en posant X = x%, comme ln(x%) = L1In(z) on a In(z) = nIn(X).
Dot In(z) _ nln(X) _ In(X)
oll 1> = —5~—= =N X —=

L X
xrn

) L
Par conséquent lim =&
T—+00 zn X—+o0

z—0t
Ainsi, comme In(1) = —In(z), on en déduit In(z) = —In(X) et zln(z) = %(X)
p . 1 -In(X) . In(X) _ -
Par conséquent xlggl+ zln(z) = Xl_l)IEOO < = X]_l)I_IFlOO - =0".

m Avec le méme changement de variable X = % = x= % pour = et X strictement positifs,

on obtient 2™ In(z) = _l;(nX) et comme lim ln)((—),f) = 0" on en déduit
X =400

lim z"In(z) = — lim ln)(()n() =0".

z—07F X—=+o0

m Pour finir, en posant X = 2= on a In(z) =nln(X) et an In(z) = nX In(X)

dott lim an In(z) =n lim XIn(X)=0".
z—0t X—0t

Remarques : Cette domination permet de lever certaines indétermination.
Notamment, au voisinage de 400, celles de type oo — 0o, en mettant en facteur le terme dominant :
+ La limite en 400 de la fonction f : x — x —In(x) est une forme indéterminée du type oo — oo.

En écrivant = — In(z) = z(1 — @), on leve l'indétermination :
comme lim 1— 2@ — 1, par produit on obtient lim f(z)= lim z =400
T—+00 x T—+00 T—+00
+ De méme pour g : x — 2¢z — 51In(z) + 12¢*. On écrit g(z) = Y= (2 — 511%%) 1{3;;) et on

In(z) + 12¢*

) B _ N o oy
conclut sachant que lim 2 —5 7 2, par produit wgrfw f(z) $ll>rfoo2f +o0

T—+00 Vz

0.5

225 —5 In(x) + 12 ¢

1 L’—// 0 02 im 06
640 r In (— — 1)
€T

=05

0 1 2 3

500 1000 1500 2000 2500 3000
Au voisinage de 0T cherchons & lever 'indétermination de la limite de h : z — xln(% - 1)
h(z) = zIn(:2) = z(In(1 — 2) — In(z)) = zIn(1 — ) — zIn(z).

T
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Pour z >0 <= -2 <0<=1—12 <1, le 1¢ terme n’est pas une forme indéterminée en 07 :
lim zIn(1 —2) =0 car lim In(1—2z)= lim In(X)=0".
z—0t z—0t X—1-
Le 2¢ terme a pour limite 0% d’aprés la propriété ( lim+ zln(z) =07).
z—0
Conclusion : lim h(z) = 0.
z—0t

-

PROPRIETE 2.28 (TAUX D’ACCROISSEMENT) Au voisinage de 0, on a lin% % =1 )
xr—r

\

DEMONSTRATION Cette expression ln(aﬂ) est le taux d’accroissement 7(x) de la fonction In entre
l+zetl:7(z)= In(1+z)—In(1) _ In(z+1)

(1+z)—-1 x
On sait que la limite de ce taux d’accroissement lorsque z tend vers 0 est le nombre dérivé In’(1) = 1.

5.b. Logarithme de base «

On a vu la fonction logarithme népérien : c’est la fonction logarithme de base e car In(e) =1

( )

DEFINITION 2.14 (FONCTION In,) a étant un réel strictement positif donné,

la fonction In, est définie pour tout z > 0 par In,(z) = Egzg

\ S

\
PROPRIETE 2.29 Les propriétés des fonctions In, sont similaires & celles de la fonction In :
Ing(a) =1 V(z,z') €]0,+00[?, Ing(zz") = Ing(z) + Ing (') Vn € Z, Ing(a™) =n

Ing(1) = 0 V(z,2) €]0,+oof?, Ing(L) = Ing(z) — Ing(a') (In0)' (%) = gy
\, _J

DEMONSTRATION Cela découle des propriétés de la fonction In et Vo > 0, In,(x) = % x In(z).
In,(xz') = ﬁ X In(za') = ﬁ X (In(z) +1n(2")) = ﬁ x (In(z)) + ﬁ X (In(2")) = Ing(z) + Ing (2')
Les autres justifications sont similaires.

Remarques :

+ Parmi toutes les fonctions Ing, la plus utilisée est la fonction logarithme décimal Inig, noté
simplement log qui vérifie notamment la propriété log(10™) = n conduisant au logarithme d’un
nombre en écriture scientifique log(a x 10™) = n + log(a). De nombreuses unités de mesure
sont définies & partir des logarithmes décimaux : le potentiel Hydrogéne d’une solution
aqueuse est défini par pH = —log([H307]) ot [H30™"] est la concentration en ions hydronium
H307" de la solution ; le décibel (dB) est l'unité de mesure d'une grandeur X = 10 x log(%)
ol P; est la puissance mesurée et Py une puissance de référence. Ainsi, en acoustique, on
mesure le niveau sonore en décibels : 80 dB correspond a un son 10® fois plus important que
le niveau sonore de référence (presque imperceptible).

+ Le logarithme binaire est le logarithme de base 2, noté souvent (b au lieu de Ins. Il est utilisé
en informatique principalement ou la représentation d’un nombre en virgule flottante est
x = m X 2¢ avec une mantisse 1 < |m| < 2 et un exposant e (la mantisse est écrite sans le 1
initial et 'exposant est décalé, voir le cours de NSI de 1*¢). Le logarithme binaire de z est
alors égal a [b(m) + e et Pordinateur peut calculer [b(m) bit par bit, en utilisant les
propriétés : [b(1) =0, Ib(z) = @ et Ib(z) = Ib(5) + 1 (pour un nouveau bit de 0 < x < 2, si
22 > 2 on note 1 et on divise le résultat par 2, sinon on note 0; on réitére ensuite avec le
résultat). Les autres logarithmes (népérien, décimal, etc.) sont évalués a partie du logarithme

binaire grace a la relation log,(z) = }Egglb(x)
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5.c. Exponentielle de base «

On a vu la fonction exponentielle : ¢’est la fonction exponentielle de base e car e® = e*1™(¢) = exp, (z)
DEFINITION 2.15 (FONCTION exp,) a étant un réel strictement positif différent de 1,
la fonction exp, est définie sur R par exp,(z) = (@),

( PROPRIETE 2.30 (FONCTION a”) Soient a €]0, 1[U]1,4o00[ et € R, on a exp,(z) = a” )

DEMONSTRATION 2 Si x est un entier xt =n avec n € N, on a
n
exp, () = exp,(n) = 1@ = (el@)" — gn — g7,

2 Si x est un rationnel positif x = % avecn € N et p e N* on a
n 1 n 1L \T 1\ 7 n
exp,(7) = exp,(}) = €7 In(a) (epln(a)) = (eln(ap)) = (a?) =ar =ad".

2 Si x est un rationnel négatif x = —2 avecn € Net p € N*, on a

p
eXpa(ﬂf) = eXpa(_%) = % = aL% =

a? = a®.

2 Si x est un réel, on admettra la propriété en considérant que x peut alors étre défini comme la
limite d’une suite de rationnels (c’est toujours possible car Q est « dense » dans R) qui, chacun,
vérifient la propriété. Par unicité de la limite on en conclut que exp,(z) = a®.

-
PROPRIETE 2.31 Les propriétés des fonctions exp, sont similaires & celles de la fonction exp :

Vz €R, a® >0 Vo e RT*, gloga(®) — ¢
Vo € R, In(a*) = zIn(a) Vr e R, Vy e R™, x=log,(y) = y=ad"
Vo € R, log,(a”) =z Vr e R, (a*) =1In(a) x a®

\

DEMONSTRATION Vz € R, a* = (@) or V2 € R, ¢ > 0 donc Vz € R, a* >0
Vz € R, In(a®) = In(e*™ “)) = In((*)™@)) = In(a) In(e*) = 2 In(a)

¥z € R, log,(a%) = 1) = 206 — 5

Vo € R, gloga(®) — gln(a)xlog,(@) _ Jn(@)>x Be _ @) _

Ve €R, Yy € RY* z=log,(y) = a® = a'%%«¥) —= % = y et,

réciproquement Vo € R, Vy € R™, a* = y = log,(a*) = log,(y) = = = log, (y).
Vz € R, (a®) =¢ ln(a))' = In(a) x a® par dérivation d’une fonction composée.

Remarque :

Les propriétés algébriques des fonctions exp, sont identiques & celles de la fonction exp.

Les fonctions log, et exp, sont des bijections réciproques 'une de ’autre.

Selon la valeur de a > 0, la fonction z —— a® est croissante (@ > 1) ou décroissante (a < 1) :

a>1




Fontions (2) :
primitives et integration

Plan du chapitre :

3.1 Primitives
3.2 Equations différentielles
3.3 Intégration, calcul intégral

Apercu historique : L’analyse moderne — I’étude du calcul infinitésimal qui contient le calcul
différentiel (dérivées, etc.) et le calcul intégral (primitives, intégrales, etc.) — a débuté avec les travaux
de Isaac Newton (1642-1727) et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) puis des fréres Bernoulli
(Jacques (1654-1705) et Jean (1667-1748)). Bien stir, on peut trouver des travaux précurseurs, chez
Archimede (287-212 av. J.-C.) notamment, avec ses calculs d’aires ou de volumes, ou Pierre Fermat
(vers 1605-1665) qui, avec sa méthode des mazimis et minimis étudie la quadrature de la parabole
dont on trouve les prémisses dans Apollonius (240-190 av. J.-C.).

Résoudre des problémes de tangentes méne invariablement & une équation différentielle ce qui fait
que les problémes posés par ce type d’équation sont aussi vieux que ’analyse. L’inconnue de ce type
d’équation est une fonction, un objet familier pour nous mais dont le statut était encore assez flou
pour les mathématiciens des débuts.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) développe la méthode de décomposition en éléments simples ;
le nombre d’équations différentielles qu’on sait résoudre & son époque par cette voie est assez faible
mais progresse. Les Bernoulli savent intégrer 1’équation linéaire et quelques autres du premier ordre.
Riccati résout en 1722 le cas de I'équation 3 = ay?® + bx™.

Si un probléme de géométrie se réduisait & une équation différentielle, on cherchait alors & la résoudre
graphiquement. Cette technique fut développée par Clairaut, D’Alembert, Euler ou encore Lagrange.
Clairaut remarque, en 1734, I’existence d’une solution singuliére a I’équation y — zy’ + f(y') = 0.
D’Alembert, en 1748, trouve un second cas d’intégrale singuliére mais c’est Euler et Lagrange qui
solutionnent le cas général. En 1743 Fuler forme ce qu’on appelle aujourd’hui I’équation
caractéristique : les solutions sont de la forme e"x ou les r sont solutions d’une équation polynomiale.
Un peu plus tard, il trouve comment obtenir toutes les intégrales lorsqu’une racine r de ’équation
caractéristique est multiple : il faut les chercher de la forme z*e’z.

On sait, dés la fin du xvII® siécle, intégrer les équations différentielles linéaires du premier et du
second ordre & coefficients constants par des sommes d’exponentielles mais il faut attendre 1760 pour
que la théorie vienne a bout des équations différentielles linéaires a coeflicients constants d’ordre
quelconque.

Le calcul intégrale commence, on I'a dit avec les travaux d’Archimeéde et se précise au XVII® siécle
avec Leibniz et Newton. Le « S long » : / , aussi appelé « signe intégrateur », a été introduit par

Leibniz. Au-dela de la simple introduction proposée en classe de terminale de 'intégrale de Riemann
— du nom de Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) qui en achéve I’étude — le concept
d’intégrale a été considérablement développé avec les intégrales curvilignes, les intégrales multiples,
les intégrales de surfaces, les intégrales des formes différentielles, les intégrales de Lebesgue, les
intégrales de Kurzweil-Henstock.
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1.a. Primitives d’une fonction continue

DEFINITION 3.1 (PRIMITIVE) Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Une fonction F' est une primitive de f sur I si F' est dérivable sur I et si, pour tout z € I on a

Remarques :
+ On comprend bien que si F' est une primitive de f sur I alors, pour tout réel k, F' + k est
également une primitive de f sur I car (F + k) () = F'(x) + (k) = F'(z) = f(x).
Par exemple la fonction F : x — %2 est une primitive de la fonction identité f : z — x sur
2\/

R car F'(z) = (%) = 2L = g = f(z) pour tout réel. Mais alors les fonctions Fy définies sur R

par Fy(x) = %2 + k sont toutes des primitives de la méme fonction identité.

+ D’aprés ce que 'on sait de la dérivation des fonctions, une primitive sur R de la fonction cos
est sin, une primitive sur R™ de la fonction In est la fonction inverse x — %, une primitive
sur R de la fonction exponentielle x — e® est la fonction x — €%, etc.

+ Dans le langage des équations différentielles, dire que F' est une primitive de f sur un
intervalle I ot elle est définie c’est dire que F' est une solution de I’équation différentielle
F'(z) = f(z). On note aussi cette équation différentielle y' = f(z) o la fonction « inconnue »
est y, celle-ci étant définie uniquement par le fait que sa dérivée 3y’ égale une certaine fonction
f de la variable z. Pour indiquer que la dérivation se fait par rapport a cette variable x (et

non une autre éventuellement présente), les physiciens utilisant la notation %, noteront

I’équation différentielle % = f(x).

( PROPRIETE 3.1 Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I. )

DEMONSTRATION Cette propriété est pour l'instant admise. Elle sera démontrée dans la
propriété 3.11 .

,
PROPRIETE 3.2 Soit F' une primitive de la fonction f sur un intervalle I.
Toutes les primitives de f sur I s’écrivent F, = F + k ou k est un réel quelconque.

DEMONSTRATION Notons G une primitive de f sur I. On a alors G'(z) = f(z).

Comme par ailleurs F est une primitive de f sur I, on a aussi F'(z) = f(z).

On a donc F'(z) =G'(2) <= G'(z) — F'(2) =0 <= (@' — F')(2) =0 <= (G — F)'(x) =0 sur I.
On en déduit que la fonction G — F' est une fonction constante

(G—F)(zx)=k<= G(z) — F(zx) =k <= G(z) = F(z) + k ou k est un réel quelconque.

yo un réel quelconque. Il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(zg) = yo.

,
PROPRIETE 3.3 (UNICITE) Soit f une fonction continue sur un intervalle I, o un réel de I et )

DEMONSTRATION D’aprés la propriété 3.1, comme f est une fonction continue sur I, il en existe une
primitive F' sur I et, d’aprés la propriété 3.2, toutes les primitives de f sur I s’écrivent F' + k ol k
est un réel quelconque. Pour avoir Fy(z9) = F(x9) + k = yo, il faut et il suffit de prendre

k = yo — F(xp); 'unique fonction Fy ainsi définie vérifie bien les contraintes imposées.
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eI
EXEMPLE 22 — Soit f la fonction définie sur R par f(z) = W.
Montrons que la fonction F' définie par F(x) = x_+ 1 est une primitive de f sur R :
e
F est définie sur R, dérivons cette fonction qui est du type — avec u = —(e® + 1) et v/ = —e”.
u
.y —u’ —(e"+1) _ —(=€) e
Sa dérivée est R donc F'(z) = CEIE = CEE = I = f(x).
F donc est bien une primitive de f sur R.
Déterminons la primitive de f sur R qui prend la valeur —1 en 0.
Toutes les primitives de f s’écrivent Fy(z) = F(z) + k = x_+ ] + k.
e
-1 1 -1
P ir F,(0) = —1, il faut et il suffit d’avoi k=—-1l<—k=-1+-=—.
our avoir Fj(0) , 1l faut et il su avoir 25— + + 3 5
~1 -1 —2—(e"+1) —3—¢
Conclusion : la fonction F-1(z) = + == (" +1) = € estla primitive de f
2 eT+1 2 2(e® 4+ 1) 2(e* +1)

sur R qui prend la valeur —1 en 0.

I et X\ un réel quelconque.
+ La fonction F' + G est une primitive de f + g sur [
+ La fonction AF est une primitive de Af sur [
L D’une facon générale, Y(\, 1) € R2 AF + uG est une primitive de A\f + ug sur 1.

e N
PROPRIETE 3.4 Soient F' et G des primitives de deux fonctions f et g définies sur un intervalle

DEMONSTRATION C’est immédiat connaissant les propriétés de la dérivation :
(AF + uG) = F' + pG" = \f + pug.

1.b. Recherche de primitives

Le tableau qui suit donne des fonctions f continues sur un intervalle I ou un intervalle J C I.
Les fonctions F' sont les primitives des fonctions f, k étant une constante additive quelconque.

a€R ar + k R
n+1 . * .
" avec n € Z —{0,—1} Ttk Rsin>1, R*sin< -2
= % Inz + k R**
NG 20T+ k R*+
cos T sinx + k R
sinx —cosx + k R
T
cos? x tanz + k R_{% [ﬂ—]}
er ef+k R
Remarques :
+ D’aprés la propriété 3.4, on en déduit les primitives de toute fonction polynéme puisqu’il

s’agit d’une combinaison linéaire de fonctions x —— x™ dont on connait une primitive pour
n € N. Par exemple les primitives du trinéme p(x) = ax? + bz + ¢ sont les polynomes

P(x) = %x?’ + %LL’Z + {7 + d avec d € R. Plus généralement, les primitives d'un polynéme de
degré n (le coefficient a,, du terme dominant doit étre non nul) sont des polynomes de degré

n+1 (le coefficient du terme dominant est alors ;g ).
Z,'n,+1 .

Une primitive de 2™ est 7 ; cette propriété est valable pour n € Z — {=1} (pour n =0 elle
se réduit au cas particulier de la primitive de o = 1) et aussi pour un réel a # —1 quelconque

car, en notant 2% sous la forme e*™? et en utilisant la dérivée d’une fonction composée, on
(a+1)Inz (a+1)e(a+1)lnz (a+1)Inz a+1 L.
[& __ € _x —_ a

s FCES)) = = = #—— = z% ce qui signifie que
(a+1)Inz

. . e xa+1
a pour primitive ol T "

est

montre que la dérivée de

a _ ealn:c

x , C’est-a-dire
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PROPRIETE 3.5 (COMPOSITION) Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I & valeurs dans
un intervalle J telle que sa dérivée soit continue sur I.
Soient f une fonction continue sur J et F' une primitive de f sur J.

L La fonction h :  — ¢'(z) f o g(x) admet pour primitive sur I la fonction H : x — F o g(x) + k.

DEMONSTRATION D’apres le théoréme de dérivation d’une fonction composée, la fonction H est
deérivable sur I, la dérivée H' étant définie par H'(z) = (F o g)'(z) =)¢'(x)F' o g(x) = h(x).

Remarques :
+ Si la fonction g est affine, c’est-a-dire g(x) = ax + b avec a # 0, on a ¢'(x) = a. La fonction
h:x v+ af(az + b) admet pour primitive la fonction H : x — F(ax + b). En utilisant la

propriété 3.4, la fonction % admet pour primitive la fonction %, soit f(ax 4+ b) admet pour
F(a

primitive ++b). Par exemple, la fonction z — cos(ax + b) admet pour primitive M.

+ En notant u la fonction g et v la fonction F dont la dérivée est v’ = f, on obtient u' x v'(u(z))
admet pour primitive v(u(x)). On reconnait mieux peut-étre sous cette forme, les fonctions
qui interviennent dans cette propriété.

Le tableau qui suit donne des fonctions u ainsi que la condition sur u(z) pour que les fonctions
f =1 xv'(u(z)) admettent pour primitives v(u(z)) + k.

wu™ avecn € Z —{0,—1} YT Tk Ve e Lu(z)#0sin< —2
%” In(u) + k Ve e I,u(x) >0
4= 2Vu+k Ve e I,u(z) >0
u’ cosu sinu + k Ve el
u'sinu —cosu+ k Veel
COZ;U tanu + k Vo e Iu(x) # 5 [7]
u'et e+ k Ve el
EXEMPLE 23 — 2 Soit f la fonction définie par f(z) = b avec a # 0.
azx
1 /
En posant u(z) = ax + b, u est définie sur R et on a v/(z) = a donc f(z) = — x u((a:))
a u(z
/
D’aprés le tableau ci-dessus 4 (<$)) a pour primitive In(u) + &k & condition que Vz € R, u(x) > 0.
u(x
1 b
Siar+b>0 <=z > %b une primitive de f est donc F(x) = In(az +) + k.
a

D Soit g la fonction définie par g(z) = ze® L.

1
En posant u(z) = 22 — 1, u est définie sur R et on a u/(x) = 2z donc g(z) = 3 X u'(x)et(x).
D’apres le tableau ci-dessus u/(x)e*(x) a pour primitive e* 4+ k sans condition sur z € R.

r*—1

2
Noter que dans ces exemples, j’ai multiplié la primitive du tableau par un réel (% pour F' et % pour 3) sans

+ k.

e
Une primitive de g est donc G(x) =

multiplier la constante k par ce réel. En multipliant la constante k£ par ce réel, j’aurai trouvé une autre
constante (g pour F et g pour () que je peux bien renommer k puisqu’elle est quelconque.

D Soit A la fonction définie par h(z) = sin?(z).

On sait que sinQ(x) = M - - cos(2x)
En posant u(z) = 2x, u est définie sur R et on a u/(z) = 2

(formules de linéarisation).

cos(2z) sin(2x) .

Une primitive de 2 cos(2z) est sin(2z) donc une primitive de

1
1% 2 cos(2x) est
_ . 1 cos(2z) r  sin(2z) 2z —sin(22)
Final t tive de - — ———= - — = .
inalement une primitive de o 5 5 1 1
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DEFINITION 3.2 Une équation différentielle est une égalité dans laquelle interviennent une fonc-
tion, la ou les dérivées successives de cette fonction. Résoudre une équation différentielle consiste
a déterminer ’ensemble des fonctions qui vérifient cette égalité.

Remarques :
+ Déterminer les primitives d'une fonction f c’est résoudre I’équation différentielle y' = f(x).
Un autre exemple déja rencontré d’équation différentielle est la définition de la fonction
exponentielle comme 'unique solution de ’équation différentielle y' = y telle que y(0) = 1.
En physique aussi, il est fait un usage fréquent d’équations différentielles, notamment pour
caractériser la vitesse et ’accélération d’un solide en mouvement par les équations v = dt? soit
%, soit a = 2" (noté ).
+ Si la seule fonction dérivée est utilisée conjointement en combinaison linéaire avec la fonction
elle-méme, on parle d’équation différentielle linéaire du 1°" ordre ; si on utilise la dérivée
seconde f” = (f')" (dérivée de la dérivée), on parle d’équation différentielle du 2¢ ordre; etc.

v =2’ (noté & par les physiciens) et a =

2.a. Léquation différentielle y’=ay

-
PROPRIETE 3.6 L’équation y' = ay admet pour solution les fonctions fi :  — ke® ou k est un )

réel quelconque. La solution est unique si elle doit satisfaire une condition de type fx(xo) = yo.
\

DEMONSTRATION Soit f une fonction satisfaisant I’équation différentielle ¢y’ = ay, on a donc

f'(z) = af(x) pour tout z € R.

Posons g(z) = L&) et derivons g : ¢/ () = L@ET=I@NE) _ e 0)<af@) _ [@)-af(s)

- (ea)2 (ea®)2 eax
Comme f/(xz) = af(x), on en déduit ¢’(z) = 0 et par conséquent g(x) = k, une constante réelle.
Finalement J;&? =k < f(x) = ke™.
Si fr(xo) = yo alors ke = yg <=k = Mo Par conséquent k et fj sont bien uniques.

EXEMPLE 24 — 2 Résolvons I’équation différentielle 3y — 2y = 0 avec la condition y(1) = 3.
y — 2y = 0 <=y’ = 2y donc les solutions sont les fonctions fj(z) = ke?*.

Comme on souhaite avoir y(1) = 3, k doit vérifier I'égalité ke?*! = 3 soit k = e%
Finalement, la fonction cherchée est x — 3 e = 3e2(@—1)

2 Pour déterminer I’Age d’un résidus organique on mesure la proportion de Carbone 14 dans le
résidus. Sachant qu’étant en vie la proportion était connue et constante et que, par désintégration
radioactive, le corps mort perd de cette substance proportionnellement & ce qu’elle en contient & une
date t. Autrement dit, la masse m(t) résiduelle au temps ¢ obéit & 1’équation différentielle m’ = am
sachant qu’a l'instant de la mort elle vaut une certaine valeur m(0) = my.

Les solutions de cette équation sont les fonctions my(t) = ke® avec k vérifiant my(0) = k = my.

On a donc une fonction m(t) = moe®

La constante a est déterminée par notre connaissance de la désintégration du Carbone 14 qui perd
1,24% de sa masse en un siécle.
On en déduit m(100) = mge'0% = 19012, — 0, 9876m,

Calculons a : !9 =, 9876 — 1000~ In0,9876 <= a = 99870 ~ —0,000125.

Si un corps trouvé aujourd’hui ne contient que 14% de sa masse en Carbone 14 quel est son age ?
On a approximativement m(t) = moe~043% et on a aussi m(t) = si5mo, on en déduit I'age ¢ :
moe” 000012 — oy e 70000125 — 0,14 = —0,000125¢t = In0, 14 <= ¢ = —'piie= ~ 15757,
Le corps trouvé aujourd’hui & environ 15800 ans.
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2.b. Léquation différentielle y’=ay+b

,
PROPRIETE 3.7 L’équation ¢ = ay + b admet pour solution les fonctions f; :  — ke®® — g oll

k est un réel quelconque. La solution est unique si elle doit satisfaire la condition fx(xo) = yo.
\

DEMONSTRATION Soit f une fonction satisfaisant I’équation différentielle v’ = ay + b.
On a donc f'(z) =af(x)+b=ua (f(a:) + 3) pour tout z € R.

Posons g(z) = f(z) + 2. Ainsi nous avons f'(z) = ag(z) et ¢'(z) = f'(z).

On en déduit que la fonction g vérifie ’équation différentielle ¢'(x) = ag(z).

D’apres la propriété 3.6 précédente, les solutions s’écrivent gi(z) = ke®®.

Par conséquent fi(z) = ke™ — g avec k réel quelconque.

b
Bien str, dans le cas o fi(zo) = yo on obtient une valeur unique ke — % =y<=k= ?/;toa )
EXEMPLE 25 — 2 Résolvons 'équation différentielle 2y’ + y = 1 avec la condition y(0) = 0.
1
2 +y=1<=1y = —%y + % donc les solutions sont les fonctions fi(x) = ke 3% — %1 = ke™3% 4 1.
2

Comme on souhaite avoir y(0) = 0, k doit vérifier I'égalité ke® + 1 = 0 soit k = —1.
Finalement, la fonction cherchée est x —— 1 — e 3.

2 Un circuit électrique est constitué d’un générateur de force électromotrice F, d’une résistance R et
d’un condensateur de capacité C. On note ¢(t) la charge du condensateur (en farad) a l'instant ¢ (en
secondes) et on sait que ¢ + R—lcq = %.

Déterminons la charge ¢(t) sachant qu’a l'instant ¢ = 0, la charge ¢(0) est nulle.

La charge du condensateur vérifie une équation différentielle du type v’ = ay + b avec a = % et

b= %, la solution s’écrit donc gx(t) = keRo — % = ke®c + EC.
Comme ¢(0) =0, on en déduit ¢x(0) =k + EC =0<=k = —EC.

La charge du condensateur s’écrit donc ¢(t) = EC (1 — el%).

Quelle est la charge maximale gprax de ce condensateur ?
Il s’agit de la limite de ¢(t) quand ¢ tend vers +oo.

On sait que t_l}ElOOeRC =0 donc qprax = t—li—l-moo q(t) = EC.

En notant 7 = RC, quelle fraction de la capacité maximale est atteinte pour t = 7 et pour t = 577
—RC
q(t) = EC (1 —eTHE ) = EC (1 1) ~0,632EC, soit environ 63,2% de quax-

q(57) = EC (1 - e’i’éc) = EC (1 - 1) ~0,993EC, soit environ 99,3% de qarax-

Le graphique ci-dessous représente cette fonction de charge pour C = 1F, R = 100Q2 et F = 5V.

On a alors ¢(t) =5 (1 — eﬁ) et, pour ¢t = 57 = 500s soit un peu plus de 8 minutes, on constate que
la charge est quasiment au maximum.

.____5. ___________________________________________________

0, 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650
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Remarques :
+ Les fonctions solutions de I’équation différentielle 1/ = ay + b s’écrivant y = ke — g, leurs
courbes ont toutes la méme allure exponentielle. Lorsque b = 0, le signe de k définit le signe de
Y, le sens de variation est donné par le signe de a et la courbure est donnée par la valeur
absolue de a.

o]
\ 7
T \ a=05k=—-05

Lorsque b # 0, la courbe est translatée verticalement.

3 2

0
a=1,k=1b=0
’ ’ a=-1,k=1,b=0

a=-1,k=1b= -2

/ a=1k=1b=-3 -
a=-1,k=1b=-3
&

+ Pour I'équation différentielle ' = ay + b cherchons une solution particuliére constante :
la fonction f : x — ¢ est une solution si f/(x) =af(z) +b<=0=ac+b<=c= %b.
Un fois cette solution particuliere trouvée, une fonction g sera solution si ¢'(z) = ag(x) + b et,
par différence ¢'(x) — f'(x) = a (g(z) — f(x)) autrement dit (¢ — f) = alg — f
La fonction h = g — f est solution de I’équation différentielle y' = ay donc h(x) s’écrit ke®*.
On en déduit g(x) — f(x) = ke™, or f(x) = %b et finalement g(x) = ke® + f(x) = ke® — g.
Cette méthode, plus générale, peut étre utilisée dans un cadre plus large.

~—

2.c. Léquation différentielle y’=ay+f

PROPRIETE 3.8 (METHODE) Soit f une fonction.
L’équation v = ay + f peut, la plupart du temps, étre résolue en deux temps :

1. On cherche une solution particuliére g, la plus simple possible (constante, affine, etc.)

2. La solution générale g est alors telle que g — go est solution de 1’équation ¢ = ay.

Remarques :
+ Selon la fonction f, une solution particuliére constante n’est pas toujours possible.
Par exemple ’équation différentielle 2’ — y = x n’en admet pas; la fonction constante
f:x — a n’est pas solution car 2f'(x) — f(z) = x <= —a = x ce qui est faux.
La fonction affine f : x —— ax + b, par contre, est solution si
2f'(z) — f(z) =2 <<= —2a—b—ax =2 < (a+ 1)z + (b—2a) = 0.
Ce polynéme est nul si et seulement si a = —1 et b = 2a = —2.
La fonction f : x —— —2x — 1 est donc une solution particuliére de 1’équation.
La solution générale g étant telle que 2¢'(x) — g(z) = x alors que 2f'(z) — f(x) = x, il vient
par soustraction 2 (/(z) — ¢'(x)) — (f(z) — g(x)) = 0, soit (f'(x) — ¢'(2)) =  (f(2) — g(a)).
La fonction h = f — g est donc solution de I'équation différentielle y' = %y dont la solution est
Y= kez®. On en déduit flz) —g(x) = ke2® d’ot g(x) = f(z) — ke3® = —2z — 1 — ke3®.
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+ Euler développa en 1768 une méthode graphique pour construire, point par point, la courbe de
la solution F' & I’équation différentielle 3/ = f qui passe par un point donné. Cette méthode est
& employer lorsqu’on ne connait pas de primitive & la fonction f.
Principe de la méthode de Fuler : La tangente T' & un point d’abscisse xg de la courbe
représentative de F' a pour équation y = F(xg) + (z — x¢) F'(z0). Autrement dit, pour tout réel
h suffisamment petit on a F(zg+ h) = F(xq) + hf(xg). Cette méthode a aussi été utilisée par
Euler pour construire des approximations de la courbe de la fonction exponentielle ne sachant
que f' = f et f(0) =1 (voir le cours de 1*¢), 'exemple qui suit la montre dans un autre cas.

1
T3 22 ne
1_:3;2, dans le cas particulier ou F'(0) = 0.
Pour étre plus précis, on va calculer les coordonnées d’'un nuage de points qu’on assimilera a la
courbe représentant approximativement la fonction F' sur l'intervalle [0, 5].

EXEMPLE 26 — On cherche a résoudre graphiquement 1’équation différentielle 3y’ =

connaissant pas de primitive F' pour la fonction f:z +——

Pour tout réel h > 0 suffisamment petit on a 'approximation F(zg + h) ~ F(xo) + hf(xo).

Ainsi on va définir une suite de points de coordonnées (z, yr) telle que, les abscisses xj, vérifient la
relation de récurrence xp1 = x + h (soit xx = kh) et les ordonnées se calculent de proche en proche
par la relation yxy+1 = yr = +hf(zr) (on réitére a chaque étape approximation, en l'actualisant avec

les valeurs du point précédent).
5—0

Pour l'intervalle [0, 5], si on veut construire 50 points en plus du point (0,0) on prend h = °° = 0,1
Tr+1 = 2k + 0,1 avec zg = 0, soit x = 0, 1k

On définit les suites (xy) et (yx) par h ,
Yk+1 :yk+m:yk+m avec yo =0

Programmons en Python le calcul de ces points et leur affichage (en bleu), I’ensemble des points
obtenus étant assimilé & la courbe cherchée.

Pour obtenir une courbe plus proche de la réalité, je vais également afficher (en orange) les 50 000
points correspondants a h = 0,0001.

1.4 ..-.-.'..-oo-
.
. .t matplotlib.pyplot plt
.
1.2 4 o .
-® approx (b, x_max) :
.* X=[0]
1.0 4 'y ¥=[0]
.' i range (int (x_max/h}):

. X.append(i*h)

0.8 . Y.append (Y[-1]+h/ (1+(i*h) **2))
.. X, ¥
.
0.6 7 . X,Y=approx (0.1, 5)
plt.plot(X[:],¥[:], linestyle='nons', marker='co', markersize=3)
.
0.4 4 . X, Y=approx (0.0001,5)
. plt.plot(X[:],¥[:], linestyle='nones', marker='c', markersize=l)
0.2 1 - plo.grid()
. plt.show()

0.0 —=¢

T T
0 1 2

3

4

5

Si je veux étendre la courbe a un intervalle plus grand, en incluant des valeurs négatives pour z,
mettons qu’on souhaite la visualiser sur U'intervalle [—10, 10], il n’y a que trés peu de choses a changer
pour adapter le programme :

15
matplotlib.pyplot plt
1.0+ - "
approx(h,x max):
X=[0]
T=[0]
0.5 1 i range (int (x_max/h) ) :
X.append(i*h)
Y.append (Y[-1]+h/ [1+(i*h)**2})
-9 4
0.0 1
X, Y=approx(0.001,10)
plt.plot (X[:],Y¥[:], linestyle="none', color = 'red', marker='o', markersize=l)
0.5
- X,Y=approx(-0.001,-10)
plt.plot(X[:],¥Y[:], linestyle='nones', color = ed', marker='c', markersize=l)
-1.0 4 .
- plt.grid()
plt.show()
-1.5

T T T T
-100 -75 =50 -25

T
0.0

T
25

T
5.0

T
7.5

T
10.0
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3. Calcul intégral

3.a. Intégrale d’une fonction continue et positive

Dans toute cette partie, on suppose le plan muni d’un repére orthogonal (O, I, J) et, f étant une
fonction positive définit sur un intervalle [a, b], on s’intéresse & 1’aire d’une portion du plan comprise
entre 4 courbes :

+ Les droites verticales d’équations x = a et x = b, a et b > a étant deux réels quelconques.

+ L’axe des abscisses et la courbe d’équation y = f(x) qui est située au dessus (f positive).

L’unité d’aire (notée u.a.) est l'aire du rectangle de cotés [OI] et [OJ], soit HO_}H HO_J)H

y;f(m)

4 D
DEFINITION 3.3 (INTEGRALE) Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b].
L’intégrale de a & b de la fonction f est I'aire (exprimée en w.a.) de la partie du plan contenant

. a<z<b ) b
les points M (z,y) tels que , cette intégrale est notée / f(z)dz
0<y< f(-'lf) a
(lire « intégrale de a a b de f(x) dz »).
\ J
Remarques :

a
+ D’une facon évidente, pour toute fonction définie en a, on aura / f(z)dz =0 w.a.

a
Lorsque la fonction f est une fonction affine, le calcul de l'aire (si f(a) > 0 et f(b) > 0) est
aisé car il s’agit alors de 'aire d’un trapéze dont on dispose d’une formule :

/f ()+f() x (b—a). Si f(z) = 0,5z 40,5 alors

/Ofwdx= 1, );f(15)><(2—0)=0,5+1,5=2.

0.52+0.5

+ L’élément dz ajouté a l'intégrale signifie que la variable pour laquelle on intégre est x.
Cette précision est nécessaire lorsqu’il y a d’autres variables en jeu dans la définition de f(z).
On peut comprendre dz comme la base d’un rectangle (dz = x9 — x1 = h lorsque 1 = x et
x9 = x + h) dont la hauteur serait f(x1) (soit f(x) lorsque z1 = z); 'intégrale est alors la
valeur limite de la somme des aires de ces rectangles pour x variant de a a b.
Ce calcul d’aire remontant & Archiméde a souvent été étudié dans les classes antérieures.
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-
PROPRIETE 3.9 (PosITIVE MONOTONE) Soit f une fonction continue, positive et monotone sur

un intervalle [a, b]. La fonction F' définie pour tout x de [a, b] par F(x) = / f(t) dt est la primitive
de f sur [a,b] qui satisfait la condition F'(a) = 0. ‘
\

DEMONSTRATION Supposons f croissante sur [a, b] (raisonnement analogue pour f décroissante).
: Encadrons F(z + h) — F(z) pour un x de [a, b] tel que si h assez petit z + h € [a,b] :

z+h T
Fx+h)—F(z)= / f(t)dt — / f(t) dt est laire sous la courbe de f entre x et x + h.
Comme f croit sur cgt intervalle d’a(rlnplitude h, cette aire est comprise entre hf(z) et hf(x + h)
d’ou 'encadrement : hf(z) < F(z+ h) — F(z) < hf(z+ h).
En divisant par A > 0 on obtient f(z) < w < f(xz+ h).
Comme f est continue, on a lim flz+h)=f(x).

D’apres le théoreme des gendarmes on en déduit hlggl w = f(x).

: Faisons de méme pour un z de [a, b] tel que si |h| < 0 assez petit x + h € [a,b] :

T z+h

F(z)—F(z+h)= / f(t)dt — / f(t)dt est laire sous la courbe de f entre x + h et x.

Sur cet intervalle d’a?nplitude |h Z —h, cette aire est comprise entre —hf(x + h) et —hf(z) d’on
Iencadrement : —hf(x +h) < F(z) — F(x + h) < —hf(x).
En divisant par —h > 0 on obtient f(z + h) < %IW < f(x), soit

S+ h) < FEREEE < f (@),
Comme f est contlnue on a hh]%l flz+h)= f(x).
o
z+h)—F(x
D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit lim % = f(x).

h—0—

Finalement, pour tout réel x de l'intervalle [a,b], F est dérivable en x et F'(z) = f(x).
Cela prouve que F est une primitive de f sur [a, b].
a

Comme, de plus, F'(a) = / f(t)dt =0, F est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule pour = = a.
a

Remarques :

+ Dans 'expression / f(t)dt, les bornes de l'intervalle d’intégration contenant la variable x, il

serait ambigu d’utiliser cette variable pour la fonction a intégrer (partie f(¢)dt¢ de
Iexpression). La variable ¢ utilisée alors est une variable muette qui peut étre remplacée par
n’importe quelle lettre, du moment qu’il n’y ait pas d’ambigiiité. C’est exactement comme
n
lorsqu’on écrit, par exemple, la somme des n premiers carrés S, = 5 k2.
ke
+ Dans ’hypothése d’une fonction qui est continue et positive mais pas monotone, cette
propriété reste valable. L’intervalle [a, b] est alors découpé en petits intervalles sur lesquels la
fonction est monotone et la relation de Chasles (voir plus loin) permet la généralisation.
+ Pour f(x) = 0,52+ 0,5 les primitives de f sur [0, 2] s’écrivent 0,252% + 0,5z + ¢, celle qui
s’annule en 0 a pour coefficient ¢ = 0. D’apreés la propriété, on en déduit
x

F(x) = /0 f(t)dt = 0,2522 + 0,5z et, en particulier,

2
F(2) = / f(t)dt =0,25x 22 40,5 x2=1+1=2 ce qui avait été obtenu précédemment.
0

PROPRIETE 3.10 (CALCUL (1)) Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b].

b
Si la fonction F' est une primitive de f sur [a, b] alors / f(t)dt = [F(2)]> = F(b) — F(a).

a
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x
DEMONSTRATION Pour z € [a, b], la fonction / f(t) dt est la primitive de f qui s’annule en a.

Les primitives Fy de f sur [a,b] s’écrivent donc / f(t)dt + k avec k réel quelconque.

On en déduit que Fi(b) /f dt + k — /f dt+k: /f dt—/f dt.
Mais comme / f(t)dt =0, on en déduit que Fi(b) — Fi(a / f(t)dt et comme le réel k

disparait, on peut utiliser n’importe quelle primitive F' de f et ainsi F'(b / f(t)

3.b. Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

-
PROPRIETE 3.11 (CONTINUE) Soit I = [a, b] un intervalle.

Toute fonction continue sur I admet des primitives sur 1.

DEMONSTRATION Comme f est continue elle admet un minimum sur [a, b], notons-le m.
Autrement dit Vz € [a,b], f(x) > m < f(x) —m > 0.

En posant g(z) = f(x) — m, la fonction g est continue et positive.
xT

Elle admet donc la primitive G, (z) = / g(t)dt.

La fonction F' définie par F(x) = Ga(x)a+ max est une primitive de f sur [a,b] car
Fl(x) = Go(x) + (mx) = g(z) + m = f(x).

,
PROPRIETE 3.12 (CALCUL (2)) Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].

b
Si la fonction F' est une primitive de f sur [a, b] alors / fit)dt = [F(a:)]z = F(b) — F(a).
a

\\

Remarques :

+ Dans les deux derniéres propriétés on a utilisé la notation [F(x)]z pour désigner F'(b) — F(a).

Cette notation est courante car elle permet d’introduire la primitive de f utilisée pour le
b

calcul de l’intégrale/ f(t)dt.
a

! 1 1
Par exemple on écrira / e tdt = [—e_x]o = el (—e0)=1-"=.
e

+ On remarque ici que le calcul de I'intégrale est inchangé : du moment que I'on connait une
primitive de f sur [a,b] — peu importe la constante additive k (on prendra k = 0) — quelque
soit le signe de f, on peut calculer 'intégrale de f entre a et b. Ce qui change, ¢’est que si il y
a des parties oul la fonction est négative, cette intégr;?le ne représente plus laire comprise entre

la courbe de f et I’axe des abscisses. Par exemple / cos(t) dt = [sin(z)]g = sin(m) —sin(0) = 0
0

(les deux parties de aire s’annulent, celle en-dessous de ’axe étant comptée négativement).

PROPRIETE 3.13 (AIRE) Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a, b].
L’intégrale de a a b de la fonction f est I'opposée de l'aire (exprimée en u.a.) de la partie du plan
a<z<b

contenant les points M (x,y) tels que ,
P () tee {f(x)<y<o
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DEMONSTRATION Rappelons-le, le plan étant muni du repére orthogonal (O, I, J), les aires
mesurées en u.a. (aire du rectangle de cotés [O1] et [OJ]) sont des grandeurs positives.

La fonction f étant continue admet une primitive notée F et, d’aprés la propriété 3.4 de linéarité des
prlmltlves la fonction —f admet pour primitive la fonction —

Ainsi / () dt = [-F@)) = —(F(b) - / (b dt.
Or, f étant négative sur [a,b], —f est posmve I’ mtegrale entre a et b de — f est I'aire sous la courbe

de —f qui, par symétrie par rapport a 'axe des abscisses est égale & l'aire au-dessus de la courbe de
f. Celle-ci est donc U'opposée de l'intégrale entre a et b de f.

EXEMPLE 27 — Soit f la fonction définie par f(z) = 22 — 4
La fonction f est négative sur l'intervalle [—2,2].
2 3 29 (—2)3 16 32
t)ydt=|— —4 =——4x2- 4x(-2)=— —16—=—— =~ —10,7.
L0 {3 42 3 Tax )= 3
Cette intégrale est négative car la fonction est négative ; sa valeur absolue est égale & ’aire comprise

entre la courbe de f et l'axe des abscisses.

y=-/(x)

A=-F(b)+F(a) > 0

-A=F(b)-F(a) <0

y=£(x)

Pour quelle valeur de x > 0 a t-on / f(t)ydt=07?

Autrement dit, pour quelle valeur de x > 0 a t-on / ft)dt = / f(t)d

_ 32 23 23 23 32
Ilfautresoudrelequatlon/ f(t) @){—4} :—<:>——4x——+4><2——
3 3 9 3 3 3 3

Cette équation est du 3¢ degré @—4x+%2+24:0<:>x3—12x—16:0<:>x:—2 ouz =4.
4 —2 2

Ainsi, on a / f(t)dt = 0 (on passage, on obtient également / f(t)dt = —/ f(t)de).
-2 2 —2

L’aire en-dessous de la courbe de f entre 2 et 4 égale I'aire au-dessus de la courbe de f entre —2 et 2.

64
Entre —2 et 4, l’aire comprise entre ¢ et I'axe (Ox) est —/ f(t)de +/ fit)dt = 3
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3.c. Propriétés algébriques

PROPRIETE 3.14 (RELATION DE CHASLES) Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].

Pour tout réel ¢ € [a, b] ona/bf(t)dt:/Cf(t)dt—i—/bf(t)dt.

Remarques :
+ Cette proprlete se justifie & ’aide de la propriété 3.12 car :

— [1wa=rik = Fe) - Fa)

— [(rwars [ wae= R+ FEIE = FE - Fla) + FO) - FQ) = FO) - F).
+ On peut generahser le calcul intégral sur un intervalle I ol la fonction f est continue : si deux

nombres a et b appartiennent a I (sans avoir nécessairement a < b) / f(t)dt = / f(t)de

a
En effet, la relation Chasles sera satisfaite si on a / f(t)dt + / f(t)dt = / f(t)dt =0.
b
+ Avec cette propriété, les fonctions définies par morceaux sont facilement intégrables.

1
f(z) = —2x+ 1 pour z < = 5
Par exemple f: x +—— |22 — 1| est définie par

—_

2

1
—2t+1dt+/ 2t — 1dt = [—a® + ]2,

f(z) =2z —1 pour x >

1

Par conséquent I = / ft)dt = / ) + [332 _ ZL']21
~1 1 2
On obtient / = —% +1 — (=1—-1)+4—2— (3 — 3) =3 (ce qui est facilement vérifiable)

~ _—

-
PROPRIETE 3.15 (LINEARITE) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b].

e [ +gm = [ ras [ gwa
b b
. VAGR,/ /\f(t)dt:/\/ (b dt

b b b
D’une fagon générale, V(\, u) € ]RQ,/ (Af(t) + pg(t)) dt = )\/ f(t)dt+ ,u/ g(t)dt
\ a a a y

DEMONSTRATION Ces propriétés découlent de la propriété 3.4 : si F' et G sont des primitives de f et
g alors F'+ G est une primitive de f 4 g et, pour tout réel A\, A\F est une primitive de \f.
11 ne reste plus qu’a appliquer la propriété 3.12 et les propriétés de ’addition et de la multiplication :

b b b b b b
| 0 +9) dt = [P@) + Gl = P@L+ G = [ rwae+ [“gtar

[ Mwar=nrak = aE@L = [
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23
1422

1
On souhaite calculer / f(t) dt mais on ne connait pas de primitive de f.
0

EXEMPLE 28 — Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) =

3 3 2
) »r+r—z x°+zx x x(z®+ 1) x x

On écrit alors f(x) = = - = — =x— .

n éarit alors f() 1+ a2 1+22  14a? 1+ 22 1+ 22 1+ 22

T —1
On remarque que — 5 est de la forme - avecu =2+ 1et v/ =2z
14+ 2 u
-1 —14/
Comme u est positive sur [0, 1], on sait que > In u est une primitive de — —.
U

On peut donc calculer notre intégrale :

1 221" [-Im(14+2%)]" 1 W2 Il 1-In2
t)ydt = | — —_— | == — 4+ — = ~ 0,1534264
/Of() {2}0+{ 5 L 5- 5t 5 0, 153426

,
PROPRIETE 3.16 (INEGALITES) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b].
b

.vxe[a,b],f(x)>o:>/ F(t)dt >0 .vxe[a,b],f(x)<0:>/bf(t)dt<o

e € o, i) = o) — /abf(t) dt > /abg(t) dt

DEMONSTRATION 2 La 1™ proposition est justifiée par la définition 3.3.
Si 'on part de la propriété 3.9 caractéristique de l'intégrale, la fonction F' définie pour tout = de
x

[a,b] par F(z) = / f(t)dt est dérivable : F'(z) = f(x) et f(x) > 0= F'(z) > 0.

a

b
F est croissante donc x > a = F(z) > F(a) = 0 d’ou / f(t)dt = F(b) = 0.

2 La 2¢ proposition repose sur le méme type d’argument : f(z) < 0 = F’(x) < 0. La fonction F est
T b
décroissante et donc F'(z) < 0, soit Vz € [a, b],/ f(t)dt = F(z) < 0d’ou / f(t)dt = F(b) <0.
a

a
:) 3¢ proposition : en posant h(z) = f(z) — g(x), on a
() 2 g(z) <= f(x) — g(z) 2 0 <= h(x) > 0 et on est alors ramené a la 1™ proposition :
0

/hdt0<:>/f g(t)dt >

et la propriété 5.8 de linéarité permet de conclure.

EXEMPLE 29 — Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(z) = x2e®.
1
On ne connait pas de primitive de f aussi on souhaite encadrer / f(t)de

Onsaitque,pour—l <lonae ! x<el<:> < xée.

En multipliant par 2 > 0 on obtient I’encadrement x— g f(z)<e

3
On en déduit que / - dt < / f(t)dt < / et? dt <= {} / f(t) {et } :
-1 ~1 -1 1

1 2
On en déduit % < / ft)dt < ;, soit approximativement 0,3 < / f(t)dt < 1,8.
-1 ~1

25
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3.d. Intégration par parties

,
PROPRIETE 3.17 Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a,b], telles f/ et ¢’

b
soient continues sur [a,b]. On a / fg' () dt = / f(t

\\

DEMONSTRATION On sait que, par produit de fonctions dérivables, la fonction fg est dérivable sur
la,b] et (fg) = f'g + fg'. Par conséquent ¥z € [a,b], f(x)g'(x) = (fg)'(z) - f'g(a).

Par somme et produit de fonctions continues, les expressions dans chacun des membres de cette
égalité sont continues. Elles admettent donc des primitives et sont intégrables. Par unicité de
l'intégrale, les intégrales sur [a,b] des deux membres sont donc égales :

b
/f /Rﬂ&ﬁﬂ—f@mﬂdt
—/ &—/f
— (g )1L - / F(©)g(t) dt

1
EXEMPLE 30 — Reprenons la fonction de 'exercice 29 et calculons cette fois / t2et dt.
-1

L’intégration par parties se fait ici en deux étapes successives :

Etape 1| Posons u/(z) = €* et v(z) = x2.

La fonction u : 2 — €” est dérivable, sa dérivée u/(x) = €® continue sur [—1,1] C R.
La fonction v : x — 2% est dérivable, sa dérivée v'(x) = 2x continue sur [—1,1] C R

On a /_11 W (to(t) dt = [u(t)o(t)]:,; — /1 u(t)v'(t) dt, c’est-a-dire /1 t2et dt = t2 ¢ 2/ tet dt.

-1 -1

Etape 2 | Posons u/(z) = €* et v(z) = .
Les fonctions u et v définies par u(z) = e* et v(z) = x sont dérivables et leurs dérivées v’ et v’
définies par u/(z) = e* et v'(x) = 1 sont continues sur [—1,1] C R. Ainsi :

/_11 t2et dt = [t%ﬂl_l _9 {[tet]l_l B /_11 o dt}
=[]t 2]’ - [¢]"]

“2|(e+ ) - (e-2)]

Remarques :

+ L’intégration par partie est utile lorsqu’on ne dispose pas de primitive de la fonction & intégrer
comme c’est le cas dans notre exemple et d’une facon générale lorsque cette fonction & intégrer
est le produit d’un polynéme (facile & dériver) par une fonction dont on connait une primitive.

+ A Dinverse on peut utiliser la primitive du polynéme et dériver la fonction qui constitue
I'autre facteur. Par 3xemple, pour déterminer une primitive de la fonction In,

on calcule I(x) = / Intdt en posant v(t) =Int et v/(t) =1, on a v'(t) = } et u(t) = .
1

z 1

On a ainsi I(z) = [tInt]] — / t x gdt =zlnr—-0—[t]] =zlhz—z—1.
1

Cette fonction I(x) est une primitive de Inx.

Généralement on lui préféere celle qui n’a pas de constante zlnx — x.

+ On retiendra que si deux fonctions sont égales sur un intervalle leurs intégrales sur le méme
intervalle le sont aussi (la réciproque de cette propriété est généralement fausse).
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3.e. Calculs de grandeurs

-
PROPRIETE 3.18 (CALCUL D’AIRE) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b]
ou Vx € [a,bl], f(z) < g(x). L’aire (exprimée en wu.a.) de la partie du plan contenant les points
M(z,y) tel {“@gb t/b (t) — f(t)dt

z,y) tels que es g(t) —
flx) <y <g(z) a

DEMONSTRATION 2 Dans le cas ol les deux fonctions sont positives, d’aprés la définition 3.3 :

b
Comme Vz € [a,b], f(x) >0, Af = / f(t)dt est I’aire entre € et I'axe (Ox) pour a < < b.

b
Comme Vz € [a,b],g(z) >0, A, = / g(t) dt est l'aire entre €, et I'axe (Ox) pour a < = < b.

Par soustraction de ces grandeurs, /ilg — Ay est laire entre les courbes 6, et ¢y pour a < x < b.
b b b

La linéarité de l'intégration permet de conclure (/ g(t)dt — / ft)dt = / g(t) — f(t)de).
a a a

2 Dans le cas général, comme f et g sont définies sur [a, b] et comme Vz € [a,b], f(x) < g(x),
il existe un minimum m tel que Vz € [a,b],m < f(z) < g(x).
Les fonctions f —m et g —m sont donc toutes les deux continues et positives sur [a, b], d’aprés ce qui

précede l'aire entre les courbes €y, et €f_p, est / g(t) —m — (f(t) ) dt = / g(t
a

EXEMPLE 31 — Calculons I'aire entre les courbes des fonctions sin et cos pour = € [7, 51].

J’ai choisi ces bornes qui sont deux solutions successives de I’équation sin(z) = cos(x) pour m’assurer
que sur tout 'intervalle une des fonctions est supérieure & l’autre, ici on a sin(x) > cos(z). L’aire
colorée & gauche sur le graphique ci-dessous est égale & :

5m 5m 57

/4 sin(z) — cos(z) dt = / ) sin(x) dt—/4 cos(z) dt
I T z
s 5m
= [~ cos(a)]# — [sin(z)]
4 4
(2T 4 cos( D) — sin(2) + sin( )
= —cos(—) + cos(—) — sin(—) + sin(—
4 4 4 4
V2 V2 V2 V2
=—+—FF+ -+ =2Vv2
2 * 2 2 + 2 \f
] cos(x)
05 . . hl/(jl,‘)
sin(x) 0® 1 15 2 25 3 35 4 2
-1 1 2 3 4 x=5 5 7
Inz

Calculons I'aire entre la courbe de la fonction f:x —— z — et la droite d’équation y = = pour

> 1. J’ai choisi cette borne inférieure car pour z =1 on a z — f(x) = IHTI =0.

Pour x>=1l,onazx— f(x)= h”” > 0 et a pour limite 0 : la droite est asymptote & €.

T Int
Jen déduis que A(z) = / DT dt est 'aire colorée & droite sur le graphique ci-dessus.
1

Intégrons par parties en posant v/(t) = 1 et v(t) = Int; on a alors u/(t) = Int et v(t) = 1.
Int Int
/ DT dt = [ (t)]f - / HT dt. On remarque alors que 2A(z) = [an(t)]x = Az) = M%
1 1

On a A(5) = "20) ~ 1,295 et A(5000) = 22C20 & 3697 mais lim A(z) = +o0.

T—-+00
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PROPRIETE 3.19 (CALCUL DE VOLUME) L’espace est muni d’un repére orthonormal (O, I, J,
L’unité de volume (notée u.v.) est le volume d’un cube de cotés [O1].

On considére la portion d’un solide délimité par les plans paralléles d’équations z = a et z = b
avec a < b et on note . (t) laire de la section du solide par le plan d’équation z = ¢.

b
Si . est une fonction continue sur [a, b] alors le volume de cette portion de solide est / S (t) dt.
a
\ y

EXEMPLE 32 — Calculons le volume d’un coéne de révolution de hauteur h et de rayon R en
choisissant un repére orthonormal (O, ;, j, l;) avec O au centre de la base et le vecteur k orthogonal
au plan de la base. Si on coupe ce cone selon un plan paralléle a la base de cote z = ¢, la section de ce
cone est un disque d’aire 772 ot r est le rayon de cette section.

Le théoréme de Thalés nous permet d’exprimer r en fonction de R, h et ¢ :
r h—t Ryl h—t>2 TR2(h — t)?
—_ = =T = ==
R h h h?

Le volume du cone est donc #'(h) = /
0

t
. L’aire de la section est donc 7 (R X
h wR?(h —t)?
B2
Pour ce calcul on aura besoin d’une primitive de (h — x)? :

dt.

2 a2 7 Mo\ — Uj . —(h—z)°
(h — ) est de la forme —u'u® avec u(xz) = h — x et v/(z) = —1, sa primitive est 7 soit 3

vy == ™ /h(h 42t
0

h2
TR [—(h—t)*]"
- R? 3 0
B TR2 0 h73 B TR2h3 B TR2h
O h2 31  3»2 3

Calculons le volume d™une sphére de rayon R en doublant le volume d’une demi-sphére.

On choisit un repére orthonormal (O, Z, j, E) avec O au centre de la sphére et on coupe cette sphére
par un plan de cote z = t, la section de cette sphére est un disque d’aire 772 ot  en est le rayon.
Le théoréme de Pythagore nous permet d’exprimer r en fonction de R et t :

R’ =12 4+7? <= 12 = R? — > = r = vVR?2 — 2. L’aire de la section est 7 (\/R2 - t2)2 = n(R? —1?).

R
Le volume du cone est donc ¥ (R) = 2/ m(R% —t%)dt -
0

Y (R) =2 (/ORWR2dt—/OR7rt2dt)

R
_ 9 1R 3
_2<[7TR t]o — 713}0)
3 4 3
:WRg—ﬂ%: Wf

Dans les deux cas, on retrouve bien les formules rencontrées, sans justification, au collége.
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DEFINITION 3.4 (VALEUR MOYENNE) La valeur moyenne d’une fonction continue sur [a,b] est

1 b
le nombre réel p = P / f(t)de.

Remarques :
+ Si f est positive, sa valeur moyenne sur [a, b] est l'aire du rectangle de cotés b — a et p car, par
b
définition de l'intégrale d’une fonction positive, cette aire mesure / f(t)dt = pu(b—a).
a
+ En cinématique (étude du mouvement), la distance parcourue par un solide entre les instants

to
t1 et to animé d’une vitesse instantanée v(t) est donnée par / v(t) dt.
1

Si v(t) =12+ 5t (t en s et v en m~1.s) alors la distance parcourue en deux minutes (120s) est

/120 2 stdr— F . 51&2} 1200 L 5x120°
0 3 2 |, 3 2

atteinte au bout de 2 min est égale & 54000 km~1.h).

La vitesse moyenne sur ce parcourt est v = 61122%00 = 5100 m~1.s, soit 18360 km~'.h.

= 612000 m soit 612 km (la vitesse

,
PROPRIETE 3.20 (EXISTENCE) Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et soit u, la )

valeur moyenne de f sur [a,b]. Il existe au moins un réel ¢ de [a, ] tel que f(c) = p.
\

DEMONSTRATION Cette propriété découle du théoréme des valeurs intermédiaires :
La fonction [ étant continue sur [a, b] elle admet un minimum m et un maximum M et, pour tout
x € [a,b], on am < f(z) < M. En intégrant cet encadrement entre a et b, on obtient

/mdt / (t)dté/bMdt, soit m(b—a)g/bf(t)dth(b—a) et,

1 b
endivisantparb—a>0,ilvientm<bi/ fO)dt < M <= m<pu< M.
—a

a
La fonction f étant continue et I'image de U'intervalle [a, b] étant [m, M], le TVI implique qu’il existe
au moins un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = p.

Remarques :

b
+ L’encadrement obtenu m(b —a) < / f(t)dt < M(b— a) est valable a la seule condition que f

soit continue. Si de plus f est positigle, il montre que I’aire sous la courbe de f est compris
entre ’aire des rectangles de longueur b — a et de hauteur m et M.

+ Si la fonction est strictement monotone sur [a,b] le réel ¢ tel que f(c) = p est unique, la
fonction f réalisant alors une bijection de [a, b] vers [f(a), f(b)] si f est croissante, vers
[£(b), f(a)] sinon.

Dans notre exemple en cinématique ci-dessus, la fonction v est strictement croissante donc il
existe un moment de U'intervalle [0, 120] o la vitesse atteinte est ¢gale a la vitesse moyenne
v = 2040 m~'.s. Pour le trouver, résolvons I’équation v(t) = 5100 <= t? + 5t — 5100 = 0.

5V 817—-5
2

On trouve t = ~ 68,958 m ; vérifions cela sur un graphique :

00
(0.5100)

Aire — 611999.989
2000

2?45z
(65958, 0)

0 5 10 15 20 2 3 % 40 45 0 6 60 6 70 75 8 8 9 9 100 1056 110 155 120 125




Geomeétrie dans I'espace

Objectifs :
+ Vecteurs de 'espace ; direction d’une droite ou d’un plan, translations
+ Barycentre de points pondérés ; colinéarité, bases et repéres de I'espace
+ Orthogonalité, produit scalaire ; projection orthogonale et distance, vecteur normal
+ Représentation paramétrique d’une droite, équation cartésienne d’un plan ou d’une sphére

Apercu historique : Le début de la géométrie remonte & une lointaine antiquité : Egypte ancienne,
Babylone, Inde, Chine, etc. Les documents trés anciens sont rares et orientés vers les domaines
pratiques (cadastre, architecture). La civilisation grecque produit les premiers écrits théoriques :
Euclide d’Alexandrie a vécu vers 300 av. J.-C. et publié Les Eléments, un livre de référence pendant
des siécles. Il y déduit par des démonstrations, les propriétés des objets qu’il définit & partir d’un jeu
réduit d’axiomes. La géométrie constitue une part importante des Elements : géométrie plane (livres
[ a IV et VI); géométrie dans l'espace (livres XI & XIII).

Au xvIr® siécle, René Descartes (1596-1650) définit la notion de repére et développe ce qu’on appelle
aujourd’hui la géométrie analytique : la position des points de ’espace étant connue par leurs
coordonnées (x, y z), les problémes géométriques sont traités par des calculs algébriques. Pierre de
Fermat (vers 1600-1665) est le premier & faire un usage systématique des coordonnées pour résoudre
les problemes de lieux géométriques. Mais dans les notations de Descartes, contrairement a Fermat,
les constantes sont continuellement notées a, b, ¢, d, ... et les variables z, y, z.

Le terme « vecteur » qui apparait en francais avec Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) vient du
latin vector (du verbe vehere : transporter). Bernard Bolzano (1781-1848) publie un livre o,
axiomatiquement comme Euclide, il introduit ’addition et la multiplication des vecteurs. Jean-Victor
Poncelet (1788-1867)et Michel Chasles (1793-1880) affinent les travaux de Bolzano tandis que August
Ferdinand Mobius (1790-1868) développe le systéme des coordonnées barycentriques.

Au x1xe¢ siecle, Hermann Grassmann (1809-1877) établit les fondations de la théorie des espaces
vectoriels et de lalgébre linéaire a partir de ses travaux sur les marées. Le produit scalaire apparait
assez tard : on en trouve trace en 1843 chez Grassmann et aussi chez William Rowan Hamilton
(1805-1865) qui crée le corps des quaternions (extension des nombres complexes). Un peu plus tard,
en 1889, les travaux de formalisation de la géométrie sont repris par Giuseppe Peano (1858-1932) qui
définit la notion d’espace vectoriel réel et d’application linéaire et associe le produit scalaire a un
calcul de déterminant (aire de la surface orientée du parallélogramme engendré par deux vecteurs,
volume du parallélépipede orienté engendré par trois). Roberto Marcolongo et Cesare Burali-Forti le
définissent & 1’aide seulement du cosinus de ’angle mais sa qualité de forme bilinéaire symétrique sera
ensuite exploitée en algébre linéaire et deviendra définition.

David Hilbert (1862-1943) définit une nouvelle axiomatique de la géométrie euclidienne qui unifie la
géométrie dans le plan et I'espace (1899). Josiah Willard Gibbs (1839-1903), nourri des ceuvres de
Mobius, Grassmann et Hamilton publie entre 1881 et 1884 ses « Eléments d’analyse vectorielle » qui
eut une grande importance. Heaviside (1850-1925) montre que le calcul vectoriel est plus avantageux
que le calcul sur les composantes des quaternions qu’il trouve trop abstrait et inutile en physique. Les
idées vectorielles et linéaires, au départ séparées, sont aujourd’hui toujours associées.
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Dans cette premiére partie, on étend la notion de vecteur du plan vue en 2°¢ et en 1™ & ’espace.

1.a. Calcul vectoriel

( )
DEFINITION 4.1 (DEFINITION) Soient M et M’ deux points de Uespace.

e
La translation qui transforme M en M’ est appelée translation de vecteur MM’ et est noté tw.
—
Le vecteur MM’ a

+ pour direction la droite (M M') ou toute droite parallele a (M M)
+ pour sens sur la droite (M M’), le sens de M vers M’

—
+ pour norme la longueur du segment [MM'], ce qu’on note [|[MM'|| = MM’

Remarques :

+ Quel que soit le point M, le vecteur W est le vecteur nul, noté 6>
La translation ¢ transforme un point M en lui-méme.
Le vecteur nul n’a ni direction ni sens; sa norme est nulle.
+ Deux vecteurs sont égauzr si ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

. . e
Si la translation tar transforme N en N’ alors les vecteurs MM’ et NN’ sont égaux.

e T
On peut traduire I’égalité vectorielle MM’ = NN’
— dans le langage des figures : le quadrilatére M M’'N’'N est un parallélogramme
— dans le langage des transformations : t-——(N) = N’ (I'image de N par . est N')
On nomme souvent les vecteurs avec la notation générigue : 7, 7, etc. qui n’utilise pas de

s
points pour désigner un vecteur. Si par exemple U = MM , on dit que MM’ est le
représentant du vecteur d’origine M.

+ En physique, et plus particuliérement en mécanique, on utilise des vecteurs pour représenter
les forces. Un force est une grandeur qui a une direction, un sens, une norme (intensiteé,
mesurée en Newton) et aussi un point d’application (centre de gravité du solide) sur lequel
s’exerce cette force.

DEFINITION 4.2 (ADDITION) Soient @ et ¥ deux vecteurs et A un point de Uespace.
Si B et C sont les points tels que U = E et U = B? alors @ + U = B

Remarques :

+ Quand W et U sont donnés, on peut construire le vecteur U+ a partir de n’importe quel
point. En partant d'un point O : si U= O? et U = ]@ alors U + U = @

+ Si B est donné, on peut écrire ﬁ = ﬁ + B? ou 1@ = ﬁ + lﬁ; tout point M tel que
xﬁ = m + MC convient ; cette propriété s’appelle relation de Chasles. Autrement dit, la
translation qui transforme A en C peut étre décomposée en un translation qui transforme A
en M puis une translation qui transforme M en C. Peu importe par ol on passe pour aller de
A en C. On se sert souvent de cette relation pour décomposer un vecteur en somme de deux
ou plusieurs vecteurs : ﬁ = zﬁ + B? + @

+ La régle du parallélogramme : A étant donné, si B et C sont les points tels que U = ﬁ et
o = 1@ alors le vecteur @ + U est égal au vecteur E ol D est le 4° sommet du
parallélogramme BACD. En effet, BAC'D est un parallélogramme si et seulement si
ﬁ = @ et donc ﬁ + /ﬁ = zﬁ + ﬁ = E d’aprés la définition 4.2.
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e N
DEFINITION 4.3 (1\_/[>ULTIPLICATION PAR UN REEL) Soient @un vecteur de l’espagz et k un réel
Sik#0et W # 0 alors kT est un vecteur qui a Sik:zOouz: 0
+ méme direction que U alors ki = 0
+ méme sens que @ si k > 0, le sens contraire si k < 0
+ une norme égale a U |k| x ||
\ J
Remarques :
+ Avec des points : si B = kﬁ alors, dans tous les cas, on aura AC = kAB.
Si, de plus, k > 0 alors C € [AB) mais si k < 0 alors C € (AB) et C ¢ [AB).
+ La notation de cette multiplication est généralement omise : on écrit k:ﬁ, 2AB, %C@
Dans certains textes, elle est notée avec un point : k - 7, 2. zﬁ, %1 . @
/l/ I// / /l/ I// IA
/,/ ' I,/ IB f@
/l /l B
/ IC
04 AB
7 CD
, YD
I/I 1/ I/I 1/ A ﬁ
//l /// /l //l /// / C
U =k avec k < 0 ( )//(CD) A, B, C alignés
U = kW avec k>0 —k:C"ﬁaveck:<—1 B :kﬁaveck>1
e “

PROPRIETE 4.1 (ESPACE VECTORIEL) Pour tous vecteurs de ’espace W, Vet W, ona:
Commutativité : @ + 0 = ¢ + o Associativité : (U + 7) +W =1 + 7 - @
0 élément neutre : @+ 0 = 0 + @ % opposé de U : 7—1—(—u) (
L’ensemble des vecteurs de ’espace, noté £, muni de 'addition est un groupe commutatzf
La multiplication par un réel, confére au groupe (€, +) la structure d’espace vectoriel, noté (€, +, ),
car V(U, 7, W) € 3 et V(k, k') € R? :
Distributivite 1 : k(7 + ¥) = kd + k7 Associativité : k(W) = (k x KU
Distributivité 2 : (k+ k)W = kd + k' 1 élément neutre : 17 =

\

DEMONSTRATION Ces propriétés qui découlent des définitions sont admises ici.

Remarques :
- ; 7 . . o, — — — . . 5. .
+ Dire qu'un vecteur « est une combinaison linéaire des vecteurs ui, us et uj signifie qu’il existe

des réels x, y et z tels que U = zui + y172> + 2173 Dans ’espace, si on connait trois vecteurs
ui,ub, uh dont toute combinaison linéaire nulle implique des coefficients tous nuls, autrement
dit zu] + yub + zub = 6) = (x,y,2) = (0,0,0), alors (17{,175,173) est une base de £.

1l existe de nombreux exemples d’espaces vectoriels, dont les éléments ne sont pas appelés
vecteurs : I’ensemble des polynémes, celui des matrices de dimensions n X p et celui des
fonctions continues, pour n’en citer que trois, munis de 1’addition et de la multiplication par

un réel sont des espaces vectoriels.
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1.b. Droites et plans de I’espace

DEFINITION 4.4 Deux vecteurs de I'espace U et ¥ non nuls
sont dits colinéaires s’il existe un réel k tel que U =kv. = U

Convention : Le vecteur nul 0 est colinéaire a tous les vecteurs.

Colinéaire signifie « sur une méme ligne ».
Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement si ils ont la méme direction.
Traduction dans le langage des figures :

+ AB et OD sont colinéaires < (AB)//(CD)

+ A—B> et l% sont colinéaires <= les points A, B et C sont alignés

DEFINITION 4.5 (VECTEUR DIRECTEUR) Soit d une droite.
On appelle vecteur directeur de d tout vecteur non nul ayant la méme direction que d.

Remarques :
+ Une droite posséde une infinité de vecteurs directeurs qui sont tous ,
colinéaires entre eux, puisque de méme direction. Si A et B sont deux ,
points distincts de la droite d alors les vecteurs f@ et Vk € R*, k@ '
sont des vecteurs directeurs de d
+ On peut définir une droite par la donnée d’un point et d’un vecteur
directeur. La notation d(A,ﬁ) désigne la droite passant par A de
vecteur directeur . v
Sur mon illustration, d = d(A, @) et B € d(A, @), on a donc d =
(AB) et comme U = AB on a aussi d = d(A, 7). -
+ D’une facon générale M € (AB) <— AM et AB sont colinéaires. L
On a aussi M € d(A, W) < 3z € R, AM = 2. L
Dans cette derniére formulation i est une base de cette droite, A P B
est I'origine d'un repére (A, 7) dans lequel z est ’abscisse de M. '

( )
PROPRIETE 4.2 (POSITION RELATIVE DE DEUX DROITES) Soient deux droites d et d’ dont les

vecteurs directeurs respectifs sont U et .
+ Si W et ¥ sont colinéaires alors d et d’ sont coplanaires (dans un méme plan) et paralléles,
éventuellement confondues
+ Sinon, d et d’ sont sécantes en un point et coplanaires ou bien non-sécantes et non-

coplanaires
\ J

Sur le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH
+ (BE) et (CH) sont coplanaires et paralléles, de méme
pour (CQG) et (DH)
+ (CH) et (DG) sont sécantes en un point et copla-
naires, de méme pour (AD) et (DH)
+ (BE) et (AD) sont non-sécantes et non-coplanaires,
de méme pour (BE) et (DG) ’ 4

Attention a la perspective! Deux droites peuvent sembler sécantes alors qu’elles sont non-coplanaires,
comme (AD) et (GH). Deux droites peuvent sembler paralléles alors qu’elles sont non-coplanaires,
comme (PQ) et (RS) sur le tétraedre PQRS de droite.
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e \
DEFINITION 4.6 (PLAN) Soient A un point et @ et ¥ deux vecteurs non colinéaires de l'espace.
Le plan (A, W, U) est définit par les droites sécantes d(A, W) et d(A, V).

(W, ¥) est un couple de vecteurs directeurs du plan (A, , 7) qui définit sa direction.
\

( )

PROPRIETE 4.3 Un point M appartient au plan P = (A,ﬁ, 7) si et seulement si il existe un
couple de réels (z, y) tel que AM = U +yU.
\

DEMONSTRATION Les vecteurs @ et ¥ étant non- colinéaires, ils définissent une base du plan P.
Le triplet (A, U 7) est par conséquent un repeére du plan 77

Cela implique qu’il existe un couple de réels (z, y) tel que AM —2d +y7.

Réciproquement, supposons qu’'un point P vérifie I'égalité ﬁ =2 + y7 P appartlent ilapP?
Le couple de réels (x, y) étant donné, on peut 1u1 associer un point M € P tel que AM =2 +y7.
Comme cela conduit & AM = AP <— Mﬁ = O , on en déduit que M = P et donc P € P.

e N
DEFINITION 4.7 (COPLANAIRITE) Soient P = (A, @, ) un plan et @ un vecteur de 'espace.
L 7, o et W sont coplanaires si et seulement si il existe un point D € P tel que E = .

,
PROPRIETE 4.4 Soient (7, 7) un couple de vecteurs non-colinéaires et @ un vecteur de 'espace.

7, U et W sont coplanaires si et seulement si il existe des réels x et y tels que W =zd + y?
\ J

DEMONSTRATION En choisissant un point A quelconque, le triplet (A, , 7) définit un plan P.
D’aprés la définition, 7, T et W sont coplanaires si et seulement si il existe un point D € P tel que
AD = W, et on a vu dans la propriété 4.3 que cela équivaut & Iexistence d’un couple de réels (z, y)
tel que ﬁ —zd + y?. La conclusion en découle.

Remarques :

+ Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si un de ces vecteurs est une combinaison
linéaire des deux autres. Cela g’établit généralement par le calcul vectoriel :
Supposons que A, B, C soient trois points non alignés. Ils définissent le plan (A, E 1@
noté (ABC). Supposons qu'un point D verlﬁe 3DA - 2DB + DC=T.AtonDe (ABC’) ?

— — —

On a 3DA — 2(DA + AB) + (DA + AC) = 0 < (3— 2+ 1)DA = 24B — AC d'on
AD = —AB + 11@ Conclusion : D € (ABC), les vecteurs E AC ot AD sont coplanaires.

+ Trois vecteurs non-coplanaires forment une base de ’espace. Si zﬁ zﬁ et ﬁ sont
non-coplanaires alors D ¢ (ABC'), ABCD est un tétraédre — une pyramlde a base triangulaire

PROPRIETE 4.5 (POSITION RELATIVE DE DEUX PLANS;

— dont le volume n’est pas nul.
Soient deux plans P et P’. A

{i

+ Sinon les plans P et P’ sont sécants.
Leur intersection est une droite d.

i

+ S’ils ont méme direction, P et P’ sont paralléles, /
éventuellement confondus. Plans paralléles \)
Plans sécants
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( )
PROPRIETE 4.6 (POSITION RELATIVE D’UNE DROITE ET D'UN PLAN)

Soient P un plan de direction (W, V) et d une droite de vecteur
directeur .
+ Si 7, 7 et W sont coplanaires, d est strictement paralléle & P
(dy NP = 0) ou incluse dans P (ds C P).
+ Sinon d perce le plan P en un point M (ds NP = {M}).

1.c. Bases et reperes de I'espace

DEFINITION 4.8 Une base de 'espace est un triplet (7, 7, ﬁ) de vecteurs non coplanaires. Un
repére est un quadruplet (A, U, E?) ol A est un point, appelé Origine, et (7, v, E?) une base.

Remarques :

+ Dire que la base (O*}7 O—}, O—I>() est normée signifie que 07}, w et O—I>( sont de méme longueur.
Ils sont de norme unitaire : |01 = [|0J]| = |OK| = 1.
Une base normée (Of,0J,0K) est dite orthonormée si et seulement si elle est orthogonale,
c’est-a-dire que (OI) L (OJ), (OI) L (OK) et (OJ) L (OK). Comme on le verra dans la
propriété 4.18, on ne peut calculer des distances que si on utilise un repére orthonorme

+ Un quadruplet (O, 1, J, K) de points non coplanalres constitue le repeére (O, O_[> 07 OK).
Ce repére est noté indifféremment (O, O—1> CT]} OK) ou (O I,J, K)

_>
Dans la suite, on prendra souvent (i = Of, j = OJ, k = OK) comme base.

oyl
Q|
~

base orthonormée base orthogonale base quelconque

-
THEOREME 4.1 Soient ( j k) une base et O un point.

+ Pour tout vecteur 7, il existe un unique triplet de réels (x, y, z) tel que U=zxi +y j —|—z£>.
— - 'S
+ Pour tout point M, il existe un unique triplet de réels (z,y, z) telque OM =z i +y j +z k.
DEMONSTRATION Soient ( j k) une base et @ un vecteur
Ol =7,0J =7 et OM
Soient O un point et I, J, K et M les points définis par Of = z ,OJ=37 e¢tOM =74

Existence : Projetons M sur le plan (O1.J) parallélement a (OK)

= 2T

i, j et k étant non-coplanaires, la droite d(M, k) coupe le plan (O1J)
% _>

en un pomt M. Par con seguent il ex1ste un réel k tel que M'M = z k

- = =
et 7_>OM OM’+M’M = +zk avec u', i et j coplanaires.
2 et j étant non-colinéaires, la paralléle a (OJ) passant par M’ coupe la

droite (OI) en un point P. De méme, la parallele a (OI) passant par M’
coupe la droite (OJ) en un point Q. OPM'Q étant un parallélogramme

—
par construction, ona OM' = O? + @ (%).
Comme 04}% et z' sont colinéaires, d’aprées la définition 4.4 il existe un

réel x tel que OT =z z et de méme, il existe un réel y tel que Oﬁ =y j
_>

- =
L’égalité (x) s’écrit alors ' =27 +yj .
On a construit les réels , y et z, ce qui assure leur existence.
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Unicité : Raisonnons par ’absurde.
Supposons qu’il existe deux triplets distincts de réels (z,y, 2) et (2/,y/, 2’) tels que
- o -
U=zi+yj +zketd =00 +yj+7Fk.
- - 7 = = = T T et
Onazi —a'i=("U—-yj—zk)—(d—yj—2k)=—yj+yj—zk+2k,soit
/ _> / % / =
(@—a)i =W -yJ+{E-2)k.
i, j et k étant non-coplanaires, cette égalité ne peut étre vérifiée que si (z — '), (v —y) et

(z/ — z) sont nuls :

r—a' =0 r=2a
Y —y=0 <= <{y=1y cequicontredit le fait que (x,vy,z) et (z’,9/,2’) soient distincts.

2 —2=0 z=2

La décomposition d=zi+ y J + 2z k est donc bien unique.

— N
Remarque : Si OM = U = a7+ yj+ zk.

+ x, y et z sont les coordonnées du point M dans le repeére (O, ?, 7, ?)
x est 'abscisse de M, y en est I'ordonnée et z la cote.
+ 2, y et z sont aussi les composantes du vecteur ¥ dans la base (i,7,k).
x est la 1™ composante de 7, y en est la 2° composante et z la 3°.
x
On note ce triplet indifféremment (z,y,z) ou | y
z
s N

PROPRIETE 4.7 (COMPOSANTES) Soient U (x,y, z) et 7(33’, y', 2') deux vecteurs et leurs compo-
santes dans une base (?, Jj, k), A(xa,ya,z24) et B(xp,yp,2p) deux points et leurs coordonnées
dans un repére (O, i, j, k) et A un réel.

» U+ E’} a pour composantes (z +z',y + v,z + 2’)

« AU a pour composantes (Az, Ay, Az) et en particulier —7(—:):, —y,—2)

+ U — u a pour composantes (z —z/,y —y/,z — 2')

x=2x x=0
+ 7:7<:> y=1y et enparticulierﬁzﬁ(z) y=20

z2=12 z=0

+ Le vecteur A§ a pour composantes (g — TA,YB — YA, 2B — ZA)

DEMONSTRATION Ces propriétés découlent des propriétés de ’addition vectorielle, du produit d’un
vecteur par un réel et de l’utilisatiorii;une base de I'espace vectoriel.
Pour le dernier point, AB = OB — OA (relation « soustractive » de Chasles).
OB - = e
OrOB=x2pi +ygj +2k et OA=x21 +yaj +z4k. o
Apres réduction on obtient AB = (xp —x4) i + (yp —ya)j + (2B — z4) k d’ou la conclusion.

EXEMPLE 33 — Soient P(M, u, 7) un plan et d(N, B) une droite avec, dans un certain repére de
espace, (1, —1,0), ¥ (2,0,1), W(—1,2,—3), M(2,1,-1) et N(=2,3,5).

Quelle position relative ont le plan P et la droite d?

Une combinaison linéaire de @ et ¥ sécrit a@ + b7 dont les composantes sont (a + 2b, —a, b).

—1=a+2b a+2b=-1
Si W =awd +b¥ on aurait 2=—a “— a= -2
3=50 b=3

Cela ne se peut pas car alors a +2b = —2+6 =4 # —1 donc @, ¥ et W sont non coplanaires.
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On en déduit que la droite d perce le plan plan P en un point K(«, 3,7).
e
+ Comme K € P, MK(av — 2,8 — 1,7+ 1) est une combinaison linéaire de U et .

a—2=a+2b a—2=a+2b
On doit donc avoir { f—1=—a <= a=1-p
vy+1=5b b=~vy+1

Cela conduit a l’éﬂiatz’on cartésienne du plan P : o+ 3 — 27 —5=0.
+ Comme K €d, NK(a+ 2,5 — 3,7 —5) est colinéaire & .

a+2=—t a=—t—2
11 existe donc un réel ¢ tel queﬁztﬁ(z) B—3=2t <= <{[f=2t+3
v—5=-3t v=-3t+5

Ce systéme constitue 1'équation paramétrique de d.
Comme K =dNP on doit avoir a+ 8 -2y —-5=0,a=—-t—2,5=2t+3 et v= -3t +5.
Le paramétre ¢ doit vérifier —t —2+42t4+3 —-2(-3t+5) —5=0<=Tt—-14 =0t =2.
On en déduit les coordonnées de K : a=—-2—-2=—-4,=2x243=T7Tety=-3x24+5=-1
donc K(—4,7,—1).

On s’intéresse ici a des couples (point, réel) appellés « points pondérés » (des points qui ont un poids).

2.a. Barycentre de deux points

N
DEFINITION 4.9 Soient (A, «) et (B, ) deux points pondérés tels que oo + 3 # 0.
On appelle barycentre de (A, «) et (B, 3) le point G défini par aGA + BC@ =0
J
e )
PROPRIETE 4.8 Soient (A, «) et (B, ) deux points pondérés tels que a + 5 # 0.
Le barycentre de (A, a) et (B, ) verifie I'égalité : AC = aiiﬁﬁ
\ J

D@/[}ONSTRATION Décongosons &déﬁnition du barycentre G :
aGA + BGB =0 = aGA+ B(GA + AB) = 0.
On obtient la nouvelle égalité SAB = aAC + BAG = (o + B)AG.

Comme a + § # 0, on peut diviser par ce nombre et obtenir la relation de ’énoncé.

Remarques :

+ Lorsque A = B, les points A, B et GG sont confondus.

Sinon, les points A, B et GG sont alignés et G a pour abscisse % dans le repére (A,E).
Sia=0et 8#0 (ou f=0et a+#0),le point G est alors confondu avec B (ou avec A).

+ Soit k € R*. Le barycentre de (A, a) et (B, 3) est aussi le barycentre de (A, ka) et (B, kf).
Par exemple, le barycentre de (A, 120) et (B, 30) est aussi le barycentre de (A,4) et (B, 1).
On peut remplacer les coefficients du barycentre (« et ) par des coefficients proportionnels.

+ I milieu de [AB] se traduit vectoriellement par IA + 1B = ﬁ, autrement dit I est le
barycentre de (A, 1) et (B, 1) ou plus généralement de (A, «) et (B, «). On dit alors que I est
Iisobarycentre de A et B — « iso » pour dire qu’ils sont affectés des méme coefficients. On a
également les autres traductions vectorielles de 'isobarycentre : ﬂ = %1@ (propriété 4.8) et,

e 1
pour tout point M de 'espace, m = %MA + %Mg (propriété 4.10).
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EXEMPLE 34 — Quel est le barycentre G de (A4,30) et (B,30)7
Il s’agit aussi du barycentre de (A1) %B 1) oude (A,a) et (B, «) avec a € R*.

D’aprés la propriété 4.8 on a AG1
Autrement dit, G est le milieu de [AB I’isobarycentre de A et B.

Quel est le barycentre G de (4, 50) et (B,100)?
Il s’agit du barycentre de (A,1) et (B,2). Dans ce cas, on a AGy =
Autrement dit, G est au tiers de [AB], en partant de B.

2B,

3

Quel est le barycentre G de (A, 50) et (B, —50)?
Il s’agirait du barycentre de (A, 1) et (B, —1) mais ce point n’existe pas car a+ 5 =1—1=0.

Quel est le barycentre G4 de (A, 75) et (B, —50) 7

——

Il s’agit du barycentre de (A4,3) et (B, —2). On a AG4 = _924B = 2BA.

Autrement dit, G4 est sur la demi-droite [BA), A étant au tiers du segment [BG|, en partant de B
(voir la figure ci-dessous).

>
>~
-9

G1 Ga B
(3,-2) (1,1)(1,2) T

-
PROPRIETE 4.9 Le barycentre G de (A, ) et (B, ), lorsqu’il existe, est sur la droite (AB).

G appartient au segment [AB] lorsque « et 5 sont de méme signe et, dans tous les cas :
+ G est plus proche de A si |af > |5]
+ G est le milieu de [AB| si a =3
+ G est plus proche de B si |a] < |f]

—

DEMONSTRATION On traduit vectoriellement M € (AB)EZ’LI) JdeR AM = tAB.

Cette égalité s'écrivant AM = t(MB — MA) < (1 —t)MA + tm, et comme (1 —¢)+t=1#0
on en déduit que M est le barycentre de (A,1 —t) et (B, t).

De méme, M € [AB] par 3t € |0, 1},@ — tAB.
M est le barycentre de (A,1 —t) et (B,t) avec t € [0,1] et 1 —¢ € [0,1].

L’égalité qui définit G peut se noter aGA = —ﬁGA
Les normes de ces deux vecteurs égaux sont égales; on a donc : || x ||GA|| = || x H@H

Autrement dit : ”?'l = \loﬁz‘l ou encore gg = ‘lfl‘l

Donc G est plus proche de A que de B <= GA < GB <= || < |a/.

EXEMPLE 35 (POINT COMME BARYCENTRE) — Soient trois points A, B et C alignés.

Connaissant les positions respectives de trois points, exprimons I'un comme barycentre des deux
autres affectés des coefficients qui conviennent. Supposons AB = 2, BC' =5 et AC =7 (voir figure).
La somme AB + BC = AC nous assure que B € [AC].

| If{ | ? | | | | q |

I T I T | | | | T [

B appartient a [AC’] les coefficients cherchés sont donc de méme signe.
Comme & BC , B est le barycentre de (A,5) et (C,2).

A ¢ [BC| : les coefﬁcients sont de signes opposés.

Comme ﬁg = 2, A est le barycentre de (B, 7) et (C,—2) (ou de (B, —7) et (C,2)).

De la méme maniére, on montre que C est le barycentre de (A, —5) et (B, 7).
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-
PROPRIETE 4.10 Soient (4, «) et (B B) tels que a4 B # 0 et G leur barycentre.
1) aMA+/3Aﬁ = (a + B)MC

Pour tout point M on a :
2 - 5 b
e}

DEMONSTRATION Decomposons et regroupons :

oM A + BMB = o(MC + GA) + 5(@ +GB) = (a+ B)MC + a@+ 5GB.
Utilisons la définition du point G : aGA + ,8@ =0, on obtient : aMA + Bm = (a+ B)m +0
La 2¢ égalité est équivalente & la 1*¢ car on ne fait que diviser par a + 3 # 0.

Remarques :
+ Pour retrouver les relations connues, remplagons M par A ou G dans ces égalités :
M:Adans2):/TC>¥:
M = @ dans 1):a(ﬁl+6(¥?:6
+ L’origine du repere (0,1, ], E) a la place de M dans 2) conduit aux coordonnées de G :
0G = ;29504 + 250 a+ﬂ(xAz+ij+zAk)+a+ﬁ(a:3;+y35+2312).
Les coordonnees de G dans le repére (O, 1,7, k) sont donc les moyennes pondérées :

o = OTAT 59637 T +08ys = A + Bzp
a+p a+p a+p
Pour l'isobarycentre I de A et B (le milieu de [AB]), ses coordonnées sont :
— xA‘;@"B’ = yA-lzryB ot 2 = ZA-QFZB

Centre de gravité et moyenne :

G, Q Go
B

Le principe de la balance ou du mobile repose sur la notion de barycentre.

Le point ol s’équilibre 'ensemble est le barycentre des extrémités ol s’appliquent les masses :
+ & gauche, la balance est équilibrée au barycentre G de (4, 3) et (B, 1), soit au quart de [AB]
+ a droite, le mobile est équilibré au barycentre Gy de (C, 3) et (D, 2), soit aux % de [CD]

X3 X2 X2 X3

10 11,6 14 10 12,4 14
moy. de Maria moy. de Mario

Un professeur de maths a fait deux controles dans le trimestre : le 1¢F avait duré 3 heures, le 29 2
heures. 1l fait sa moyenne en calculant la moyenne pondérée des deux notes, affectées des coefficients
3 et 2. La note moyenne va ainsi devenir le barycentre des deux notes avec les coefficients de la
pondération. Par exemple, Maria a eu 10 et 14 et Mario 14 et 10. La moyenne de Maria est
m%& = 5—; = 11,6 tandis que celle de de Mario est w 62 =12,4.

Dans les deux cas, elle s’est installée aux % de l'intervalle separant la 1’re et la 2° note.
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2.b. Barycentre de trois points (ou plus)

r N
DEFINITION 4.10 Soient (A, «), (B, 3) et (C,~) trois points pondérés tels que o+ 8+ v # 0.
On appelle barycentre de (A, «) , (B, 3) et (C,~) le point G défini par : aGA—i—ﬂG?—i—'yG

De maniére plus générale, le barycentre de n points pondérés (A;, ;) tels que Y1 a; # 0 est
L défini par la relation vectorielle > 7 ; 04ZG—A> = 0.

4 N
PROPRIETE 4.11 (BARYCENTRE DE TROIS POINTS) Si a+ 4+ # 0, le barycentre G des points
pondérés (A, a), (B, ) et (C,v) vérifie, pour tout point M, les égalités :
1) aMA+BMB+~yMC = (a+ B+~)M
|
8——————MA+——£——M§+——1——M8
(a+B+7) (a+B8+7) (a+B8+7)

— B o]
§ En particulier, lorsque M = A, on a AG = 7575 AB + 4 )

DEMONSTRATION Ces relations découlent de la définition, en décomposant la relation vectorielle
avec la relation de Chasles et les différentes propriétés du calcul vectoriel.

La derniére relation assure de D'existence et de l'unicité du point G puisqu’elle en explicite la
construction & partir des données; elle prouve par ailleurs que G € (ABC).

Remarques :
+ Comme pour le barycentre de deux points, le barycentre de (A, ), (B, 3) et (C,7) est aussi
celui de (A4, ka), (B, kpB) et (C,kv), quel que soit le réel non nul k.
On peut toujours remplacer les coefficients du barycentre par des coefficients proportionnels.
+ Lorsqu’on met 'origine du repére (O, ;, j’, E) a la place de M, on obtient :

OC =

= (a+ﬁ+,y) OA + (a+g+7)0 + (a+g+’7)0 . En passant aux coordonnées, on obtient

_aza+ PBrp + e _aya+ By +vyc _aza+ Bz +yze
= y Yg = et zg =
a+ B+ a+ B+ a+B+n
+ Si un des coefficients est nul, par exemple a = 0, le barycentre de (A4,0), (B, ) et (C,~) est le
barycentre des deux points (B, 3) et (C,~); il est donc sur (BC).
+ Si tous les coefficients sont égaux, le barycentre est celui de (4,1), (B,1) et (C,1).
11 est appelé isobarycentre de A, B,t C et correspond au centre de gravité du triangle ABC.
+ Le barycentre de (A, «), (B, ), (C,~) appartient au plan (ABC). Réciproquement, un point
M de ce plan (ABC) = P(A, AB, AC') est défini par ses coordonnées (x,y) qui vérifient
AN AC AB +yAC =T
AM = 2AB+yAC <= (1 —z —y)MA+ 2AB +yAC = 0, cela prouve que M est le
barycentre de (A,1 —z —vy), (B,z), (C,y) puisque (1—z—y)+x+y=1+#0.
Reformulons cette remarque : le plan (ABC') est I’ensemble de tous les barycentres de A, B, C.
EXEMPLE 36 — Quel est le barycentre Gy de (A4,12), (B,4) et (C,8)7

G est barycentre de (A,3), (B,1), (C,2); d’apres la propriété 4.11 on a AG1 11@ + 1@

Quel est le barycentre Ga de (A,24), (B,24) et (C,24) 7
G est isobarycentre de A, B, C'; d’aprés la propriété 4.11 on a AG2 E + %ﬁ

C
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Remarque : dans cette derniére constructlon on remarque que AGQ % E 1@)

En introduisant le milieu I de [BC], AGQ =z 2@

Cela signifie que G2 est le barycentre de (A, 1) et (I 2)

Le barycentre de (A, 1), (B,1) et (C, 1) est en fait le barycentre de (A4, 1) et (I,2).

On remplace le couple ((B,1),(C, 1)) par leur barycentre affecté de la somme des coefficients.

Cette remarque se généralise dans la propriété 4.12.

Pour placer le point G; — barycentre de (4, 3), (B, 1), (C,2) — on peut remplacer ((B,1),(C,2)) par
leur barycentre J affecté du coefficient 3. Gy apparalt alors comme le barycentre de (A 3) et (J,3),
c’est-a-dire le milieu de [AJ].

est aussi celui de (A, a), (D, B+ ) si B+~ # 0, D étant le barycentre de (B, ) et (C

,
PROPRIETE 4.12 (REDUCTION DE BARYCENTRES) Le barycentre G de (A4, «), (B,f) et (C,7) )
00
\

DEMONSTRATION Montrons cette propriété. On a : aCT‘l + ﬁ@ + ’y@ =0 avec a + B+~ #0.
Au moins une somme de deux des coefficients doit étre non nulle, sinon la somme des trois
coeflicients serait nulle ce qui ne se peut pas.

Quitte & en changer, supposons que § + v # 0 : le barycentre D de (B, ) et (C,7y) existe donc.
Ce point vérifie, selon la propriété 4.10, en remplagant M par G, B@ +9GC = (B+7)G

On peut alors écrire aGA+ (B+v)GD = 0 ce qui prouve la propriété énoncée.

Remarque :

+ On fait de méme avec le barycentre de quatre points : on peut en remplacer trois par leur
barycentre affecté de la somme des trois coefficients (& condition qu’elle ne soit pas nulle) ou
bien regrouper les points par paires dont on détermine les barycentres; le barycentre cherché
apparaissant comme celui des deux barycentres intermédiaires, affectés des coefficients qui
conviennent (toujours a condition que ces coefficients ne soient pas nuls).

+ Le barycentre G de (A, «), (B, 3), (C,~) appartient a I'intérieur du triangle ABC si «, 5 et 7y
sont de méme signe. En effet, la propriété 4.9 indique que le barycentre C’ de (A4, «), (B, )
appartient a [AB] si « et § sont de méme signe et, comme G est aussi le barycentre de
(C',a+ B) et (C,7), puisque o + S et v sont de méme signe, G € [CC'].

+ Cette possibilité de réduction a de nombreuses applications. Supposons que ’on cherche &
caractériser ensemble des points M tels que |[3MA + M B + 2MC|| = AB + BC + CA.
Dans l'exemple 36 on a nommé Gy le barycentre de (4,3), (B, 1), (C,2).

On peut donc substltuer a la somme 3MA 4+ M B + 2MC le vecteur 6M G, qui lui est égal.
Ainsi, on obtient HGMGlH = AB + BC + CA < MG, = AB+BCxCA
Les points M sont sur une sphére de centre G et de rayon w (
périmétre du triangle ABC).

EXEMPLE 37 (BARYCENTRE DE 4 POINTS) — Soit G le barycentre de (A,1), (B,2), (C,3) et (D,4)

le sixiéme du

Remplagons le couple ((4,1),(D,4)) par le point pondéré (E,5) ou E A
est le barycentre de (A,1) et (D,4). De méme, remplacons le couple
((B,2),(C,3)) par le point pondéré (F,5) ou F est le barycentre de (B, 2),
(C,3). D’apres la propriété 4.12, Le point G cherché est l'isobarycentre de
E et F, le milieu de [E'F)]. La construction de G se limite a celle des bary-
centres partiels £ et F' puis a leur milieu.

Noter que le choix d’une association judicieuse est hautement préférable a une association
arbitraire, relevant d’un processus systématique (aveugle par essence) ou aléatoire. On
aurait pu, ici, chercher le barycentre H de (B, 2), (C,3) et (D, 4) et ensuite celui de (H,9)

et (A,1). Mais cette solution, guidée par le choix de la représentation ot BC'D semble
une base toute indiquée pour le tétraédre, ne parait pas aussi simple & mettre en ceuvre.
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Notation : Pour simplifier, je vais noter « M’ est le barycentre de (A4,1), (B,1), (C,1) et (M,—1) »
sous la forme plus condensée M’ = B{(A4,1),(B,1),(C,1),(M,—-1)}.

EXEMPLE 38 (DU PLAN A L’ESPACE) — Soient A, B et C trois points non alignés et M un point
quelconque. On compléte la figure avec sept points :

+ lisobarycentre G de A, B, C ce qu’on note G = #{(4,1),(B,1),(C,1)}

+ les points I, J et K qui sont les milieux respectifs de [BC|, [CA] et [AB]

+ les points A’, B" et C’ qui sont les symétriques de M par rapport a I, J et K
Prouvons que les droites (AA’), (BB') et (CC”) sont concourantes en un point M’, le milieu commun
des segments [AA’], [BB'] et [CC'] et prouvons que M’ € (MG).
‘Partie 1 : M appartient au plan (ABC’)‘

Soit M’ le milieu de [AA'] ce qu'on note M' = #{(A,1), (A, 1)}.

Montrons que M’ est aussi le milieu de [BB'] et [CC"].

I étant le milieu de [MA’], on a A" = B{(I,2),(M,—1)}.
T B Sk

(car A'T = $A'M <= 2A'T— A'M = () et, comme 2+ (—1) = 1,

on peut remplacer (A’,1) par le couple ((I,2), (M, —1)) :

M = ’%{<A7 1), (Alv 1)} = '%){(Av 1),(1,2), (M, _1)}

I étant le milieu de [BC], I = #{(B,1),(C,1)}.
Donc (1,2) peut étre remplacé par le couple ((B,1),(C,1)).
Finalement M’ = #{(A,1),(B,1),(C,1),(M,—1)}.

Comme J est le milieu de [AC], J = B{(4,1),(C,1)} et donc M' = B{(J,2),(B,1),(M,—1)}.
Comme J est le milieu de [M B’|, B' = #{(J,2),(M,—1)} et donc M’ = B{(B’,1),(B,1)}.
Cette derniére relation montre bien que M’ est le milieu de [BB’], ce que I'on devait prouver.
On procede de la méme maniére pour montrer que M’ est le milieu de [CC”].

Puisque M = %{(A7 1)7 (B7 1)7 (07 1)7 (M7 _1)}’ comme G = ‘@{(Av 1)7 (B7 1)7 (Cv 1)}7
on remplace le triplet ((4,1),(B,1),(C,1)) par (G,3) et on obtient M’ = B{(G,3), (M, —1)},
ce qui prouve que M, G et M’ sont alignés.

‘Partie 2 : M n’appartient pas au plan (ABC) ‘

Dans ce cas, que doit-on changer 7 Rien. Les points G, I, J et K appartiennent toujours au plan
(ABC) (par définition) tandis que les points A’, B', C' et M’ n’y appartiennent pas.
On peut ajouter que si M est au-dessus de ce plan, A’, B’, C' et M’ sont en-dessous.
J’ai représenté la situation avec des segments en tiretés pour ceux qui traversent le plan (ABC).
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3.a. Colinéarité

( N
. . . . - = 7
PROPRIETE 4.13 (REPRESENTATION PARAMETRIQUE DE DROITE) Soient (O, i, j, k)

un repére, M (zo, Yo, 20) un point et 7(&,6,7) #* ﬁ un vecteur.
M(z,y,z) € d(My, W) <= 3t € R, MoM =t , autrement dit :

I )

T =1x9+ ta
y=yo+1tp
z =z +ty

—
DEMONSTRATION M (z,y, 2) € d(My, @) si et seulement si MOM et 7 sont colinéaires.
Cela se traduit vectoriellement 3t € R, MyM = ol <:> OM OMO + td.
- = —
Cela équivaut a e R, ¢ +yj +2k = (zo ¢ —l—yoj +zok)+t(az —i—ﬁ] —i—’yk).
— = =
Comme (i, j, k) est une base de I'espace, la conclusion s’en déduit.

Remarques :

+ Pour une méme droite, il existe une infinité de représentations paramétriques différentes : il
suffit de remplacer le point My par un autre point M de la droite ou de choisir un autre
vecteur directeur u/ colinéaire & .

Supposons qu’une représentation paramétrique de la droite d soit

r=1+3t
M(z,y,2) ed<=<y=2+2t avecteR
z=3+1

Avec My(1,2,3) et u(3,2,1) la droite d est d(Mo,%ﬁ).
Mais, en prenant t = —1 on a M/(—2,0,2) € d et u'(6,4,2) est un autre vecteur directeur de d.
On peut donc proposer d’autres représentations paramétriques de d :

r=-24+3t r=—-246t z=1+6t
y =2t ou (y =4t ou {y=2+4t ,avecteR
z=2+1 z=2+4+2t z=3+2t
+ Une représentation paramétrique de demi-droite s’obtient en prenant ¢ > 0 ou t < 0;
pour la demi-droite [AB), on prend la représentation paramétrique de d(A4, ﬁ) avect > 0;
pour la demi-droite [BA), on prend la représentation parameétrique de d(B, B_x>4) avec t > 0,
mais bien sfir on peut aussi prendre la représentation paramétrique de d(B, AB) avec t < 0.

+ Une représentation paramétrique de segment s’obtient en prenant ¢ € [0,1] ou ¢ € [0, 1];
pour le segment [AB], on prend la représentation paramétrique de d(A, AB) avec t € [0, 1]
ou bien la représentation paramétrique de d(B, AB) avec t € [—-1,0] .

( N
P . P . -
PROPRIETE 4.14 (REPRESENTATION PARAMETRIQUE D’UN PLAN) Soient (O, i, j, k) un

repére, M (z0, o, 20) un point @ (a, 8,7) et ¥ (c/, #',~') deux vecteurs non colinéaires.

Ly
M(z,y,2) € P(My, @, V) < 3(t,t') € R2, MoM =td + 'V, autrement dit :

=z +ta+ta
y=yo+t8+tp
z=2z0+ty+t'y
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DEMONSTRATION La démonstration est calquée sur la précédente.

D’aprés la définition 4.7, M (x,y, z) € P(Mo, W, V) si et seulement si W est une combinaison
linéaire d’une base du plan P, ou U et 7 etant non-colinéaires, forment une bas base de ce plan.

Cela se traduit vectoriellement 3(¢,t') € ]R2 MOM —tU + 'V = OM = OMO U+t

Cela équivaut a

3(t, ') € R?, v 4y] 42k = (aco_i> g +z0?) +t(a7 +87 +~y?) (T BT +7’?).
Comme (?, ?, ?) est une base de 'espace, la conclusion s’en déduit.

Remarques :
+ De méme que pour les droites, et pour les mémes raisons, la représentation paramétrique d’un
plan n’est pas unique. Par contre, il est possible de déterminer une équation cartésienne d’un
plan (voir & ce sujet la propriété 4.20) alors que ce type de représentation n’existe pas pour les

droites.
r=1+3t—-1
Supposons qu’une représentation paramétrique du plan P soit ¢ y = 2 + 2t — 2t/
z2=3+1¢t—3t
Exprimons t et ¢’ en fonction de z, y et 2 :
Jt—t'=x-1 6t —2t' = 20 — 2 4t =2x —y
2W—20=y—2 <= 2t-20=y—2 <= 2A-2A'=y—2
t—3t'=2-3 2t —6t' =22 —6 A4 =y —2z2+4

On trouve par soustraction 4t = 2z — y et 4t/ = y — 22 + 4, et en remplacant dans la 3°
équation : 2t — o0 — 2x2 Yy y— 2z+4 2r—y— (y 2z+4) _ 2z— 2y+22 4 =y — 2, soit
2x—2y+22—4:2(y—2)<:>2x—4y+22—0<:>x—2y+2—0

L’équation cartésienne de P est donc x — 2y 4+ z = 0.

Vérifions : 1 —2x2+3=0= My(1,2,3) € P

De plus, si 7(3, 2,1) et 7(—1, —2,—3) sont les vecteurs directeurs de P, on doit pouvoir
trouver (M, Ms) € P? tels que MoM; = U et MoMy = 0.

r=1+3=4

— L’égalite ]\TJ\/A> = % conduit & prendre (t,t') = (1,0) : {y=2+2=4 d’ou M;(4,4,4)
z2=3+1=4
r=1-1=0

— Légalité MoMs = ¥ conduit & prendre (,¢) = (0,1) : dy=2—-2=0 doi My(0,0,0)
z=3-3=0

Il reste & vérifier 4 —2x4+4=0= M;(4,4,4) € Pet 0—2x0+0=0 = M5(0,0,0) € P.

+ En jouant sur les intervalles dans lesquels on choisit ¢ et ¢/, on doit pouvoir donner une
représentation paramétrique d’un secteur angulaire (en prenant ¢t > 0 et ¢’ > 0), d’un
parallélogramme (en prenant ¢ € [0,a] et t' € [0,b], a et b étant des nombres positifs), d’une
bande limités par deux droites paralléles (en prenant t € [0,a] et t' € R).

3.b. Produit scalaire

e N
DEFINITION 4.11 Soient 4 et ¢ deux vecteurs de 1’espace, leur produit scalaire est noté i - v.
+sit=0o0uv=0,alorsd-v=0
+sid#£0et U#0

||@]] x ||| si 4 et U ont méme sens

—

— Si ¢ et ¥ sont colinéaires, alors @ - ¥ = . L ,
—||@]| x ||¥]| si & et ¥ sont de sens contraire

— si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires. O_z)‘l et B étant des points tels que OA = et O? =@,
U - U est égal au produit scalaire O . OB calculé dans le plan (OAB)
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Remarques :
+ On a appris, en 17, & calculer le produit scalaire dans un plan.
Rappelons qu’en notant H le projeté orthogonal de B sur (OA) on a OA O? OA O?
— sl OZ{l et ﬁ sont de méme sens alors O—z>4 . O? =0Ax OH

— 51 OA et O—H> sont de sens contraire alors O—zZl . @ =-0AxOH
B

u-v=—-0AxOH

si —§ <0< 75 [2n] alors

U

1%<0<37” [27] alors 4 - ¥ <
+ Le carré scalaire est noté 2 et on a 2 = ||@||?. En particulier AB? = ||/ﬁ||2 = AB2

Y )

DEFINITION 4.12 (DROITES ORTHOGONALES) Deux droites d et d’ sont dites orthogonales, et on

8 note d L d’, si les paralléles & ces droites passant par un point quelconque sont perpendiculaires.

>0
+ En notant 6 ’angle orienté des vecteurs u et ¢ { /O

4 \
DEFINITION 4.13 (VECTEURS ORTHOGONAUX) Soient # et ¥ deux vecteurs de l’espace.
Les vecteurs @ et ¥ sont orthogonauz, et on note @ L @, si @ =0 ou ¢ = 0 ou,

en notant O, A et B des points tels que OA =itet OB = =, on a (OA) L (OB).
\ J

- =

( PROPRIETE 4.15 Pour tous vecteurs et v, ¥ | v <= u-v=0 )

DEMONSTRATION Soient 4 et ¢ deux vecteurs orthogonaux, on a deux cas :
vsigd=0oud= 6, alors le produit scalaire est évidemment nul
+ i @ et ¥ sont non-nuls, avec les notations de la définition 4.11, on a (OA) L (OB), le projeté
orthogonal de B sur (OA) est O donc @ -7 = 0OA x O0 =0
Réciproquement, soient 4 et ¥ deux vecteurs tels que o - ¢ = 0. Comme o - v = £OA x OH,
+ soit OA = 0 c’est-a-dire que @ = 0 donc @ et @ sont orthogonaux
+ soit OH = 0 c’est-a-dire que @ = 0 ou B appartient & la perpendiculaire & (OA) passant par
O donc dans les deux cas, les vecteurs « et ¢ sont orthogonaux

-
PROPRIETE 4.16 (VECTORIELLEMENT) Si 4 et ¢ sont deux

0t
vecteurs de l'espace alors 4 - ¥ = ||d]| x ||¥]| X cos(, V)
\

B . . =~
DEMONSTRATION Soient O, A et B des points tels que OA =
et OB = 17 Le cercle trigonometrique de centre O est associé aux
vecteurs i = 17a7] €¢ j tels que (4,7) = Z [2x].

Les angles (i, 7) et (HUH’ ||17||) étant égaux cos(u, U) = cos(‘—g| ).

La projection orthogonale de B sur (OA) étant notée H, on

» =

. o - cos(, U) conserve l'information sur le sens
OH = ”UH X COS(U, U) X 1 et donc des vecteurs O_f} et (ﬂ) : il est positif s’ils
T -7=1- 5]3 _ ”ﬂ'” X ||1—)'” X COS(ﬁ, 1—)‘) ont méme sens, et négatif sinon.
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Remarque :

Appliquons & une configuration géométrique, cette propriété :
Si 0, A et B sont trois points du plan

alors OA - OB = OA x OB x COS(AOB)

-
PROPRIETE 4.17 Soient u, ¥ et W trois vecteurs et k un réel.

0= @ + 9|2 = [|@|? + ||5]]2 + 26 - ¥ | @-v = Ll -lla=ar
(kﬂ).{)’:k(a’.ﬁ) Hﬁ—ﬁHQ — HﬁH2+H77H2_26'6 iT-0= |la+a][> |||~ |3]]?
(@G+0) - T=id-G+7-5 | (G+0) (@—7) =@l -7 | @ 5=Lleur

— —

DEMONSTRATION La symétrie (i - ¥ = ¥ - i) se montre a partir de la propriété 4.16 en utilisant la
parité de la fonction cosinus (cos(—0) = cos(0)).

La bilinéarité — exprimée ici par rapport au 1°" vecteur ((k) - ¥ = k(@ - ¥) et

(W+7) W =u-u+ 7 ) — se montre facilement en utilisant les expressions analytiques dans un
repére orthonormé ; cela est fait plus loin.

Du fait de la symétrie, la linéarité par rapport au 2¢ vecteur (@ - (kv)) = k(@ - ¥) et

- (U+ W) =1u-U+u- W) — est automatique.

Les expressions de @ - ¥ impliquant des normes qui sont listées dans la 3° colonne se déduisent des
développements de (@ + @)? , (@ — ¥)? et (@ + ¥) - (& — ¥) donnés dans la 2¢ colonne.

AB? + AC? — BC?
Remarques : Si ABC' est un triangle alors 1@ : ﬁ = + 5

Cela vient de la propriété de la 17 ligne, 3° colonne, car en prenant 4 = E, U= ﬁ
onaﬁ—ﬁzﬁ—@:C

AD?
Si ABDC est un parallélogramme alors f@ : 1@ =

— AB? — AC?
2
Cela vient de la propriété de la 2¢ ligne, 3° colonne, car en prenant ¥ = fﬁ, U= 1@

onau+v= AB + AC =4 (regle du parallélogramme).

EXEMPLE 39 —
Dans un tétraédre régulier ABC'D de c6té 1 les 4 faces sont des triangles
équilatéraux dont on salt que les hauteurs mesurent ‘[
On a, en particulier, ( DA ﬁ 7 rad et DI Cl= %

DA D—E = DA x DB x cos(D_:Zl, ‘g) = cos(DA ‘g) =cos(3) =3

Montrons que les cotés opposés sont orthogonaux, soit que ﬁLC@ :
AB-CD =(AC +CB) - CD=AC-CD+CB-CD=-CA-CD+CB-CD =—L+1=0

Calculons ’angle diedre Iﬁ 1—5 entre les faces :
D10 — Bt & — —/im —4@ DACADBCAL PACE DBCH _ GBACFBEC _ 14}

Orﬁ I? DIXC’ICOS—}_} _\£2cos(m,67f;

d’ott cos( —[) 6’7 2 et 7 6’? =cos™! %) ~ 1,1864 rad, environ 68°.

3.c. Expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormé

- = —
PROPRIETE 4.18 Soient (O, i, j, k pere orthonormé et les vecteurs u(z, y, z) et (', v/, )

) un re
U-7=zxx' +yy + 22
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B . > =
DEMONSTRATION Décomposons @ et ¢ selon les vecteurs de la base (i, j, k
T S

U=zt +yj +tzketv=a"7v +y 5 +2k.

Développons le produit scalaire @ - v :

9y Y ) :

I — — - I e e
U-v=(xi +yj +zk)- (i +y j+2k)
T e T T S T T T e e T S S
=zi -2 i 4+xi -yjtzi-dk+yi 27 +yj oy +yg Ak 4zk -2 2k -y 42k 2k
— - — - = - = - =
=xx' PPy JE 2 kP (e fya) i - A (ad dza) ik ()G -k
- = = - - -
Le repére (i, j, k) étant normé, d’apres la propriété 4.8, on 3 ill=1l71=Ik]|=1.
N
(Eneffet 72= 4 -4 =] 4]|*cos(0)=1et de méme, j2= k2=1)
De plus, le repére étant orthogonal, d’aprés la propriété 4.8, ona ¢ L j, i Lk et j Lk
e T T x -
(Eneffet @ - j =|[d]|| x||j|[cos(5)=0et deméme i -k = j -k =0)

L’expression de 4 - ¥ se simplifie donc en @ - v = za’ + yy' + 22’.

Remarques :

+ Dans une base orthonormée la norme d’un vecteur i(x,y, z) est donnée par cette propriété :
|[if]|? = @ - @ = 2 +y? + 2%, dou ||| = /22 + y2 + 22 car ||id]| > 0.

De méme pour des points A(z4,y4,24) et B(xp,yp, zp) dont les coordonnées se référent a un
repére orthonormé. On a AB(xp — xA,YB — YA, 2B — 24) et alors

AB? = |[AB| = AB - AB = (x5 — 24)* + (y5 — ya)* + (25 — 24)%, dob

AB = \/(xB —24)%+ (yg —ya)? + (25 — 24)2.

+ Montrons maintenant, a 1’aide de cette propriété, la linéarité du produit scalaire exprimée
dans la propriété 4.17. Pour cela, on se place dans une base orthonormée (i, j, k) et on
considere les vecteurs U (z,y, 2), U (2/,y, %) et W(x",y",2") ainsi que le réel k :

On sait que k@ a pour composantes (kz, ky, kz) donc

(kW) - U= kaa' + kyy' + kzz' = k(za' +yy' + 22") = k(u- 0

De plus @ + ¥ ayant pour composantes (z + ',y +4', 2+ 2') on a

(,L—L‘_i_qj’) . ,u—)" — $,/($ _l_x/) +y//(y+y/) + Z//(Z + Z/) — xx// +x/x// +yy// +y/y// + ZZN + Z/Z// —
(xx// + yy// + ZZ//) + (x/l,// + yly// + Z/Z”) — ,L—L' U_j"’ U ,LE

e 1
DEFINITION 4.14 (DROITE ORTHOGONALE A UN PLAN) Une droite D est orthogonale a un plan
P si et seulement si elle est orthogonale a toute droite d € P.

\

N
PROPRIETE 4.19 Une droite D est orthogonale a un plan P si et seulement si elle est orthogonale
a deux droites sécantes de P.

Autrement dit, si 7 dirige D et si (¥, W) dirige P,on a DIP <= 7 - =0et @ -0 = 0.
\ y,

DEMONSTRATION Dans le sens direct, ¢’est immédiat : si dLP alors d est orthogonale & toute droite
de P et en particulier les droites dy et dy dirigées respectivement par T et par W or ces droites sont
sécantes puisqu’elles sont dirigées par des vecteurs non-colinéaires.

Réciproquement, supposons WU =0et W -wW=0 Onadonc WLV et WLW.

D’aprés la propriété 4.4, trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si I'un d’entre eux est une
combinaison linéaire des deux autres. Toute droite d de P est donc dirigée par un vecteur directeur
U qui est une combinaison linéaire des vecteurs non-colinéaires T et E?, il existe des réels x et y tels

que U = :Uﬁ—i-yﬁ

Le produit scalaire 7 -7 =7 - (20 +yW) =27 - ¥ +y7 - & =0; on en déduit que d_LP.
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4 \
DEFINITION 4.15 (VECTEUR NORMAL A UN PLAN) Un vecteur est dit normal & un plan P si et
seulement si il dirige une droite orthogonale au plan P.

\, J

e N

. . . — .
PROPRIETE 4.20 (CARACTERISATION D’UN PLAN) Soient 7 # 0 un vecteur et A un point.

— . - =

Le plan passant par A de vecteur normal 7 contient tous les points M tels que AM - 7 = 0.
Dans un repére orthonormé, un triplet de réels (a,b,c) # (0,0,0) et un point A(za,ya,24)
étant donnés, le plan passant par A de vecteur normal 7i(a,b,c) a pour équation cartésienne
ax +by+cz+d =0, 0ud= —(axa+ bys + cza) et, réciproquement, tout plan d’équation
ax + by + cz + d = 0 admet 7i(a, b, ¢) comme vecteur normal.

DEMONSTRATION ‘ Caractérisation vectorielle ‘
Soit P le plan passant pﬂ)A de vecteur normal_ﬁ) et soit M € P.
+ SiM=A,onaAM - —OcarAM
+ SiM#A, la dr01te (AM) existe et, comme elle est incluse dans P, son vecteur directeur AM
est orthogonal a 7 donc AM =0
Réciproquement, montrons par ’absurde que AM HN=0=MecP:
Supposons que M ¢ P et appelons Me projeté orthogonal M sur P.
Ona M' # M, MM’)J_(AM’) et M'M colinéaire a .

N — - — —

AM -7 = (AM’+M’M) =AM"- T +M'M -7 —O+M’M iHM’MH x || 7]|.
—

Mais comme AM - 7 = 0 et ||_>|] # 0, on en déduit HM’MH = MM’ =0« M=M".

Par conséquent si AM - =0 alors M € P.

‘Caractérisation analytique, dans un repére orthonormé‘

Soit P le plan de vecteur normal 7i(a, b, ¢) # 0 passant par A(za,ya,z4)-

M(x,y, z) GP@WL?@’(:)AM-%:O. Et, comme AM(x — x A,y — ya,2 — 24),
MeP<=alx—za)+bly—ya)+c(z—24) =0<= ax + by +cz — (axa +bys +cza) =0,
et, en notant d = —(ax4 + bya + cz4), on obtient I'égalité ax + by + cz +d = 0.

Réciproquement : Le vecteur 7i(a, b, c) n’étant pas nul, on peut supposer qu’une de ses composantes
est non nulle, mettons ¢ # 0. Le point C(O,O,‘Td) €Pcarax0+bx0+cx _Td+d: —d+d=0
Choisissons un point A(xa,ya,24) #C de P :axa+bya+cza+d=0=d= —axs —bys —cza
Onazﬁ( TA, yA,T—ZA) et donc AM -7l = —a:cA—byA—czA—— =d—d=0

=d
Finalement 7 est bien un vecteur normal au plan P.

Remarques :

+ Dans le repére oghonorme (O, z j k ) quelle est I'équation du plan P passant par O et de
vecteur normal & (0,0,1)? C’est cz + d = 0 avec 0(0,0,0) € P on obtient d = 0.
Une équation carte51enne de 73 est donc z =0 (jai pris ¢ = 1).
~0l,7=0J, % =0k
Avec Ta notation 7 = O , J =0J, k =O0K c'est le plan (I0J).
De méme, le plan (JOK) a pour équation y = 0 et (JOK) a pour équation = = 0.
+ Solent ﬁ(a, b,c) et 7((1’ b, ) les vecteurs directeurs d’un plan P. Déterminons le couple de

réels (z,y) pour que le vecteur ﬁ(m Y,z = 1) soit normal & P. Le systéme qui se déduit des
conditions @ - W =0 et ¥ - 7 = 0 conduit aux valeurs z = Ifg ZZ, et y = “g _Z‘g, (le vérifier).
En reprenant les valeurs de la propriété 4.14, soient (3,2,1) et o/ (—1,—2, —3) les vecteurs

directeurs du plan P passant par My(1,2,3). Le vecteur ﬁ(_%ig, :gié, 1) =(1,-2,1) est
normal & P donc I’équation qui s’en déduit est x — 2y + 2 +d = 0 et avec My € P on obtient
1-443+4d=0<«<= d=0, doi 'équation cartésienne de P : z — 2y + z = 0.
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3.d. Applications du produit scalaire

( N
PROPRIETE 4.21 (POSITIONS RELATIVES) Soient P et P’ deux plans de vecteur normal respectif

il et n et soit D une droite de vecteur directeur @
+ Si7i- 4 = 0 alors la droite D est parallele au plan P (D C P ou DNP = 0).
Sinon D perce P en un point.
+ Si 7 et n/ sont colinéaires alors les plans P et P’ sont paralleles (P = P’ ou P NP’ = ().
Sinon P coupe P’ selon une droite.
+ Sidi-n' =0 alors les plans P et P’ sont perpendiculaires (P =P’ ou P NP’ = ()

DEMONSTRATION Ces propriétés sont immeédiates et ne font que reformuler les propriétés 4.5 et 4.6.

4 1
DEFINITION 4.16 (PROJETE ORTHOGONAL) Soient P un plan de vecteur normal @ et M un

: . : / / ey R —
point. Le projeté orthogonal de M sur P est un point M’ tel que M" € P et M M’ colinéaire & 7.

Soient D une droite de vecteur directeur @ et M un point.

. Le projeté orthogonal de M sur D est un point M” tel que M" € D et MM". @ =o.

4 N
PROPRIETE 4.22 (DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN) Soient P un plan passant par le point NV
de vecte ormal 7 et M oint. La dist du point M au plan P est M ﬁ‘
Vv ur norml n uIl point. istance au poln u plan
IEdl

Dans un repére orthonormé, la distance entre un point M(x,y, z) et le plan d’équation cartésienne
laz + by + cz + d|

ar + by + cz+d =0 est égale &
L Y £ Va2 + b2+ c? )

DEMONSTRATION Montrons tout d’abord que le projeté orthogonal M’ de M sur P est le point le
plus proche de M sur P. Soit N un point de P différent de M’.

Dans le plan (M M'N), comme (M M') est perpendiculaire & P, le triangle M M'N est rectangle en
M' et par application du théoréme de Pythagore MN? = MM'? + M'N?.

Comme M'N >0 (car M’ # N),on a MN? > MM'? < MN > MM'.

Calculons MN - 7 = (MM’ + N N)- 7 = MM -7 + MN -7 = MM -7 car MNLT.
MN-T = MM EYIY, — TN o = .
Onadonc MN - W =MM - -7 = j:HMM || x ||7]| car M'N et 7 sont colinéaires.

—
On en déduit MM' = ||MM'|| = iW et comme une distance est positive MM’ = M?)H |

Prenons un point N(zn,yn,2ny) € P. On a axy +byy +czy +d=0= d = —(azxn + byn + czn)

MN(zxn — z,yn — Y, 2N — 2) et donc

MN -ii = a(xy —z)+blyn —y)+c(zy —2) = axy + byn + czay —(ax+by+cz) = —(ax+by+cz+d)
——d

Donc |m 71| = |ax + by 4 ¢z + d| et comme, de plus, || 7|| = Va2 + b2 + ¢2, le résultat s’en déduit.

-
PROPRIETE 4.23 (DISTANCE D’UN POINT A UNE DROITE) Soient M et N deux points, @ # 0 un

vecteur. La distance de M a la droite et D(N, @) est \/MN (MﬁNHz—) soit M N x| sin(MN} L))
\
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DEMONSTRATION Dans un repére orthonormé, projetons M sur D en faisant intervenir le plan P de
vecteur normal U (a, b, ¢) passant par M.
Le projeté orthogonal de M sur D est un point M” tel que M"” € D et W .U =0.
Les coordonnées de M (x,y, z) vérifient I'équation de P donc
ar +by+cz+d=0= d=—(ax + by + cz)
De méme pour M"(z",y",2") donc
ax’ + by’ + 2" — (ax +by+cz) =0 <= a(z” —z) + b(y" —y) + c(2" — z) = 0, cette derniére
expression étant équivalente a M M” - x =0.
Comme M"” € D, on doit avoir W colinéaire & & donc (2" — zn,y" — yn, 2" — zn) proportionnel
' —xn =at " =xn +at
a (a,b,c), soit Sy —yny =bt <=y’ =yny +bt
2 — a2y =ct 2 =zy+ct
En reportant ces expressions dans le produit scalaire W - = 0 on obtient
alrn +at —x) +blyn +bt —y) +c(zy +ct —2) =0 = (a®> + b* + )t =
—alzy —x) —blyny —y) — clan — 2) <=t = —a(en—2)—b(yn —y)—c(zn —2)

(12+b2+02 ?
cette derniére expression étant équivalente & t = —MN iy
2112 R
" __ _ MN-
2 =uxn a—ﬁﬁ—g
En reportant cette valeur dans les coordonnées de M” on obtient ¢ v/ = yy — b oAl

" __ MN-7
2T AN TR

MM = (on =2 = a=gra) o (o =y = b= oy = 2 = e )”
2
:@N—xﬁ+@N—yF+@N—zV+“*+#*”%(%ﬁﬂ?>

—2(a(zn —z) + byn —y) + clzn — 2)) ¥ ]\?) H?
- (MN - )2
=MV -

On en déduit MM = H?HQXMN;ﬁz(m.ﬁ)Q _ Hﬁ\\2><MN27\\]\W\‘f||%ﬁ\2\7\|2xe052(m,ﬁ) dotl

[
MM = MN? (1 - COS2(M23,7)) = MN? x sinQ(MZ\_%,ﬁ) ce qui justifie la derniére expression.

Remarques :

+ Cette démonstration est bien compliquée pour un résultat si simple qui parait presque évident
lorsqu’on se reporte dans le plan (M M'N) o, le triangle M M'N étant rectangle en M’ on
établit immédiatement la derniére relation. Disons qu’en la faisant, on a obtenu quelques
résultats intéressants comme les coordonnées du projeté orthogonal M” de M sur D ainsi
qu'une expression de la distance que 'on peut utiliser, programmer, dés lors que ’on connait
les coordonnées de M, N et les composantes de 7 dans un repére orthonormé.

+ Supposons que 7(—2, 1,5) dirige D, une droite passant par N(1,3,0). .

Quelle est la distance d de M(2,0,7) jusqu’'a D ? Facile : d*> = MN? — (MWN%
P = (1-2)2+(3—0)2+(0—7)2— C20=2HIB-0450-T)" _ 1, gy g9 (H3-39 _ 59 30 _ 99

(—=2)2+12+52 4+1+25
Par conséquent d = /29 ~ 5, 385.
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PROPRIETE 4.24 (DEMI-ESPACE) Soient P un plan passant par le point N de vecteur normal 77
et N’ le point tel que ]W = 7. Un point M quelconque de 'espace est :
+ Dansleplanpsim-ﬁ:()
+ Dans le demi-espace limité par P contenant N’ si W >0
+ Dans le demi-espace limité par P ne contenant pas N’ si ]WJ cT <0
Dans un repére orthonormé, le plan P ayant pour équation ax + by 4+ cz + d = 0, les inéquations
. des deux demi-espaces sont ax +by +cz+d > 0et axr +by+cz+d <O.

DEMONSTRATION Si M’ est le projeté orthogonal de M sur la droite
) lors N2 — NP NN
D(N,n) alors NM - = NM'- NN’
+ SiNM -7 =0alors M € P

- — NN s Ao
+ SINM -7 > 0les vecteurs NM' et NN’ sont donc colinéaires
et de méme sens. Les points N', M’ et M sont dans la méme

partie de ’espace limitée par P i
+Si NM -7 < 0 les vecteurs sont colinéaires et de sens &Mz
contraires. Les points M’ et M sont dans le demi-espace limité w, Y

par P qui ne contient pas N’

Sur l'illustration, les points M; et My ne sont pas dans les mémes demi-espaces limités par le plan P.

EXEMPLE 40 — Le cube dessiné ci-dessous est construit a partir du repére orthonormé (O, I, J, K).
Un point M (z,y, z) de ce cube vérifie les trois encadrements 0 < 2 < 1,0<y<let 0< 2 < 1.
Ot doit se trouver le point M pour que ses coordonnées soient les cotés d’un triangle 7

Pour construire un triangle, chaque c6té doit étre inférieur ou égal a la TK A
somme des deux autres. Les coordonnées d’un point-solution doivent
donc vérifier, en plus des trois encadrements, les trois inégalités x <
y+z,y<zr+zetz<xr+y.

L’inégalité © < y + 2z correspond a un demi-espace limité par le plan
P d’équation x — y — z = 0. Parmi les sommets du cube O(0,0,0),

C(1,1,0) et B(1,0,1) vérifient I’équation de P; donc P; = (OBC). Q J
Le point I(1,0,0) ne vérifie pas 'inéquation z < y+ 2 du demi-espace
solution donc on élimine du cube le tétraédre OBCI. ' c

x

De méme, 'inégalité y < = + 2z conduit & éliminer le tétraedre OCAJ car 0(0,0,0), C(1,1,0) et
A(0,1,1) vérifient I'équation = — y + z = 0 de Po tandis que J(0, 1,0) ne vérifie pas 'inégalité
y < x + z. L'inégalité z < = + y, quant a elle, conduit & éliminer le tétraédre OBAK.

La suppression de ces trois tétraédres fait émerger un solide-solution constitué du tétraédre régulier
OABC auquel s’accole le tétraédre rectangle SABC. Ce solide est un hexaedre (6 faces triangulaires).

Quelle est I’équation du plan Py = (ABC)?

O?(l, 1,1) est un vecteur normal a ce plan Py, 'équation cherchée est de la forme z +y + z+d = 0.
Comme A(0,1,1) € Py, on obtient 1 +1+d =0<«<= d = —2. L’équation de Py est t+y+2—2=0.
Le point S(1,1,1) vérifiant I'inégalité  + y + z — 2 > 0, cette inéquation caractérise le demi-espace
contenant S limité par (ABC).

Un point du tétraedre SABC' vérifie, en plus des trois encadrements, cette inéquation.

Un point du tétraédre régulier OABC vérifie, en plus des trois encadrements (0 <z <1,0<y <1,
0 < z<1) et des trois inégalités (r <y+z2, y <z + 2, 2 <z +y), Uinéquation z +y+ 2 —2 < 0.
Comme les quatre plans Py, P2, P3, P4 sont sécants deux & deux, leurs intersections constituant les
arétes du tétraedre OABC, on comprend que les quatre inéquations des demi-espaces concernés
(r<y+z,y<z+z z<z+y, z+y+2z<2)suffisent a caractériser les points de ce tétracdre.
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DEFINITION 4.17 (SPHERE) La sphére S(Q, R) de centre Q et de rayon R > 0 est 1’ensemble des
points M tels que QM = R.
La boule B(, R) de centre 2 et de rayon R > 0 est I’ensemble des points M tels que QM < R.

[ PROPRIETE 4.25 Soient A et B deux points et Q) leur mlheu N
La spheére S(€2, AZB) est ’ensemble des points M tels que MA ]\ﬁ 0.
Dans un repére orthonormé, avec Q(zq, ya, zq) et M(z,y, z),
’équation cartésienne de S(Q, R) est (z — 2q)? + (y — ya)? + (2 — 20)? = R2.
Un point M (x,y, z) vérifiant 1'équation 22 4+ y? + 22 + ax + by + cz +d = 0 avec d < ‘ﬂﬁ
appartient a la sphere de centre (=, Eb, ; ) et de rayon R = 4/ agﬂiﬂ —d.

\ J

DEMONSTRATION > On calcule le produit scalaire MA Aﬁ en utilisant le milieu Q de [AB]
MA-MB = ﬁ+ QA) _§>2+ sﬁ = [|MQ|]? + 75+m OB + QA MO+ QA Sﬁ
Mais comme € est le milieu de [AB], on a OA-QB = —HQAH2 (vecteurs opposeés) et

MG - QB + QA - M6 = MG @HM MG-T =0

onendedultMA._B):HMQH?_HQAH?:MQz_QAz MO~ (4B)?
Parconséquentm-m:()@MQ2:<ATB>22MQ:—

OTransformons ’équation donnée dans un repére orthonormé :

2>+ + 22 far+b +cz+d—(x+a>2—a2+( +b)2—b2+(z+c)2—c2+d
4 Y - 2 1 Wy Ty 2) "1

_(Ha)Z( +b>2+(z+c)2+d_a2+lﬂ+c?
- 2 Y73 2 4

1 3 2 2 2
La discussion porte alors sur d' = d — %

+ sid’>Oalorsx2+y2+z2+ax+by+cz+d—0<:>(w+“)2+<y+%>2+(z+§)2:0

alors M appartient a une sphére de rayon v/d' et de centre Q5% %b, _Tb)
+ si d’ = 0 alors cette sphere est réduit au point Q(52, _71’, _76) (le rayon est nul).

+ si d’ < 0 alors aucun point ne vérifie ’équation (une somme de carrés n’est jamais négative).

EXEMPLE 41 — Dans un repére orthonormé, on considére la sphére S(§2, R) d’équation

(x —1)2+ (y —2)% + (2 — 3)2 = 4 et le plan P d’équation z + 2y + 3z = a et on se demande pour
quelles valeurs de a le plan coupe la sphére et dans ce cas, quelles sont les coordonnées du centre du
cercle-solution et quel en est le rayon.

Le centre (1,2, 3) de la sphére se projette orthogonalement sur le plan en un point O(zo,yo, zo0) tel
que (ﬁ soit colinéaire au vecteur 7(1, 2,3) normal a P.

On en déduit que xp + 2ypo + 320 = a et It € R, Sﬁ(azo —1,y0—2,20 —3) = 157(17 2,3)

Pour déterminer les coordonnées de O, il faut donc résoudre ce systéme :

0 +2yo +320 = a 0 +2yo +3z0 = a 20 +4x0 + 920 = a <= 1l4xp = a
O O o
Yo —2 =2t Yo — 2 = 2(:1:0—1) yO:Q(l—Fxo—l):QZEO
20 —3=23t z0—3=3(xzo — 1) 20 = 3x0
3a

a a
—., Y0 =220 = — et 20 =320 = —

On en déduit xp = 11 14 7R
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La sphére est coupée par le plan si la distance QO est inférieure
ou égale au rayon R de la sphére, soit si Q0? < R2.
Si on effectue une coupe de la sphére par un plan P’ perpendiculaire

a P et passant par 2, Q0 est un des deux vecteurs directeurs de
Plet,si Ae CNP', OA en est un autre. Ces deux vecteurs sont
orthogonaux et, dans le triangle QOA, inclus dans P’ et rectangle

en O, on peut appliquer le théoréme de Pythagore :
QA? = Q0% + OA? < R? = Q0% +r? = r = VR2 — QO?

—14)2+44(a—14)2+49(a—14)? —14)2(14+449 —14)2
Or902:(ﬁ—1)2+(%—2)2+(%2—3)2:(a ) (a142)+(a ): _ (a )142 ):(014)_
Le plan coupe donc la sphére si (a_ﬁf) <4<= (a—14)2 <56 <= 14-2/14 < a < 14+ 214

A/ —(a— 2
Le rayon r du cercle d’intersection est r = v R2 — Q0?2 soit ici r = /4 — (a_1114)2 = V5 \/% 147
\/56—(a—14)2

Je trace pour vérification la courbe de la fonction r : @ — Nzl

0 ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 a

Lorsque a = 14, P passe par € et coupe S selon un de ses grands cercles (on a alors R =r).

Comme 14 — 2v/14 =~ 6,52 et 14 4+ 2v/14 = 21,48 , entre ces deux valeurs le plan P coupe la sphére
selon un cercle dont le rayon est lu en ordonnée de cette courbe.

Il me reste encore une interrogation : quelle est ’équation du cercle intersection C =S NP7

Bien str, on peut chercher les coordonnées des deux points A et A’, diamétralement opposés sur C et
traduire la caractérisation M(x,y,z) € C <= MA- M A’ = 0 par l'expression algébrique recherchée.
Cette démarche est parfaitement légitime et conduit au bon résultat apres de longs et rébarbatifs
calculs impliquant le paramétre a; mais surtout, cette démarche est parfaitement inutile puisqu’on
sait déja les coordonnées du centre et le rayon du cercle.

L’équation cartésienne de C est tout simplement :

(o) sy s (et
14 Y™ 1 14) = 14

Lorsque a = 14, cette équation se simplifie en (z — 1)* 4 (y — 2)* + (z — 3)% = 4 (grand cercle)
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Nombres complexes

Plan du chapitre :

5.1 Le corps des nombres complexes
5.2 Géométrie avec les complexes

5.3 Trigonométrie avec les complexes
5.4 Polynémes complexes

5.5 Applications

Apercu historique :

C’est en Italie, au XVI1¢ siécle, qu’apparurent les nombres complexes. Niccolo Tartaglia (1499-1557)
innove en utilisant la racine carrée de —1 (pas encore nommée i) comme moyen systématique de
résolution des équations du troisiéme degré. On ne sait pas bien s’il améliora la méthode secréte de
Scipione del Ferro ou s’il inventa lui-méme cette méthode, toujours est-il qu’il finit par la révéler a
Jérome Cardan (1501-1576) qui la publie en 1545 dans l'ouvrage Ars Magna (le Grand Art). Cardan
publie également dans ce livre la formule découverte par Ludovico Ferrari, son éléve, qui permet de
résoudre les équations du quatrieme degré en se ramenant a la résolution d’une équation du troisiéme
degré. Quelques années plus tard, Rafaele Bombelli (1526-1572) prolonge le travail de ses
compatriotes précurseurs par [’étude des propriétés de ces nombres complexes qu’il publie en 1572
dans Algebra. Malgré les avancées considérables de ces pionniers italiens, la communauté
mathématique est loin de considérer cette cuisine algébrique comme un travail sur de vrais nombres.
Ces nouveauzr nombres sont nommés imaginaires en 1637 par René Descartes (1596-1650). Leibnitz,
contemporain de Descartes, a dit de cette invention que D'esprit divin s’est manifesté de fagon sublime
dans cette merveille de 'analyse, ce prodige d’'un monde idéal, cet intermédiaire entre 1’étre et le
non-étre, que nous appelons la racine imaginaire de 'unité négative. Leonhard Euler (1707-1783)
utilise abondamment ces nombres qu’il définit comme impossibles, publie la formule

e = cosx +isinx et Uidentité '™ + 1 = 0 dans Introductio in analysin infinitorum en 1748, et
introduit en 1777 la notation 1.

Au début du x1x° siecle, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) construit précisément le corps, noté C, des
nombres complexes associés aux opérations d’addition et de multiplication. Il monire que ce corps est
algébriqguement clos, ce qui conduit & identifier le degré d’un polyndme complexe non nul au nombre
de ses racines comptées avec leur ordre de multiplicité. Il appelle complexes ces nombres en 1831
dans Theoria residuorum biquadraticorum car ce sont des nombres composés d’une partie réelle et
d’une partie imaginaire. Influencé par les travaux de Jean-Robert Argand (1768-1822) et Caspar
Wessel (1745-1818), Gauss et surtout Augustin Louis Cauchy (1789-1857) développent laspect
géométrique des complexes; Cauchy introduit en 1847 les termes affixe et argument. Plus tard,
William Rowan Hamilton (1805-1865) prolonge 'ensemble C en définissant les quaternions.
L’acceptation de ces nouveauzr nombres ressemble a une lente digestion qui s’est étalée sur trois
siecles ; la lettre © est linitiale d’tmaginaire ou inventé, mais c’est aussi celle d’impossible, idiotie,
tnutile et irréelle. Outre les applications en algébre, en analyse, et en géomélrie, ces nombres trouvent
leur utilité en physique. Leur statut est dorénavant solidement établi, personne n’en contestant plus la
légitimité. Comme o chaque découwverte d’un nouwveau type de nombre, le concept méme de nombre a
dd étre remanié.
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1.a. Les équations du second degré insolubles dans R

L’ensemble des réels ne contient pas de solution pour certaines équations du second degré comme

22 41 = 0 ou, plus généralement, ax? + bz + ¢ = 0 lorsque A = b? — 4ac < 0. Le carré d’un réel étant
toujours positif, il ne peut égaler —1 ce qui est pourtant la seule facon d’annuler 2% + 1.

En introduisant le nombre v/—1, que I'on va noter i, on a i2 = (—i)? = —1 et '’équation 22 +1 =0 se
retrouve avec deux solutions qui sont i et —i. Cet artifice de la numération est un « nombre » (un
symbole se prétant aux opérations que ’on définit avec lui) mais ce n’est pas un nombre réel.

On peut désormais résoudre les équations du second degré qui n’avaient pas de solution dans R.

En effet, les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0 existent lorsque A < 0 puisque

VA = /(1) x (=A) = /=1 x vV/=A = iy/—A et le nombre v/—A est bien un réel positif.

Les solutions de I’équation s’écrivent alors sous la forme générale x = a 4 ib ot a et b sont des réels :

—bEtivVA b, VA

= 2a T 2a ZQa

4 D
DEFINITION 5.1 (NOMBRE COMPLEXE) Soit 4 le nombre imaginaire définit par 2 = —1 et C
I'ensemble des nombres z s’écrivant a + bi avec (a,b) € R%. La partie réelle de z notée Re(z) est
le nombre réel a tandis que la partie imaginaire de z notée Zm(z) est le nombre réel b.

Les nombres de C sont appelés « nombres complexes » et, lorsque la partie réelle d’'un nombre

complexe est nulle (le nombre g’écrit alors bi avec b € R), ce nombre est dit « imaginaire pur ».
\ y.

EXEMPLE 42 — On souhaite factoriser le trinome du second degré P(r) = 322 — 2x + 1. Cependant
I'équation 322 — 2z + 1 = 0 n’a pas de solution réelle car A = (—=2)2 —4 x 3= -8 < 0.

Calculons les solutions complexes :

Comme /=8 = 1/(=1) x 8 = V=1 x v/8 = /=1 x /4 x 2 = 2i/2.

2422 1+4V2 1, V2

Ces solutions s’écrivent ou aussi — & i—.

En anticipant sur les régles du calcul algébrique dans C, on peut donc factoriser le trinéme :

1 2 1 2
P(x)—3x2—2x+1—3(x+3+i\3[> <x—3—i\3f>

Remarques :
+ L’ensemble C contient tous les réels, tous les imaginaires purs (leur ensemble est noté Ri) et
toutes les combinaisons engendrées par la somme de ces deux types de nombres.
On a donc R C C et, de méme, Ri C C.
+ Toutes les équations du second degré ax? + bx + ¢ = 0 ont finalement deux solutions dans C :

-b VA

— si A=b>—4ac >0, x = — £+ —— les deux solutions sont réelles
b 2a 2a b
— SiA=0,x= ;—, la solution réelle est double car alors ax? + bx + ¢ = a(x — ;—)2
a a
—b
— siA<0,x= % + Z'T, les deux solutions sont complexes non réelles
a a

+ Le nombre i est souvent noté j par les physiciens qui ne veulent pas le confondre avec le ¢ de
I'intensité électrique. Mais on va voir que, pour les mathématiciens, j est un autre nombre

V3

T
complexe égal & > + 17.
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DEFINITION 5.2 (NOMBRE CONJUGUE) Soit z = a + ib un nombre complexe.

On appelle conjugué de z le nombre a — ib que 1’on note Z.

Les propriétés immédiates sont z + 2z = 2a et z x 2 = (a + ib)(a — ib) = a? — (ib)? = a® + b,
Le nombre z x Z = a® + b? est le carré du « module » de z (voir plus loin) et noté |z|2.

EXEMPLE 43 — L’équation 22 + z + 1 = 0 n’a pas de solution réelle car A = 12 — 4 = —3 < 0, mais
elle a deux solutions complexes car vV—3 = 4/(—1) x 3 =/—1 x V3 =i/3.
—1+iV3

Pourquoi donne-t-on un nom & ce nombre? Car j est une des trois racines cubiques de 1. En effet :

po +iv3)®  (-1)° +3i(-1)>V3+ 37 (-1)(V3)* +*(V3)> _ —1+3ivV3+3x3-3ivV3 _
o 23 - 8 = 3 =

V3

: . -1, V3 . e T
Ces solutions s’écrivent ou aussi — +¢——. On note j la solution — + i—.

1

Les racines cubiques de 1 vérifient I’équation 23 = 1 et, hormis 1 qui est une racine réelle évidente, il
y a deux racines complexes conjuguées. En écrivant que 2® — 1 = (x — 1)(2? + x + 1), on retrouve le

V3

- -1
trinome 22 4+ = 4 1 qui a pour racines j et son conjugué j égal a 5 T—.

(—1 4 iy/3)? _1- 2iv/3 +i2(v/3)? _—2- 2i\/§2: ~1—1iV3

j est égal a j2 car j2 =

, mais aussi
22 4 4 2
car j x j2 = j3 = 1, comme on vient de le voir.
Le fait que j et j2 soient conjugués implique que :
. ) -1 . . V3
+ Re(j?) = Re(j) = - et Im(5%) = —Im(j) = 5
+ Leur somme vaut j + j2 = 2 x Re(j) = 2 x _71 = —1 (comme j est solution de 2% +z +1 =0,

il n’est pas étonnant que 52+ j = —1).
2
+ Leur produit est j x j2 = (Re(j§))? + (Tm(4))? = (%)2 + (‘? =1+3 =1 (comme j est

une racine cubique de 1, il n’est pas étonnant que j x j2 = j3 = 1).

[ PROPRIETE 5.1 (CONJUGAISON) V(2,2') € C? on a :
a) z+ z = 2Re(z) b) z — z = 2iZm(z) c) zx z=|z|?
dyz==z2 e) —z=—Z
flzeR=z=12 g)zeERi=z=—2 h)z=2 & 2=2

\\

DEMONSTRATION Toutes ces propriétés sont évidentes. Il suffit de partir de la définition du conjugué
et d’utiliser les propriétés algébriques de C qui prolongent celle de R comme on va le voir plus loin.
Montrons par exemple que z = 2 :
Siz=a+ibalors Z=a—ibet 2 =a— (—ib) = a+ib.
Montrons maintenant 1'équivalence z = 2/ <= 2 = 2/ :

+ La propriété directe : 2 = 2/ = Z = 2/ est évidente. -

+ Réciproquement, si z = 2/ alors, d’apreés la propriété directe on doit avoir Z = 2/,

et comme Z = z et 2/ = 2/, on en déduit que z = 2.

1.b. Algebre complexe

L’invention des nombres complexes étend les propriétés algébriques connues dans R.

Ainsi, I’égalité, ’addition et la multiplication conservent les propriétés qu’on leur connait dans C :
+ et x sont commutatives et associatives; x est distributive par rapport a 4+ ; on peut ajouter aux
deux membres d’une égalité un méme nombre, ou les multiplier par un méme nombre non nul ;
chaque nombre & un opposé et un inverse (sauf 0) ; etc.
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,
PROPRIETE 5.2 (UNICITE) L’écriture algébrique d’un nombre complexe de C est unique.
/
a=a
Soient z = a + bi et 2’ = a’ + b'i deux nombres complexes. z = 2/ < { be
\

DEMONSTRATION z =2 <= a+bi=d +bVi<=a—d =i(b-1)
Comme a —a’ € R et i(b— ') € Ri, la seule possibilité est b — ' = 0 et par conséquent a — a’ = 0.

EXEMPLE 44 — Résolvons I'équation complexe 22 = 2 + 4.
En notant z = a + bi, cette équation s’écrit
2 32
a®—b"=2
2ab =1
On a nécessairement a # 0 car sinon on aurait —b%> = 2 ce qui n’est pas possible dans R.
De la 2¢ équation, on tire donc b = ﬁ que ’on substitue dans la 1™ pour écrire a? — ﬁ =
Il nous faut résoudre 'équation bicarrée 4a* — 1 = 8a? qui s’écrit 4A% — 8A — 1 = avec le changement

de variable A = a?. Comme A = 64 4+ 16 = 80 = 5 x 42, les solutions sont A = Sivé’X‘lQ = 2i2\/5.
La solution A = 2_—2‘/5 ~ —0.236 < 0 est impossible car A est le carré d’un réel.

On doit donc avoir A = LQ/‘?’ et donc a = + 2+27\/5

Comme b = i, on trouve finalement les deux solutions :

_ . /2+V5 _1 /2 _ 1 o o 4/ 24VE i
+a= et b= 5 % 2+\/g—\/2(2+\/5)d0uzl_ 5 —I-\/2(2+\/5)

(a+bi)2:2+i<:>a2—b2+2abi:2+i<:>{

e \
PROPRIETE 5.3 (ADDITION) L’addition dans C, définie par (a+bi)+(a’+b'i) = (a+a’)+(b+V')i,

confere & (C,+) la structure de groupe commutatif.

+ Commutativité : V(z,2') € C?, 2+ 2/ =2 + 2

+ Associativité : V(z, 2/, 2") € C3,2 + (2 + 2") = (2 + 2/) + 2", expression notée z + 2’ + 2"
+ Elément neutre : V2 € C,2 +0 =0+ z = 2, le réel 0 est I’élément neutre de 4+ dans C
"

L Opposé : Vz € C,32' € C,z+ 2’ = 0 et lorsque z = a + bi, cet élément 2’ est —2 = —a — bi )

Remarques :
+ Ces propriétés découlent du fait que 'on définit C comme une extension de R, donc avec les
méme propriétés : (R,+) étant un groupe commutatif, (C,+) en est un aussi.
+ La soustraction dans C est définie comme dans R par I'addition de 'opposé :
V(z,2) € C? 2 — 2/ = 2+ (—2')
e \
PROPRIETE 5.4 (MULTIPLICATION) La multiplication dans C, définie par
(a+bi)x (a'+Vi) = (aa’ —b') + (ab’ 4+ ba’)i, confere & (C*,x) la structure de groupe commutatif.
+ Commutativité : V(z,2') € C?, 2 x 2/ = 2/ x 2
+ Associativité : V(z,2/,2") € C3,2 x (' x 2") = (2 x 2) x 2", expression notée zz'z"
+ Elément neutre : V2 € C,z x 1 =1 x z = 2, le réel 1 est I’élément neutre de x dans C

a—bi
+ Inverse : Vz € C*,32' € C*, 2 x 2/ = 1 et lorsque 2z = a + bi, cet élément 2’ est 25

DEMONSTRATION Ici encore, ces propriétés découlent du fait que 'on définit C comme une
extension de R. Le dernier point mérite d’étre justifié :

Soient z = a + bi et 2/ = a’ + Vi tels que z x 2/ = 1. On doit donc avoir (aa’ — bb') + (ab/ + ba’)i = 1
aa' —bb =1

ab +ba' =0

et cette égalité conduit au systéme {
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En multipliant la 1 égalité par a et la 2° par b, on obtient
2 1 /
a“a —abb =a . a
) = (addition membre & membre) a’a’ + b?a’ = (a? +b?)d' = a = d’ = ——
abb! +b°a’ =0 aZ+b

En multipliant la 1" égalité par —b et la 2¢ par a, on obtient

—aba’ + b = —b s 217 4 27/ 2 p2\p/ / —b
o) , = (addition membre & membre) bV’ +a“b’ = (a* +0°)b' = ~b = b = —
a“b’ 4+ aba’ =0 a®+b

a —bi a—bi

a2+62+a2+62 a4 b2

Finalement on obtient bien 2/ =

Remarques :
+ Comme dans R, 0 n’a pas d’inverse dans C.
+ Cas particulier de multiplication : V(k,a,b) € R3, k x (a + bi) = (ka) + (kb)i.
+ Si z = a + bi alors le conjugué de z est Z = a — bi et le carré de son module est |z|? = a? + b?,

. 1 z . .
du coup l'inverse de z est — = ﬁ et comme la division dans C est définie comme dans R par
z z
e N , . 2 1 27
la multiplication de I'inverse : V2 € C,Vz' € C*, — =2 X - = — 5.
2! 2|

Avec les notations, algé/briques z=a+ bi ?t 2= a’/+ b’i/on a: /
i/ _ (0 + bi) x ciQ—bz _ (a+bi)(a"— Vi) _ (ad’+bY)+ (—ab +ba)z.
= a? + b2 a’? + b2 a2 + b2

+ Comme (C,+) est un groupe commutatif, (C*, x) est un groupe commutatif et comme x est
distributive sur +, I’ensemble des complexes muni de ces deux opérations (C, 4, x) est un
corps commutatif. Dedekind définit un corps (Kérper en allemand) comme un sous-ensemble
de nombres réels ou complexes stable par addition, soustraction, multiplication et division.
Outre C, R et Q (I’ensemble des rationnels), ’ensemble des entiers modulo un nombre premier

p (noté Z/pZ) est un corps (I’ensemble Z/5Z par exemple contient les éléments {0,1,2,3,4})

EXEMPLE 45 — 2 Ecrivons plus simplement le quotient de 5 — 24 par —1 + 33 :

5-2  (5-2)(-1-3i) (-5-6)+(-15+2)i —11—13i

143  (=1+3i)(-1-3i) (-1)2+(=32 10

—-11-13: —11 13
L’équation (—1+ 3i)z = 5 — 24 a donc pour solution z = 10 Lo 0 1—01 =-1,1-1,3

D Si z = a + bi, écrivons plus simplement le quotient 2’ de z — 24 par 2 + 1 :

, 2—2i  a+(b-2)i (a+(b-2)i)(a+1-bi) ala+1)+b0b—2)+i(—ab+ (a+1)(b—2))

z4+1  (a+1)+bi  (a+1+bi)(a+1—bi) (a+1)2+ b2

a(a+1) 4+ b(b—2) ot Tm(2) = —ab+ (a+1)(b—2) _ b—2a-2
(a+1)2+0b2 (a+1)2+0b2 (a+1)2+02

D Siz=1+2iet 2 =2—i, écrivons algébriquement le complexe (22 — 1)(i — 2/) :

On en déduit que Re(2') =

(2=1)(i—2") = (14+20)*=1)(i—(2—1)) = (1—4+4i—1)(i—2+13) = 4x2(—14i)(i—1) = 8(—2i) = —16i

( )
PROPRIETE 5.5 (CONJUGAISON (SUITE)) V(z,2') € C2,Vn € N* on a :

o) 5 A =G+ b)z—2=z—2 c) (—2)=-z
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DEMONSTRATION " Les propriétés de la 17 ligne sont évidentes.
Montrons que z X 2/ = zZ x 2/ en notant z =a + b et 2’ =a’ + b :
+ 2 x 2 = (ad —bV') + (ab/ + ba')i = (aa’ — bV') — (ab’ + ba')i
v Z2x 2 =(a—1ib)(a —ib) = (ad' — (=b)(=V)) + (a(=b") + (=b)a')i = (aa’ — bb') — (ab + ba')i
1
% .

1
w Montrons que <7) =
z

1 1 1
Par définition de 'inverse z x — =1 et d’aprés la propriété précédente z x — = z X (7>
z z z
1 - Lo _ 1 1 1
Commedepluszx —=1=1,onendéduit que zx |- | =1<=(-) ==
z z z z
. z z
w» Montrons maintenant que (—/) ==
z z
z 1 z 1 1 1 z
Comme — = z X —;, on en déduit que (—,) =2X - =ZX (—/):Exf/:f/
z z z z z z z

w Pour les deux 1*¢ propriétés de la derniére ligne, on procéde par récurrence sur n > 1 :

+ Pourn=1: 221:7:27

i=1 i=1

+ Supposons que pour n > 1, on aie Z Z; = Zzﬁ-, calculons :
i=1
n+1 n+1

Zzz Zzl+zn+l—zzz+zn+l—zzz

L’ 1n1t1ahsat10n et 1 hérédité de cette propriété etant vraie, la propriété est vraie pour tout n > 1.

On procéde de méme pour le produit :
1

1
+ Pourn=1: Hz :7:1_[

i=1

+ Supposons que pour n = 1 on aie H Zi = H Zi, calculons :
i=1 i=1
n+1 n+1

HZZ szxan—szxan— sz

Le pr1nc1pe de recurrence permet alors de conclure pour tout n > 1.

w T3 derniére propriété est un cas particulier de la précédente :

=1, =[]z=]]z=(2)
=1 =

Si les nombres complexes sont apparus dans le contexte de la résolution des équations du 3°® degré, les
utilisations que 'on peut en faire sont sans limite. Le principal atout de ces nombres est de combiner
deux nombres en un seul dont on peut toujours séparer chacun des constituants. Cette avantage
confére aux complexes la capacité de représenter des points ou des vecteurs du plan.

2.a. Le plan complexe

Depuis Jean-Robert Argand (1806), le nombre complexe z = a + ib est appelé « affixe » du point M
de coordonnées (a; b) ou du vecteur OM dans un repére orthonormé d’origine O.

La partie réelle de z est 'abscisse de M tandis que la partie imaginaire de z est son ordonnée.
Chaque nombre de C correspond ainsi & un point de ce plan, appelé « plan complexe ».
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DEFINITION 5.3 (AFFIXE ET MODULE) Le plan complexe ayant comme repére (O, 7', 7),

un point M de ce plan est repéré par son « affixe » complexe z = a + ib, ce que l'on note M (z).
Le vecteur OM est également repéré par l'affixe z = a + ib et on note cela OM (z).

Le « module » de z, noté |z|, est le nombre va? + b2 = \/z X z qui correspond a la distance OM.
Les coordonnées du point M (z) sont (Re(z),Zm(z)).

DEFINITION 5.4 (ARGUMENT) Dans le plan complexe de repére (O, 7, 7), un point M (z) étant
donné, ’angle orienté (7, OM) est appelé « argument » de z et noté arg(z).

Remarques :
+ arg(a + ib) est un angle, mesuré en radians, qu’on détermine & la calculatrice si a # 0.
— Sia >0, on tape tan™! (3) (tan~! est parfois notée atan) puisque tan(arg(z)) = 2
Si b= 0 alors arg(z) =0 et |z]| = a.
— Sia <0, comme tan~! donne un angle de I'intervalle |=%5 ;5[ on tape tanfl(g) + .
Si b =0 alors arg(z) = 7 et |z] = —a.
— Sia =0, alors arg(z) = § et [z| =bsib>0ou arg(z) = 5 et |[z| = =bsi b<0.
+ Sur l'illustration ci-dessus, le point M a pour coordonnées (2; 3).
— son affixe est le complexe z = 2 4 33
— son module est |z| = v/22 432 = /13
— son argument est arg(z) = tan~!(3) &~ 0, 98279 rad.
+ Comme Re(z) est porté par l'axe des abscisses, celui-ci est 1’« axe des réels » ; de méme,
comme Zm(z) est porté par 'axe des ordonnées, celui-ci est '« axe des imaginaires ».
De ce fait, si un point a pour affixe un nombre réel, ce point est sur l'axe des réels; de méme,

si un point a pour affixe un nombre imaginaire, ce point est sur l’axe des imaginaires.

e \
PROPRIETE 5.6 (NOTATION TRIGONOMETRIQUE) Tout nombre complexe non nul z peut étre

noté sous la forme trigonométrique z = r(cosf +isinf) ou r = |z| et 6 = arg(z) [27].
|21] = |22

On a alors Re(z) =rcosf, Im(z) =rsinf et 21 = 29 <
arg(z1) = arg(za) [27]

De plus |Re(2)| <7 et |Zm(z)| <r
\

Re(z1) = Re(z2)
Im(z) = Im(z)

DEMONSTRATION On a déji montré, propriété 5.2, que z; = 25 < {
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Par conséquent z; = z9 <= M (z1) = M'(z2). Les points M et M’ sont confondus car leurs
coordonnées cartésiennes sont égales (les parties réelles et imaginaires de leurs affixes).
Leurs coordonnées polaires (modules et arguments) sont donc égales car la correspondance entre
I’écriture algébrique et ’écriture trigonométrique d’un complexe est biunivoque :
+ Sile point M a pour affixe z = a + ib, choisir |z| = va? 4+ b? et arg(z) = (7 OM) assure
I'unicité du module et de 'argument de z.
+ Si le point M a pour module r et pour argument 6 [27], choisir z = rcosf et y = rsinf
assure l'unicité de la partie réelle et de la partie imaginaire de z.

EXEMPLE 46 — 2 Le point /(1) est sur I’axe réel.
Comme il est positif, son argument est 0 [27] et son module 1. Par conséquent 1 = cos0 + isin0.
2 Le point J(i) est sur ’axe imaginaire.

Comme sa partie imaginaire est positive (Zm(i) = 1), son argument est § [27] et son module 1.

La notation trigonométrique de 7 est cos § + isin 5.
2> Le point O(0) a un module égal & 0 mais son argument n’est pas défini.

2 Le point d’affixe j a pour coordonnées (—% ,@)

+ Son module est [j| = /(—3)2 + (@)2 =y/i+3=1
+ Comme a = —3 < 0, son argument arg(j) = tan~ (*_f 2) + 7 ~ 2,094395102.
Comme 3 x 2,094395102 =~ 6, 283185307 ~ 27, on peut conclure que arg(j) = ?md.
Mais cela se montre plus directement : comme |j| = 1, le point d’affixe j est sur le cercle
trigonométrique. Son argument 6 est tel que cosf = —% et sinf = @
Un seul angle de [0;27] a ces caractéristiques c’est 2”.
Ainsi, la notation trigonomeétrique de j est cos 2% 3 T isin 2;’

[ PROPRIETE 5.7 (POINTS REMARQUABLES) Vz € C, on a : )
arg(z) = —arg(z) [27] 1Z| = |2] les points M (z) et M'(Z) sont symétriques par rap-
port & 'axe réel.
arg(—z) = arg(z) + 7 [27] | | — 2| =|2| | les points M(z) et M"(—z) sont symétriques par
rapport a lorigine.
\ J

DEMONSTRATION M et M’ sont symétriques par rapport a ’axe des réels car leurs affixes ont méme
partie réelle et des parties imaginaires opposées. On a déja montré que z et z ont méme module.
Montrons que leurs arguments sont opposés :

+ Re(Z) = Re(z) = rcosf = rcos(—0) car Vb, cos(—6) = cosf

+ Im(z) = —Im(z) = —rsinf = r(—sinf) = rsin(—0) car V4, sin(—0) = —sind
M et M" sont symétriques par rapport & 'origine car leurs affixes ont des parties réelles et
imaginaires opposées. Les modules sont égaux : | — a — bi| = (—a)? + (=b)? = a® + b* = |a + bil.
Montrons que les arguments de —z et z différent de 7 :

+ Re(—z) = —Re(z) = —rcosf = rcos(f + m) car V8, cos(d + m) = —cosf

+ Im(—z) = —ZIm(z) = —rsinf = rsin(d + 7) car V0,sin(0 + 7) = —siné

M(z)

E arg z \(}
| 72 KO' 1 |

arg z

M(z) ) arg(z) + 7w M(z)
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Remarque :

j%2 =7 = cos _TQW + ¢sin —Tzw car j a méme module que j et un argument opposé.

Les points d’affixe 1, j et j2 = j, les trois racines cubiques de I'unité, sont les sommets d’un triangle
équilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique. En effet, ces trois nombres ont pour module 1 et les

points du cercle trigonométrique dont ils sont les affixes forment des angles au centre deux a deux

égaux A % (arg(1) =0, arg(j) = %’r et arg(j?) = %2” = %”)

,
PROPRIETE 5.8 (LINEARITE) L’association d’un vecteur & son affixe f : ¥ z € C est une

bijection linéaire, c’est-a-dire que quels que soient v1 — z1 et v5 — 29 :

Ui + 03— 21 + 20

Bijection : H = @ < 2] = 29 Linéarité :
! Vk € R, kol — kz

DEMONSTRATION 2 Bijection :

Le sens direct est évident puisqu’un vecteur est associé & une affixe unique 171) = v—2> = 2] = 29.
Réciproquement si 21 = 23 = z, les composantes de v{ et 3 étant les mémes (Re(z),Zm(z)),
celles-ci désignent un seul et unique vecteur v = v_1> = v_2>

2 Linéarité de 'addition :

Sous forme algébrique, si z1 = a1 + by et zo = ag + ibg alors 21 + 22 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i.

La décomposition de o7 + 75 dans la base (7,7) est (a17+ b17) + (ao?+ bo]) = (a1 + a)7+ (b1 + b2)7J.
On constate que 'affixe complexe de V] + U3 est (a1 + a2) + (b1 + b2)i, soit z1 + z2.

2 Linéarité de la multiplication par un réel :

De méme, si 21 = ay + iby alors kz; = k(ay + ib1) = (kay) + (kby)i.

La décomposition de ki dans la base (7,]) est k(a17+ b1)) = (ka1)7+ (kby)7T.
On constate que l'affixe complexe de kv est (kay) + (kby)i, soit kz1.

Remarques :

+ L’addition d’un complexe z; & un complexe zo prend du sens
si on considére le point M (z1) et le vecteur o d’affixe 2o, M"
car le complexe z = z1 + 29 est alors ’affixe de 'image de M 7
par la translation de vecteur V. Par exemple, lorsqu’on fait
subir au point M (2 + 3i) ci-contre la translation de vecteur
¥(—1 4 2i), on obtient le point M’ d’affixe 5 M
(243i)+ (-142i) =1+ 5

+ Pour des points M (z) et M'(2'), le complexe 2’ —z est I'affixe
du vecteur OM’' — OM = MM'’. La soustraction de deux 7'213101 vvvvvvvvvvv M
complexes permet de calculer la distance MM’ = |2/ — z|.

Sur I'exemple ci-contre, I'affixe du vecteur MM’ est 2
(1+5i)—(2+3i) =—-1+2i 30 3.60555

On en déduit MM’ =| —1+2i| = /(-1)2+22=+/5
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+ Pour des points M(z) et M'(2'), le complexe %’Z/ est l'affixe du milieu I du segment [MM’].
OM + OM’
En effet, on sait qu’alors 07 =5 I’affixe de I en découle.

+ La traduction de 1’égalité vectorielle z@ = ﬁ (ABCD est un parallélogramme) avec les
affixes est zp — 24 = 2o — zp ([AB] et [DC] sont paralléles, égaux et de méme sens) ou, ce qui
revient au méme, z4 + zo = zg + zp ([AC] et [BD] ont méme milieu).

EXEMPLE 47 — Généralisons la situation du triangle dont les sommets ont pour affixes les racines
cubiques de l'unité : Si des points M, M’ et M" ont des affixes z, 2’ et 2" telles que |z| = |/| = |2”],
montrons que le triangle M M’'M" est équilatéral si et seulement si z + 2’ + 2 = 0.

Legalité |z| = || = |2"| <= OM = OM' = OM" indique que M, M’ et M" sont sur un méme
cercle de centre O.

Légalité z + 2’ 4+ 2 = 0 traduit I’égalité vectorielle OM + m + OW - 7.
L’origine du repére — le point O — est donc le centre de gravité du triangle M M'M".

Le centre du cercle circonscrit étant confondu avec le centre de gravité, le triangle est équilatéral.

EXEMPLE 48 — Montrons maintenant que le centre de gravité G, le centre du cercle circonscrit O et
Porthocentre H d’un triangle quelconque M M’'M" sont alignés. Sans perte de généralité, considérons

que les affixes sont données dans un repére d’origine O.
/ " s — ﬁ
L’affixe de G est le complexe g = % car OM +OM' +OM" = 30?.

e I
2+ 2 ﬁ OM' +0M"
car = -

L’affixe du milieu N de [M'M"] est n =

Z/ _|_ Z//

Le point H d’affixe h = 2+ 2/ + 2" est tel que h — 2z = 2 ( ) <= h — 2z = 2n, ce qui traduit le

fait que MH = 20N. La droite (ON) étant la médiatrice de [M'M"], on en déduit que (M H) est
paralléle & cette médiatrice, donc perpendiculaire au coté [M’'M"]. Comme (M H) passe par M, c’est
donc la hauteur issue de M, et il en va de méme pour les autres hauteurs qui passent toutes par H.
Le point H est donc 'orthocentre du triangle.
Les affixes de G et H étant liées par I’égalité h = 3¢, on en déduit que (ﬁf = 30?, ce qui prouve
I’alignement de O, G et H sur une droite appelée « droite de Euler » du triangle. Sur cette droite, un
2+ o + S

2 ' .
=5+ =e—n= 5 Les modules de ces deux complexes

point se distingue : le point F d’affixe e =

Z/+Z”

E est le milieu du segment [OH] et e —

sont donc égaux, or |[e —n| = EN et |=| est la moitié du rayon du cercle circonscrit. En faisant de

méme avec les deux autres sommets, on obtient que E est équidistant des trois milieux des cotés du
triangle. Le cercle centré sur E contient d’autres points remarquables du triangle (les pieds des
hauteurs et les milieux des segments joignant les sommets & 'orthocentre, voir la figure ci-dessous),
on ’appelle « cercle de Euler » ou « cercle des neuf points » du triangle.
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e \
PROPRIETE 5.9 (MULTIPLICATION) Soient z, 21 et zo des complexes quelconques :
+ |21 X 23] = |21] X |22| et arg (21 X z2) = arg z; + argzo [27]
+ Vn € N |2"] = |2|" et arg(z") = nargz [27]
1 1 1
+ Siz#0alors |-| = — et arg(—) = —argz [27]
z' |z z

+ Si 23 # 0 alors |Z—1] = 1] et arg(ﬁ)
29 z2

|22]

=argz; —argzy |27

DEMONSTRATION " Ecrivons z; = 71(cos 0y + isinf) et zo = ro(cos s + isinfy) ou
r1 = |z1|, ro = |22|, 61 = arg(z1) et O3 = arg(z2). On a

21 X 29 = r1ra(cos b1 + isin by )(cos O2 + i sin 63)
= rirg [(cos 01 cos fg — sin 0 sin 03) + i(cos 0 sin O3 + cos O sin 61 )]
= 1179 [cos(01 + O2) + isin(f; + 62)]

La derniére égalité vient des formules de duplication étudiées en classe de 1'¢ grace au produit
scalaire. On tire alors de I’expression finale le module et argument de 21 X 25.

w On montre que |2"| = |z|" et arg(z") = narg z par récurrence sur n € N.

w Pour un complexe non nul z = r(cos @ + isin ), son inverse
1z r(cosf — isinf) _ cos(—0) + isin(—0) Joit ‘1| 1 ot arg(l) _
z  |z)? 72 r zor z

m Comme diviser revient & multiplier par 'inverse, on en déduit :

21 . 1 - r1(cos @ + isinf;)(cosfa — isinby)
Oz T
= :—1 ((cos 01 cos O3 + sin 61 sin ) + i(sin 61 cos fy — cos 61 sin 6s))
2
= :—1 [cos(01 — B2) + isin(6; — O2)]
2

z
La derniére égalité vient ici aussi des formules de duplication, on tire le module et 'argument de ey
z22

Remarques :
+ Si on consideére le point M (z;) et le complexe zp de module r = |z3| et d’argument
0 = arg(z2), le complexe z = 2129 est l'affixe de l'image de M par une rotation d’angle 0 suivie
d’une homothétie de centre O et de rapport 7.
Sur lillustration de la propriété 5.8, le point M (2 + 3i) est envoyé sur le point M” par la
rotation d’angle 30° suivi d’une homothétie de centre O et de rapport 2.
Pour déterminer laffixe z de M”, il suffit de calculer le produit :
z=(2+3i) (2(cos § +isin§)) = 2(2+ 3@)(§ +14)=2v3-3+(2+3V3)i ~ 0,4641 + 7, 1964.
+ Pour deux vecteurs o7 (z1) et v3(22), la division des affixes L a pour argument l'angle (v3,07)
(arag + b1ba) + (brag — arbe)i
a3 + b3 '
La partie réelle du numérateur correspond au produit scalaire des vecteurs o1 - 0% tandis que
la partie imaginaire en est le déterminant det(v],v3).

Autrement dit, Re(ﬂ) =0 <= 0] L3 et Im(ﬂ) =0« 3k e R*, 0] = kus.
Z2 )

et, en notant z; = aj + b1i et z9 = ag + b, vaut

+ On peut redémontrer la partie « argument » de la propriété 5.7 en écrivant :
— 22 =|2|? € Rt donc arg (22) = 0 <= argz +argz =0 <= argz = —argz [27].
— —z=(—1)x zdonc arg—z = arg ((—1) x z) = arg(—1) +argz =7+ argz [27].
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,

PROPRIETE 5.10 (INEGALITE TRIANGULAIRE) Soient z1 et 29 des complexes quelconques :
|21 + 22| < |21] + | 22| avec égalité pour z; = 0 ou 23 = 0 ou (21 # 0,22 # 0,3k € RT™*, 20 = k21)

\

DEMONSTRATION
|21+ 22)? = (21 + 22) (21 + 22) (d’apres la propriété 5.1.c)
= (21 + 22)(z1 + 22) (d’aprés la propriété 5.5.a)
= 2171 + 29Z3 + 2123 + Z1 22 (d’apres la propriété 5.4)
=2+ |nlf+u;m+ 2z (d’apres la proprieté 5.1.d)
= 2112 + |20|? + 2Re (217%2) (d’apres la propriété 5.1.a)

Or Vz € C,|Re(2)| < |2| et a fortiori Re(z) < |z|, donc Re (z172) < |z172].
De plus |z173| = |2z1]| X |Z2] = |z1| X |22|. On en déduit 2Re (2172) < 2|21]|22], et finalement
|21 + 22|2 < ’21‘2 + ‘2’2’2 + 2|z1]|22| <= |21 + 22‘2 < (|z1] + ‘ZQDZ.
La fonction racine carrée étant croissante sur R™, on obtient l'inégalité cherchée.
L’égalité se produit lorsque Re (2122) = |21]|22|.
Or, si arg(z1) = 01 et arg(z2) = 09, on a arg(z3) = —6 (d’apres la propriété 5.7) et donc
Re (z172) = |z1||22] cos(01 — O2). L’égalité est possible a condition que :

|z1] =0 <= 2z = 0 ou,

|z9| = 0 <= 23 = 0 ou,

COS(91 — 92) =1« 91 — 92 =0 [27‘(] < 91 = 92 [27['].
Dans la derniére possibilité7 les deux vecteurs ont alors méme direction et méme sens, c¢’est-a-dire
que 3k € R, 0] = kv3.

-
PROPRIETE 5.11 (NOMBRES DE MODULE 1) L’ensemble des nombres complexes de module 1,

noté U, est stable pour la multiplication et le passage a l'inverse.

Autrement dit : V(z,2/) € U2,Vn € N, 22/ € U,1 €U, Z € Uet 2" €U
\

DEMONSTRATION Par définition z e U<= |z| =1et 2/ e U< |Z/| = 1.
Comme |z2/| = |z| x |2’| d’apres la propriété 5.9, on en déduit |z2/| = 1 <= 22/ € U.

EN

|z|—1et]z’|—1<:>]—|—1<:>—€U

1 1
De méme, comme|f|: |z|:1<:>|f|:1<:>76[U

\I
2]

Pour montrer que Vn € N, 2" € U , il suffit blen str de raisonner par récurrence sur mn.

2
et comme || =
2

Remarques :
+ L’ensemble U, doté de la multiplication est un groupe commutatif et un sous-groupe de
(C*, x). 1l correspond sur le plan complexe au cercle trigonométrique car si z € U est Vaffixe
d’un point M alors OM = 1.
L’écriture trigonométrique d’un nombre quelconque de U est cosd + isin 6.
+ Les nombres complexes 1, i, —i, —1, j et j2 = j font partie de U ainsi que les produits i" x j™

quels que soient les entiers n et m. Calculons ’argument de ce produit avec la propriété 5.9 :

. o , ‘ nmw  2mm 3n +4m)m
arg(i”) x arg(j") = narg(i) + marg(j) = " 4 207 — G AWT oy

+ On peut facilement déterminer des lignes trigonométriques dans U. Exemple : § — 7 = {5,
+isin =) = (1+i\/§) (\/ifzx/i) - x/6+«/§ +i\/€Z\/§7

f+f f\f

si z = (cos § +isin §)(cos "

comme arg(z) = {3, on en déduit cos {5 = et sin {5 =



5.3. TRIGONOMETRIE AVEC LES COMPLEXES 121

( PROPRIETE 5.12 (FORMULE DE MOIVRE) V0 € R,Vn € Z, (cos 0 +isin @)™ = cos(nf)+isin(nh) )

DEMONSTRATION Distinguons deux cas :
mCas n > 0 :
C’est encore une conséquence de la propriété 5.9 arg(z") = narg z [27] avec ici argz = 6.

mCasn <0 :
On applique la propriété en remarquant que —n > 0 :

1
0 +ising)" =
(cos§ +isind) (cos@ +isinf)—"
_ 1
~ cos(—nb) + isin(—nd)
1

cos(nf) — isin(nd)
_ cos(nf) + isin(nd))

(cos(nf) — isin(nh))(cos(nh) + isin(nh))
_ cos(nf) + isin(nh))

cos2(nf) + sin?(nd)
= cos(nfd) + isin(nf)

Remarques :

+ Une version soustractive de cette propriété s’obtient en prenant 6/ = —6 :
(cosf +isin@)" = cos(nd') + isin(nb’) <= (cosf —isinf)"™ = cos(nf) — isin(nd).

+ Pour n = 2, on retrouve les formules de duplication étudiées en 17 :
(cos@ +isinf)? = cos(20) + isin(20) <= cos? 6 — sin? @ + 2i cos fsin § = cos(26) + i sin(26)
Par identification des parties réelles et imaginaires de cette égalité, on obtient
cos(20) = cos? § — sin? f et sin(20) = 2 cos#sin f. On peut faire de méme pour obtenir des
formules similaires pour n = 3, n = 4, etc.

DEFINITION 5.5 (NOTATION EXPONENTIELLE) Tout nombre complexe non nul z peut étre noté
sous la forme exponentielle z = re? ot r = |z| et 0 = arg(z) [27].
Autrement dit, V(r,0) € R?, re? = r(cosf + isin ).

Remarques :

+ Pour les complexes de module 1, la multiplication satisfait la relation fonctionnelle
f(z) x f(y) = f(x +y) car (cos@ +isinf) x (cos +isin@') = cos(0 + 0') + isin(6 + 6).
Or cette méme relation fonctionnelle est satisfaite par la fonction exponentielle, puisque
V(a,b) € R?, eteb = P,
De plus, 8 = 0[27] = cos@ +isinf = 1 et de méme a =0 =,¢% = 1.
Du fait de cette analogie, Euler proposa en 1748 de noter un élément de U sous la forme
z = e avec § = arg(z) [27]. Par extension, tout complexe de C est noté z = re?? avec r = |2|.

+ Un exemple est fameux : €™ = cosm 4+ isinm = —1 <= €™ +1 = 0.
Qualifiée de « plus belle formule des mathématiques », cette égalité rassemble cing constantes
fondamentales : les entiers 0 et 1 qui sont les éléments neutres de 'addition (x 4+ 0 = 0) et de
la multiplication (x x 1 = z), les nombres transcendants 7 et e qui interviennent partout en
mathématiques et le nombre imaginaire ¢ qui est & 1'origine du déploiement des complexes.

+ Autres exemples : €'2 = cos g +ising =i et €% = cos0 +isin0 = 1.
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+ Pour déterminer la forme exponentielle d'un complexe, comme pour la forme trigonométrique,
on commence par déterminer le module et ensuite on identifie 'argument.

Par exemple z = 1 — i a pour module /12 4+ (—1)2 = V2, du coup z =2 (4 + z%@) et
largument 6 de z vérifie cosf = g et sinf = 77\/5 On en déduit § = =T [27] et z = v/2e¢ E

1
PROPRIETE 5.13 (FORMULES DE EULER) Pour tous complexes z = re'? et 2/ = re?? :
17
. -1 . ’ z re . ’ . .
22 = el x pleitd — ppt i(046") S == 5 et(0—0") Vn € Z,2" = (Tew) — pnenid
z r'e
1 0 10 —1i6
S . 7 e +e” . e’ —e
fzrx(ele):re_w: 7 cosf) = ——— sinf = ———
e 2 27

DEMONSTRATION " Les premiéres propriétés ne font que reécrire sous forme exponentielle des
propriétés déja démontrées : propriété 5.7 pour le conjugué et propriété 5.9 pour le produit, le
quotient et la puissance (on reconnait dans cette derniére la formule de Moivre).

w Formules de FEuler :
On sait que 2Re(z) = z + 2, mais comme Re(re?) = rcosf, on en déduit :
a4z re? e 62‘9_'_efi6 _— el e
rcosf = 5 = 5 =r d0u0059—72
De méme 2iZm(z) = z — 2, mais comme Zm(re??) = rsin6, on en déduit
. o 74619 —Tre —if _ r(2isinf) N o 629 - 6719
rsinf = ; = ——; — dousinf = ————
21 21

Remarques :
+ Les formules de Euler permettent de (re)trouver des formules de trigonométrie :
2isin 20 = €20 — 7120 = (¢9)2 — (e719)2 = (e 4+ e77) (e — ) = 4icosfsinf d’ot1, en
divisant par 2i, on retrouve la formule de duplication du sinus : sin 20 = 2 cos 8 sin 6.

2 T s

. ] T 21, . N . . . , ¥y 1T NG jus _T
+ Comme ¢ = €'z, I’élévation a la puissance i de i est le réel i* = (e'2)' = e 2 = e 2 & 0,2079.

PROPRIETE 5.14 (HUIT FORMULES) Des formules de Euler se déduisent les suivantes : )
2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b) 2sinasinb = cos(a — b) — cos(a +0b)
2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b) cosa + cosb = 2 cos %4 cos 2 7 b
sina + sinb = 2sin a‘H’ cos “;b cosa — cosb = —2sin a;rb sin 457 b
sina — sinb = 2 cos ‘”b sin 952 z+iy = re’ = x cosatysina = rcos(a—0)
\ J

DEMONSTRATION "Montrons que 2 cosa cosb = cos(a + b) + cos(a — b) :

eia + e—ia eib + e—ib
cosacosb =
(=) (=)

eia+ib 4 e—ia-i-ib + eia—ib + e—ia—ib

4
cila+h) o g=ila+b)  gila—b) 4 o—i(a—b)
B 4 * 4
_ cos(a + b) N cos(a — b)
2 2

De la méme facon, on peut établir que :
+ 2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
+ 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)
NB : on montre également ces formules & partir des formules d’addition (vues en 1%).

m Ltablissons un autre type de formule trigonométrique en remarquant que :
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; ; j(atb  a=b i 2+ ) jatb ([ sa=b ; —(a—b) jatb — ,
ela+62b:el(2+2)+e(2 2 =e' 2 (612 +e 2 =2e'2 cos%bet,egalement

. ) fatb , a— i((atb L“*b)) catb [ a—b . —(a—b) atb
cia _ pib — (P 5E) el( 2t ) it (eZaT —e' 3 ) = 2ie'"2 sin 9452,

Séparons maintenant les parties réelles et imaginaires des membres extrémes de ces égalités :

+ cosa+cosb—2cos“"{bcos 2 et sma—i—Slnb—Qsm“;bcos 2b
+ cosa — cosb = —2sin “‘QH’ sm— et sina — sinb = 2 cos “erb sin 55

w Transformons une écriture de la forme x cosa + ysina pour tout couple (z,y) # (0,0) en
remarquant que cette expression est la partie réelle du produit e (z + iy).

Supposons que le module et Pargument de x + iy soient r et 6 (autrement dit = + iy = re
Re (ei“ (re‘i9)> = Re (rei(a_9)> = rcos(a — 0), on en déduit que xcosa + ysina = rcos(a — 0).

), comme

EXEMPLE 49 — Résolvons 1’équation V3cosa+sina =2 .
Ecrivons pour commencer le complexe z = v/3 + i sous forme trigonométrique :

z a pour module \/(v/3)2 +12 = V4 =2, du coup z = 2 (@ + z%) et 'argument 6 de z vérifie

cosf = @ et sinf = . On en déduit que 6 = % [2] et 2z = 2 .

L’ equatlon s’écrit alors 2cos (x— %) =2 <= cos (z— %) = i = cos 7.

Les solutions sont donc :
vx—F=7 2= z=5+7 % [27]
s rx—F=—4 2r|<=2=§ -
ExXEMPLE 50 — Résolvons ’équation cos 2x 4+ cos 3x + cosdxr =0 .
Remplagons cos 2z + cos 4x par 2 cos w cos # = 2cos3x cos(—x) = 2cos 3z cos z,
L’équation s’écrit 2 cos 3z cosx + cos 3z = 0 <= cos 3z(1 + 2cosz) = 0.
On en déduit les solutions :
+ cos3z =0 <= cos3z = cos§ < 3x =+5 [21] <= z = £ [¥]
+ 14 2cosz=0<+=cosz =5 =cos F <z =+ [2n]
Dans un intervalle d’amplitude 27, il y a huit solutions distinctes.
Voici celles de l'intervalle [0, 27] : &, 5(?, 96?r, %’r =z, 7ér, 11%’ 2r of 4x
Les huit solutions sont dans 'ordre croissant : ¢, 5, 2; , 5gr , 7gr , 4; , g” et 11”
On peut les retrouver graphiquement a l'intersection de la courbe d’ equatlon

y = cos 2z + cos 3x + cos dx et de ’axe des abscisses.

/ cos(2 x) 4 cos(3 x) + cos(4 x)
2

0 /3 on /" ™ 4f/3 V an W 8/ 3—~

-2
ath ath
EXEMPLE 51 — Les égalités €'® 4+ e = 2¢™2 cos & 5 b et el — e = 2ie'" 7 sin 2b vues plus haut,
dans le cas ot €/ =1 <= a =0 [27] et b = x s’écrivent :
+ 1+e% =2e"2cos §
. — cx—m
+ 11— —2ze2sm T — "5 Sln2 =2e"2 sing

Application : calculons zn = (14 e™)n.
Comme on sait transformer la somme 1 + €' en produit 2e'2 cos 5, on en déduit :

2 = (26’% cos%)n 27e' cos” £ d'ont Re(z,) = 2" cos " cos™ (2) et Im(z,) = 2" sin "L cos™ ().



124 CHAPITRE 5. NOMBRES COMPLEXES

Du point de vue algébrique, ’ensemble des complexes est appelé par les mathématiciens la « cléture
algébrique » du corps des réels. On entend par 1a que cet ensemble, noté C, prolonge ’ensemble R en
offrant des solutions & toutes les équations polynomiales dont les coefficients sont des réels. Du méme
coup, les équations polynomiales & coefficients complexes ont également leurs solutions dans C.

4.a. Second degré

Les équations du second degré a coefficients réels ont été vues au début de ce chapitre (voir
I'introduction de la définition 5.1 ainsi que la remarque qui la suit).

4.a.1. Racine carrée d’un complexe

2

,
PROPRIETE 5.15 (RACINES CARREES) Pour tout couple de réels (a,b) # (0,0), 'équation
N z“ = a + 1b admet deux solutions complexes opposées, appelées « racines carrées » de a + b.

DEMONSTRATION Notons z + 4y un complexe satisfaisant I’équation (E) 22 = a + ib.

Comme (z +iy)? = 22 — y? + 2izy, par identification des parties réelles et imaginaires de (E) on
. -y’ =a

obtient le systéme .

2zy =b

L’identité des modules |22| = |a + ib| <= |2|> = |a + ib| <= 22 + y? = Va2 + b2 ajoute & ce systéme

une 3° égalité qui permet, par addition et soustraction avec la 1™ du systeéme, d’obtenir le nouveau

s Va2+b+a

€T = -—
2

systeme { 2 Va®+b*—a
2

b

Ty = —

L)

Comme, d’aprés la propriété 5.6, Vz € |Re(z)| < |z|, on a |a] < Va? + b?, et comme Va € R, a < |a],
on en déduit va? + b2 —a > 0 et donc y2 > 0. Cela assure 'existence des réels +y.
D’autre part, si a > 0, alors va2 + b2 4+ a > 0 et si a < 0, comme |a| = —a < Va2 + b2 (d’aprés la
prop. 5.6) alors Va2 + b2 + a > 0. Dans tous les cas on a donc va? +b% +a > 0 et 22 > 0. Cela
assure 'existence des réels +x .
11 suffit de choisir les réels qui conviennent en fonction du signe de b qui est celui du produit zy :

+ Sib >0, on prend x et y de mémes signes

+ Sib <0, on prend x et y de signes opposés

EXEMPLE 52 — Quelles sont les racines carrées de 4 — 3¢ 7
Pour répondre, il faut résoudre 1’équation 22 = 4 — 3i.

2 2
-y =4
Posons z = x + iy et résolvons le systéme { 5 Y 5 avec 1’égalité complémentaire des modules
Ty = —
2 +y? = /42 + (-3)2 = V16 + 9 = V25 = 5.
2 -yt =4 22 =4+4+5=9 ;ﬂzg
2 2 2 _ _
Le systéme a résoudre { & TY =5 = 2" =5-4=1__) , 1
-3 -3 Y79
Ty = — Ty = —
2 2 xy <0
( 3 1 ), soit —1
T = —7=Y == ) 2=
conduit aux deux solutions V2 2 \/§
( 5 L ), soit St
xr = — =, = —_— 5 10 2 =
V2l T V2
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,
PROPRIETE 5.16 (COORDONNEES POLAIRES) Pour tout couple de réels (r,0) avec r > 0,

EENG

arg(2) =

2

I'équation 22 = re’ admet deux solutions complexes opposées telles que

[]

NGRS

. 9 .
DEMONSTRATION D’aprés la propriété 5.9, 22 = (arg(z)e”rg(z)) = arg(z)? x e228(2) mais comme

22 = re?? Tégalité des modules égaux donne |22| = r <= |z|?> = r <= |2| = /7 tandis que I'¢galité

des arguments donne 2arg(z) = 0 [27] <= arg(z) = g [7].

EXEMPLE 53 — Quelles sont les racines carrées de 215 7
2 =2 o] = V2
2
2arg(z) = % [27]
On en déduit que z = V265 Th7) avec k € Z, soit z = ﬂei% x etk
+ Pour k = 2k (k pair), z = v/2€'5 x ei?k/” =25 ' '
+ Pour k = 2k’ + 1 (k impair), z = V265 x DT — | /9615 x i = —\/2¢5

Pour répondre, il faut résoudre le systéme {

arg(z) = = [n]’

T
)

4.a.2. Equation a coefficients complexes

-
PROPRIETE 5.17 (COEFFICIENTS COMPLEXES) Pour tout triplet de complexes (a # 0,b, ¢),

léquation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions complexes qui sont,
—b+d

2a

en notant § une des racines carrées du complexe A = b — dac, z =
\

DEMONSTRATION Cela se montre comme dans R en factorisant la forme canonique du trinéme. La
seule différence est qu’il n’y a pas & discuter selon le signe de A puisque ¢’est un complexe et un
complexe n’a pas de signe mais a toujours deux racines opposées (éventuellement nulles si A = 0),
comme on vient de le voir.

EXEMPLE 54 — Résolvons équation iz? + (1 + 3i)z + 4 =0
Ona A= (1+3i) —4i8 =14 6i — 9 — 22i + 8 = —16i.

3im

T im 3
Comme —16i = 16i> et i =e2, on a A = 16 (67> = 16e 2 .
On cherche une racine carrée ¢ telle que 6 = 166%, son module est |§| = v/16 = 4 et son argument

est arg(§) = 2F [r]. On peut donc prendre, en choisissant 'argument 27,
§ =46t = 4(22 +i2) = 2v/2(—1+1i).
Les deux solutions de 1’équation sont :
~1-3i £ 2v2(-1+414) —i(—1—-3i +2v2(=1+414)) i—3+2(-2i—2))
z = = = .
2i

2 2
-3 1 -3 1
Ontrouvedoncz:7—\/§+i<§—ﬂ> Ouz=?+\/§+i(§+ﬁ)

4.b. Factorisation d’un polynéme

La définition d’un polynéme & coefficients complexes, la factorisation de z” — @™, 'unicité de
Pécriture polynomiale et la méthode d’identification des coefficients ainsi que la factorisation du
polynome P(z) par z — a lorsque a en est une racine, toute cette partie est reprise du cours de 1%.
Les démonstrations ne seront pas refaites ici, seules les définitions et propriétés seront rappelées, en
les étendant a C.
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e N
DEFINITION 5.6 (POLYNOME) On appelle polynéme de degré n toute fonction P définie sur C
par P(2) = ap2™ + an 12"t + - 4+ a32® + a2z? + a1z + ag, ot les nombres ag, k € {0,1,...,n}
sont des complexes tels que a, # 0. Les nombres ax sont les coefficients d’ordre k du polynéme

P et on note le degré deg(P) = n.
\ J

e N
PROPRIETE 5.18 (POLYNOMES EGAUX) Voici trois propositions vraies et équivalentes :

(i) Deux polynéomes complexes P et @ sont égaux si et seulement si ils ont méme degré n et
que les coefficients d’ordre £ < n sont égaux deux a deux.

(i) La fonction f: 2z — ap2" 4+ an_12" "1+ -+ a323 + a2z + a1z + ag est la fonction nulle si
et seulement si les coefficients ay, k < n sont tous nuls.

(iii) L’écriture du polynéme complexe a, 2"+ a, 12" 1+ - - +a32z3 +az2% + a1z + ag est unique.
\ J

e “
PROPRIETE 5.19 (DEGRE) Soient P et @ deux polynomes complexes et A un complexe non nul :

+ Le produit AP, défini par A x P(z), est un polynome de degré égal a celui de P.

+ Le produit PQ, défini par P(z) x Q(z), est un polynome de degré égal a la somme des
degrés de P et de @, soit deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

+ La somme P + @, définie par P(z)+Q(z), est un polynéme de degré inférieur ou égal au
plus grand des degrés de P et de @, soit deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).

r N
DEFINITION 5.7 (RACINE) Soit P un polynéme complexe et a un complexe.

Le nombre a est une racine de P (on dit aussi un « zéro » de P) si et seulement si P(a) = 0.
\ J

( )
PROPRIETE 5.20 (FACTORISATION PAR (z —a)) Un polynome complexe P admet le complexe

a comme racine si et seulement si on peut écrire P(z) sous la forme (z — a)Q(z), ou @ est un
polynéme complexe de degré égal a deg(P) — 1.
\

Factorisation de 2" — a" :

n—1
Mgt = (z_a)(zn—l +azn—2 +a2zn—3+_.'+an—2z+an—1) — (z_a)zakzn—k—l
k=0

En particulier :

n—1
z"—lz(z—1)(2”71+z”72+z”73+~-+z+1):(z—l)sz
k=0

Autre exemple :

P Zdn — (ZS)n — (—l)n
= (242" —i2" 24 (=) 2" (=) 2 4 (=)D

n—1

— (Z +Z')Z(*7;)kzn_k_1

k=0

EXEMPLE 55 — La méthode des « coefficients indéterminés » utilisée largement en 1™ reste valable
et particuliérement utile pour factoriser un polynéme complexe du moment qu’on peut en identifier
certaine(s) racine(s).
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Résolvons I'équation du 3¢ degré 2% + (i — 2)22 — (1 +1i)(2z + 3) = 0 en commengant par chercher une
racine réelle zo = x (les équation du 3¢ degré en ont toujours au moins une) ; celle-ci vérifie 1’égalité
23+ (i—2)2? - (14+49)(22 +3) =0 < (23 — 222 — 22— 3) +i(2? — 22— 3) = 0.

22 —2x—-3=0

2 —2r—-3=0
2EVIHAXS = 2516 — 1 1+ 2 s0it 3 et 1.

z =2
Comme les parties réelles et imaginaires sont nulles, on a le systéme {

L’équation 22 — 22 — 3 = 0 a pour racine
L’autre équation est satisfaite pour z = 3 car 33 —2x 32 —2x 3 -3 =27 — 18 — 6 — 3 = 0 mais pas
par —1 ((—=1)? =2 x (-1)2—=2x (=1) =3 =—-1—-2+2—3 = —4 # 0), du coup on peut mettre z — 3
en facteur : 23 + (i — 2)2% — (1 +4)(22 +3) = (2 — 3)(az? + bz + ¢) ol a, b et ¢ sont & déterminer.

(z —3)(az? +bz+c)=az®+ (b—3a)z? + (c — 3b)z + (—3c) or ce polynome est égal &

24 (i—2)22 = (1+i)(224+3) =22 + (i — 2)22 + (=2 — 2i)z + (=3 — 3i).

Par identification des coefficients de méme degré de ces polynémes, on obtient le systéme

a=1
] a=1
b—3a=1i—2 ) ) .
” 5 o; b=1i—2+3=1+1 (la4° égalité confirme ces valeurs)
c—3b=-2-2
, c=-2-24+3(1+i)=1+i
—3c=-3-31

Il reste & résoudre I'équation du 2¢ degré 22 + (1 + i)z + (1 +4) = 0.
Le discriminant est A = (1 +4)2 —4(1+4) =2i —4 — 4i = —2i — 4;
Cherchons la racine § = a + i de A :

. . o’ — = —4
Comme (a+i8)% = (a® — 82) +i(2aB), on a {
208 = -2
L’égalité des modules ajoute une 3° équation au systéme : a4+ B2 = (—2)2 + (—4)2 = 20.
o’ =8
Par addition et soustraction des égalités contenant les carrés, cela se réduit a { 32 = 12
af = -1

a et 3 sont de signes opposés d’ott § = /8 — iy/12 = 2(\@ — z\/g) ouod = —2(\/5 — z\/g)

Les trois solutions de I’équation de départ sont finalement :

+ 20 =3
_ —(1+)+2(v2—iv3) _ —14+2v2+i(—1-2V/3)
+ 2= 2 = 2
' > —(14i)—2(v2—-iv3) _ —1-2v24i(—1+2V3)
2 = 3 = 5 .
def Pf{z):

a=complex (1,0)
b=complex (-2, 1)
c=complex (-2,-2)
d=complex (-3,-3)
return d+mualt {z, (c+malt (z, (b+mult (z,a)))))
def malt(zl,=2):
return complex(zl.real*z2.real-zl.imag*z2.imag,zl.real*z2.imag+z]l.imag*z2.real)

a=cnmﬁ;ex[i:t[i:p:t[";a::;e réelle de z = ")) ,int(input {"partie imaginaire de z = "}))

Pa=P (a)
if Pa==complex(0,0): 4 ] ] Y
print("{} es3t une racine évidente FP.".format (a)) partie réelle de z = -1
e . partie imaginaire de z = 0
else @ print("P{{})={}\n".format (a, Pa)) P{{-1+03))=(-4+03)
partie réelle de z = 0
partie imaginaire de z =1

P(l3)=(1-73)

partie réelle de z = 3

partie imaginaire de z =0

(3+04) est une racine é&wvidente P.
S w

Pour la recherche d’une racine évidente, il peut étre utile de calculer les images des petits nombres
entiers 0, 1, —1, 2, —2,.... ou de complexes simples tels que ¢, —¢, j,.... Le programme trés simple
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ci-dessus est écrit dans ce but; il suffit de tester jusqu’a z = 3 pour pouvoir factoriser le polynome.
Le programme demande d’entrer les parties réelles et imaginaires d’un complexe z et détermine si ce
nombre est une racine évidente d’un polynéme complexe du 3° degré dont on a rentré au préalable les
coefficients complexes a, b, c et d.

J’ai dt programmer le produit de deux complexes car le module complex ne réalise pas cela par
défaut et j’ai utilisé pour évaluer le polynéme la forme de Hérner b qui limite le nombre de produits 2
effectuer. On peut facilement développer cette idée en bouclant sur une liste pour modifier les parties
réelles et imaginaires du complexe z.

4.c. Racines de l'unité

,
PROPRIETE 5.21 (RACINE N-IEME DE 1) n > 0 étant un entier, I’équation z" = 1 admet n

solutions distinctes, appelées « racines n® de l'unité », égales a e'™» avec k € {0,1,...,n — 1}.

\

DEMONSTRATION Comme 2z = 1 alors le module de z est 1 (car |2"| = |z|" = 1),
ainsi les solutions de I’équation complexe du n® degré s’écrivent ¢’ ol Pargument 6 vérifie
(6“9> =1 = e =0 = nf =0 [27].

On en déduit, en divisant par n, que § = 0 [2%] soit 6 € {0, 1Xn27r, 2 (n_l)w”}.

n n ’ n

Remarques :

+ Nous connaissons les 2 racines 2¢ de 'unité qui sont les nombres opposés 1 et —1.

Nous connaissons également les 3 racines 3¢ de 'unité qui sont 1, j et j2; ce sont les affixes des
sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique.

De méme, les 4 racines 4¢ de I'unité sont 1, 7, i> = —1 et i3 = —i; ce sont les affixes des
sommets d’un carré inscrit dans le cercle trigonométrique ; et d’'une facon générale, les n
racines n® de 'unité sont les affixes des sommets d'un polygone régulier & n c6tés inscrit dans
le cercle trigonométrique (voir ci-dessous jusqu’a n = 5).

+ L’ensemble des racines n® de I'unité — noté U,, — forme un groupe multiplicatif qui est un
sous-groupe de U (I'ensemble des complexes de module 1, voir la propriété 5.11) car le produit
de deux éléments de U,, est un élément de U,,, et aussi 'inverse d’'un élément de U,, est un
élément de U,,. Nous laissons les démonstrations trés simples de ces propriétés au lecteur.

+ En notant u la premiére racine n® de 'unité d’argument non nul (modulo 27), soit u = e"%ﬂ,
on remarque que toutes les racines n® de I'unité s’expriment comme des puissances de u :

Vk e {0,1,...,n— 1},6i2k% = u*. De plus, comme u" = eI = 1, on en déduit que
u'—1=0oru"—1=(u—1)(u" 1 +u"" 2+ .- +u+1) daprés la propriété 5.20. On en
déduit que v P U2 4 fu+ 1= “::11 = 0, la somme des racines n® de 'unité est nulle.

1. La forme de William George Horner (1819-1845) pour a X z X z +b X z+ c est ¢+ z X (b+ z X ¢), on voit que dés
le 2¢ degré, on gagne un produit ; au 3¢ degré on en gagne trois (az® + bz? + cz + d s’écrit d + z(c + z(b + za)).
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e —)
PROPRIETE 5.22 (RACINE N-IEME) n > 0 étant un entier et » # un réel, 'équation 2" = re®
. - 0+2kT
admet n solutions distinctes (les « racines n¢ de re®) égales a {/re’l ) avec k € {0,1,...,n—1},
|Z’ - {L/,F - 27 - 0
soit 0  9kr. Autrement dit, en notant u = €' , z = ruFelln) |
argz = — +
n n
\ y,

DEMONSTRATION si r = 0 alors ’équation devient z” = 0 et n’a qu’une seule racine z = 0.
Pour cela on suppose r # 0.
D’aprés la propriété 5.9, on en déduit que :

+ 2" =z|" =r dou |z| = IUr

+ arg 2" =nargz [2n] d'on argz = % (22

n

_ 9 2k
| <=3k e€Zargz =, + =7

n

Remarque : On en déduit que si on arrive & déterminer une racine z, de I’équation 2" = re', alors
on détermine les autres en les multipliant par les racines n® de 'unité égales a e’ » avec

ke {1,2,...,n—1}. Autrement dit, les racines n® de re?? sont zq, zou, zou2, zou®, ..., zou™ L.
bl b ) ) ? ) ) ? )

4.d. Linvention des algébristes italiens

Revenons aux formules qui ont tout déclenché, les formules de Tartaglia-Cardan.

L’¢quation réelle du 3¢ degré est az® + bx? 4+ cx +d = 0, oil a, b, c et d sont des réels.

En divisant par a # 0, on obtient x3 4+ b'z? 4+ ¢’z + d’ = 0 et, avec le changement de variable
X=x+ %, elle se transforme en une équation de la forme X3 + pX + ¢ = 0 ot le terme de degré 2 a
disparu. En effet, on a :

/ / 12 13 / 12 13 ’
@+%P +pl+8)+q=ad + 022+ Lo+ St pr+ B g =2 +V2? + (5 +p)z+ (& + & +q),

="
a
12
il suffit de prendre V', ¢ et d’ vérifiant % +p=( = ¢ ,
a
e pbf
i 7 =d ==
ST
c b2
Pe LT 3a
ce qui conduit & prendre 5
_d [b3 (& L)i]_g be 2
1= e T 973 e T 30230 T 4 3a2 T 27a°

Les coefficients p et ¢ sont, comme a, b, ¢ et d, des réels.

Une fois cette forme trouvée, un nouveau changement de variable intervient : on pose X = u + v,
avec u et v complexes (astuce : en prenant deux inconnues au lieu de une, on va pouvoir trouver une
combinaison qui simplifie le probléme).

L’équation X3 + pX + ¢ = 0 s’écrit alors :

(u4v)2+p(utv)+q = 0 <= v +3u?v+3uv? +v3 +putpv+q = 0 <= w3 +v3+(Buv+p)(u+v)+q = 0.

Comme on a le choix de la décomposition de X en w4+ v, on choisit d’avoir 3uv + p = 0, soit uv = —%.
L’équation devient alors u® +v® + ¢ = 0 et on doit trouver deux nombres complexes v et v tels que
ud 03 = —q
3
udo® = —12)—7 (en élevant au cube la condition sur le produit)

On est ainsi ramené au second degré?, car u? et v3 sont les solutions de 1’équation x> — Sz + P = 0,
. 2 . , . .. 3
ot S est leur somme et P leur produit. L’équation que vérifient u3 et v3 est donc ici 22 + gz — 72’—7 =0.

2. C’est du faux second degré. Il s’agit plutot du sixiéme degré, car on cherche u et v, non pas u® et v3, et ces nombres
3 P 3
vérifient I'équation z° + gz — L= = 0. C’est important de le souligner car une équation du sixiéme degré a six solutions.

Il faudra sélectionner, parmi ces six nombres, celles qui conviennent.
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sont réelles si

3 _ —gtiV=A 43 —g—iV-A
= 2 = 2

Son discriminant est A = ¢ + %p‘?’ et les solutions u
A > 0 et complexes sinon.

D’aprés la propriété 5.22 et sa conséquence, soulignée dans la remarque, les trois racines cubiques de
u3 sont ug = \ % ”_A, u1 = jug et us = j2ug, de méme pour les racines cubiques de v3.
Il faut alors combiner deux & deux ces six solutions qui doivent avoir un produit réel, car on doit

/
avoir uv = —£&. Ce choix conduit aux trois solutions en X = u + v et, finalement, en z = X — %.
EXEMPLE 56 — Dans le cas oil I'équation z2 + gz — p— = 0 a un discriminant positif, I’équation du
3¢ degré a une solution réelle et deux solutions complexes conjuguées.
Résolvons 'équation 23 + 222 + 3z + 5 = 0.
Avec le changement de variable X = x + %, celle-ci se transforme en X3 + %X + % =0 car

3 22 9-4 5
P=27 5 =73 73
- 6+2><23_3+16_97
1=°73 T o7 T T T o7
Aprés le changement de variable X = u + v et uv = —g, on obtient I'équation u? 4 v3 = g; avec
wdrd = — 53 125
277 = —75g- Les nombres complexes u? et v3 sont les solutions de I’équation
2 /
%+ 2737 — % = 0 dont le discriminant est A = %72“25 = 9792099 >0 d’ot u? _972‘;2390
3 _ —97—1/9909
vt = oo
Les racines cubiques de ces nombres réels sont réelles également :
u 3/—974++/9909 _ 1 3/ —97+4/9909
+ Uo = 2x27 3 2
vy = &/ =97=v9909 _ 1 3/ —97-1/9909
MU 2x27 3 2
(ug,vp) est un couple vérifiant uv = —2, les deux autres couples qu1 conviennent sont constitués de

nombres complexes conjugués : (ug j,vg j ) pour le premier et (ugj2,v07) pour le second.
Il ne reste plus qu’a exprimer les solutions de I’équation de départ, sous la forme z = u + v —
cest-d-direiciz =u+v — % La seule solution réelle est

_ ¥ 97+\/9903J\rf\/ 97—1/9909 % ~ 1, 8437342779
On peut vérifier cette valeur en tracant la courbe d’équation y = x> + 222 + 3z + 5.

Cette courbe coupe I'axe des abscisses en un seul point d’abscisse approximative —1, 8437342779, ce
qui correspond bien & la valeur trouvée. Les deux autres solutions sont les complexes :

N/ —97++4/9900+42 ¥/ —97—+/9909 2 ~ _0.078 + 1.645i

b
3a?

+ T = 5\3/5 -3
.2 3 .3
v ay = PNV 2 078 + 16450

20

(-1.8437342779, 0)

2 +22° 43045

-20

Ces valeurs n’apparaissent pas sur la représentation graphique, car celle-ci ne prend en abscisse que
des valeurs réelles.

EXEMPLE 57 — Dans le cas ou A < 0, les trois solutions de I’équation de départ sont réelles.
Résolvons 1’équation 23 4+ 522 +2 — 1 = 0 qui a trois solutions réelles si on en juge par les trois points
d’intersection de la courbe d’équation y = 2% + 522 + x — 1 avec I’axe des abscisses.
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20

/' -4 3 2 a0 1o 1 2 3
(-4.7448260777, 0) (-0.6040881398, 0)  (0.3488942175, 0)

-10

Le changement de variable X = x + % conduit a I'équation X3 — 23—2X + % = 0.

On pose ensuite X = u + v avec uv = 22, et on on est ramené a chercher deux complexes u? et v?
solutions de I’équation x? + %x + % =0.

L 2”
Le discriminant est A = 178 742X910648 = — 10908 < 0.

Le premier couple (ug,vg) vérifiant uv = % est donc un couple de nombres complexes.

v un — &) =178+iV10908 _ 1 3/ —178+iv/10908
0= 2%27 -3 2

v vy — &/ =178-iV10008 _ 1 3/ —178—i/10908
0= 2% 27 -3 2

Les deux autres couples sont (ugj,v052) et (ugj2,v0).
Les solutions de I’équation de départ sont les nombres réels :
_ 3/—1784iV/10908+ 3/ —178—i\/10908 _ 5 __
— 3 ~0,3489

+ To = 332
_ N/ —1784iv/10908442 ¥/ —178—iv/10908 _ 5 .
R - _ 54,7448
32 3
23/ -178+i\/10908+; ¥/ —178—i/10908 5
R L — %~ —0,6041

Remarque n°1 : Déterminer la racine cubique d’'un nombre complexe n’est pas une tache facile en
général, surtout si 'on ne veut pas se satisfaire de valeurs approchées. Si on écrit un nombre
complexe a + ib, alors son carré est a? — b% + i(2ab) et son cube a(a? — 2b%) + i3b(a® — b?).
Par conséquent, la racine cubique d’un nombre A + iB est le nombre zy = a + ib tel que

A = a(a® — 2b?)
{B = 3b(a® — b%)
En dehors de certains cas particuliers, on ne sait pas exprimer, en général, les valeurs de a et b — la
partie réelle et imaginaire de la racine cubique d’un complexe — de fagon algébrique, sans les
radicaux. Bien sir le probléme se simplifie beaucoup lorsqu’on arrive & identifier la forme

. Ce systéme conduit aux trois complexes solutions : zg, jzo et j22o.

trigonométrique du nombre zg.

Remarque n°2 : Lorsque 'équation du troisiéme degré a une solution réelle évidente, le passage par
C n’est pas obligatoire, et il complique notablement I’expression des solutions.
L’équation 2% — 152 — 4 = 0, pour donner un exemple historique résolu par Bombelli en 1560, a une
solution évidente qui est x = 4, et deux autres solutions réelles —2 + v/3 et —2 — /3 que l'on trouve
en factorisant le polynome initial : 2% — 152 — 4 = (z — 4)(2? + 42 + 1) .
La méthode de Tartaglia-Cardan exprime les racines comme la somme de racines cubiques de
nombres complexes : I’équation que doit vérifier u? et v3 est ici 2 — 4a + 125 = 0, son discriminant
étant négatif (A = 16 — 500 = —484 = —222), on en déduit le couple de complexes (ug, vg) suivant :
v up = YEE = 3L
= YEE = Y710
La 1™ solution qui s’en déduit est le complexe /2 + 114 + /2 — 114, or ce nombre est égal a 4, cela se
prouve en développant (2 +i)3 = (3 +4i)(2+1i) =2+ 1liet (2—1i)3 = (3 —4i)(2—1i) =2 — 11i.
Les autres solutions ne sont pas moins réelles que la premiére, mais la méthode de Cardan en donne &
nouveau, des expressions complexes : jv/2 + 11i 4 j2/2 — 11i et j2/2 + 11i + j/2 — 114
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En dehors des équations polynomiales et autres questions algébriques qui furent le point de départ
des nombres complexes, de multiples applications utilisent ces nombres comme des outils pour
résoudre autrement, représenter ou étudier certains problémes. Nous envisagerons deux domaines : la
géométrie et les suites.

5.a. Applications en géométrie

Les propriétés 5.8 et 5.9, notamment dans les remarques associées, établissent plusieurs points
importants qui permettent de résoudre des problémes de géométrie.
Développons cet aspect sur deux exemples.

EXEMPLE 58 (FIGURE DE VECTEN) — Soit ABC un triangle de sens direct (le sens A - B — C
est trigonométrique).

On construit des carrés ABDE et ACGF sur les cotés [AB] et [AC], plus précisément E est I'image
de B par une rotation de centre A et d’angle = (ce qu’on notera E = rA%W(B)) et F est I'image de
C par une rotation de centre A et d’angle § (F =14,2(C)). Montrons que la médiane issue de A
dans le triangle ABC est la hauteur issue de A dans le triangle AFF.

Notons a, b et c les affixes de A, B et C.

+ La rotation 7, —» transforme un point M(z) en M’(z’) de telle facon que le rapport des affixes
2

) d
—=  —— — Y
des vecteurs AM' et AM (AM'(2' — a) et AM(z — a)) soit égal au complexe T = —i.
On a donc la traduction complexe de cette rotation : i 4= —j<=2 —a=—i(z—a).
CommeE:rAfﬂ(B) onazg—a=—i(zp—a)=—i a) <= zp =a—1i(b—a).

0“;}

(b —

+ De méme, la rotation 74 ,Z & pour expression complexe Z=2% =i <= 2’ —a = i(z — a) et donc,

zZ—
comme F' =71y z(C), on a zp —a =i(2c —a) =i(c—a) <= zp = a+i(c—a).
b+c

Notons I le milieu de [BC], son affixe est zy =
Laffixe du vecteur EE' est zpp=2F — 2 =a+ z(c —a)—(a—i(b—a)) =i(—2a+b+c).
L’affixe du vecteur ﬂ est 23 =21 —za = % —a= 5(—2& +b+c).

On en déduit que zgp = 2izg; < f; — 9 — 215

Cela signifie que Pangle ( ﬁ ﬂ = 5 (les droites (E'F') et (AI) sont donc bien perpendiculaires) et
aussi que EF = 2AI (ce résultat non cherché est donné en supplément).

Remarque : On simplifie le raisonnement en choisissant l'origine du repére en A.
Dans un tel repére, les points ont pour affixes A(0), B(b), C(c), I(%), E(—ib) et F(ic).
Du coup, les affixes des vecteurs sont ﬁ(z(b +c)) et H(%)
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On calcule alors (ﬁ,ﬂ) = arg <z%) = arg <i(fif)> = arg(2i) = 3, et on conclut.
A 2

EXEMPLE 59 (THEOREME DE PTOLEMEE) — A, B, C et D étant quatre points distincts, montrons
quon a AC x BD < AB x CD + AD x BC. Puis, en interrogeant les cas d’égalité de cette formule,
montrons que quatre points distincts sont cocycliques ou alignés si et seulement si

AB x CD + AC x BD + AD x BC = 0 (pas les deux + en méme temps).

Notons a, b, ¢ et d les affixes de A, B, C et D.

Ce théoréme apparait ici comme une application de I'inégalité triangulaire de la propriété 5.10 :

En effet, AB x CD 4+ AD x BC = |b—al|d — ¢[+ |c = b||d — a| = |(b—a)(d — ¢)| + |(c — b)(d — a)|
(d’apres la propriété 5.9).

Et d’apres I'inégalité triangulaire, |(b — a)(d — ¢)| + |(c — b)(d — a)| = |(b—a)(d — ¢) + (¢ — b)(d — a)|.
Développons et réduisons :

(b—a)(d—c)+(c—b)(d—a) = bd+ac—ad—bc+cd+ab—bd—ac = —ad—bc+cd+ab = (a—c)(b—d)
On en déduit :

ABxCD+ AD xBC 2 |(a—c¢)(b—d)| <= ABxCD+ AD x BC > |a —¢| x |b—d]
<= ABxCD+ AD x BC > AC x BD

Il y a égalité dans l'inégalité triangulaire si 'un des vecteurs est nul ou s’ils sont colinéaires et de
méme sens. Lci les affixes des vecteurs concernés sont (b — a)(d — ¢) et (¢ — b)(d — a) qui ne sont pas
nuls car les points sont distincts. 1’égalité a donc lieu lorsque les vecteurs sont colinéaires et de méme
sens, c’est-a-dire lorsque le rapport de leurs affixes est un réel strictement positif (la partie imaginaire
de ce rapport étant le déterminant des vecteurs). On doit donc avoir :

(b—a)(d—c) (b—a)(d—c) ba
ed=a) X g % < <
<:>arg<§:2> = [27r]<:>arg(l;:2) :arg<fl:i>+ﬂ [27]
d—c

— (BC, 54) — (DC,DA) + 7 [2n]

Cette derniére égalité traduit une situation de cocyclicité décrite par le théoréme de 'angle inscrit
(dans le cas d’un birapport négatif comme ici, les points B et D sont de part et d’autre de la droite
(AC), voir la figure) ou d’alignement (avec B € [AC] = D ¢ [AC] ou D € [AC] = B ¢ [AC]).
Sans tenir compte du sens, il y a trois ordres possibles pour quatre points (A — B — C — D,
A—-B—-D—-CetA—C— B—D),
d’ou les trois possibilités pour avoir A, B, C et D cocycliques ou alignés :

+ ACx BD=ABxCD+ AD x BC

+ AD x BC =AB xCD + AC x BD

+ ABxCD = AC x BD+ AD x BC
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5.b. Etude de suites

5.b.1. Suites récurrentes d’ordre 2

Pour chercher le terme général d’une suite (u,)<o récurrente d’ordre 2, ¢’est-a-dire définie par une
relation du type unp42 = aun41 + bu, ol a et b ne sont pas nuls, on cherche & écrire cette relation sous
la forme up49 — rup+1 = $(Ups41 — ruy,) car ainsi, la suite (v,) définie par v, = up41 — TUy, est une
suite géométrique de raison s.

r+s=a

Comme Up4+2 — TUpt+1 = $(Upt1 — TUp) <= Upyo = (1 + S)Upt1 — TSU,, on doit avoir { -
rs = —

2 _ax—b=0 et selon les cas :

+ SiI’équation admet deux racines réelles distinctes, alors les suites cherchées ont pour terme
général u, = ar™ + Bs"

+ Si I’équation admet une seule racine réelle r = ¢, alors les suites cherchées ont pour terme
général u, = (a+nB)r", autrement dit la suite (7#) est arithmétique.

+ Si I’équation n’admet aucune racine réelle (si a® + 4b < 0), elle en admet deux complexes avec
lesquelles on exprime wu, = ar™ + 8™, voyons cela sur un exemple.

Il faut choisir r et s solutions de I’équation x

ExXEMPLE 60 — Etudions la suite (un)<o définie par la relation w42 = 2up11 — 2u, et les conditions
initiales ug = 0 et uq = 1.

r+s=2
Cherchons r et s tels que { 5 : ce sont les solutions de 22 — 2z + 2 = 0 dont le discriminant
rS = —
est A = —4 < 0. Les solutions sont % =1++—1,s0it 14+7et1—1.
r=141
Posons { L ; comme ces deux solutions sont interchangeables :
s=1—1

+ d’une part on a up+1 — ruy = S(Up — rUp—1) = s"(u1 — rug) = s" (car up =0 et ug = 1)
+ et d’autre part up 1 — Sty = 7(Up — SUp—1) = r"(ug — Sug) = r"
Par soustraction des membres extrémes, on obtient
(Unt1 — TUp) — (Ung1 — SUp) = " — 1" <= (s —T)up = s" — 1"
Ainsi, en remplacant r et s par leurs valeurs :

(=i 1= iuy = (1= )" = (1 4+0)" = —2iup = (1= i) — (1 +)" = u,, = LHLZT
Ecrivons 7 = 144 et s = 1 — i sous forme exponentielle : |r| = |s| = v/2 et,
comme cos(argr) = @ et sin(argr) = g, onaargr="71;
de méme comme cos(arg s) = @ et sin(args) = _T\/Q7 on a arg sr = =~.
2e'T)" — (V/2e' T )" U
On en déduit u, = (v2e't) 2.(\fe ) = (ﬂ)”%
i i

Cette derniére égalité peut étre réduite a I'aide de la formule de Euler en u, = (v/2)" sin(ZF).
Malgré le passage par des nombres complexes et irrationnels, tous les nombres de la suites (u,) sont
entiers puisque la relation de récurrence initiale ne fait qu’ajouter ou multiplier des entiers.

5.b.2. Série trigonométrique

Nous étudions ici certaines suites (S,,) dont le terme général est la somme des premiers termes d’une
suite (up), soit Sy, = ug + u1 + - - - + up—1. En particulier lorsque les nombres complexes permettent
d’exprimer S, d’'une facon simplifiée.

EXEMPLE 61 — On définit la suite (S, )ns0 par Sp = sin © +sin 2% 4 ... 4 sin @= U7,
Posons z = cos - +isin I = eln.
1—2" n

On sait que lasomme S =1+ z+ 22+ 42" 1 = 7 mais comme 2" = ¢e'n = €™ = —1, on en
—z
1—(-1 2
déduit S = (=1) = )
1-=2 1—-2
Mais comme 1 — cos § = 2sin? g et sinf = 2sin % cos g, on peut écrire

1—z=(1-cosZ)—i(sinZ) = 2sin® T — i(2sin 2= cos - ) = 2sin 7= (sin 7~ — i cos 2-).
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. 2 Sin &~ + 4 coS o 7
OnendédultSzz- — - — = 2n_ - n — 1 4 -
sin - (sin 5 — 4 cos 5.-) sing, tan o
1 cosg.

Comme S,, = Zm(S), on obtient finalement S,, = — =
tan 5~ sin 5 -

5.b.3. Lensemble de Mendelbrot

Cet ensemble, appelé simplement M dans la suite, a été découvert au début du 20¢ siécle par les
mathématiciens Pierre Fatou et Gaston Julia, mais ne fut connu du grand public qu’aprés que Benoit
Mandelbrot (1924-2010) en produise des images a 1’aide d’un ordinateur (1980) et que le magazine
Scientific American les publie (1985).

Pour tout nombre complexe ¢ = a + bi, on définit la suite complexe (z,) par la relation de récurrence
Zn+1 = 22 + c avec zg = 0. Selon la valeur de ¢, on observe deux comportements de la suite (2;,) :

+ elle a tendance a rester bornée (IX € RT,Vn > ng, |2, < \)
+ elle diverge, les modules se mettant & croitre indéfiniment
(VA € RT,3ng € N,Vn > ng, |zn| > \)

L’ensemble M contient tous les points ¢ pour lesquels la suite est bornée.

Si on colore les points de cet ensemble en noir, on obtient I'image désormais célébre ci-dessous. J’ai
ajouté une ébauche de graduation afin de remarquer que l’essentiel de cet ensemble semble limité au
domaine —1,5 <a < 0,5et —1 <b < 1.

Bien sir, la vérification du fait que la suite est bornée, lorsqu’on utilise un ordinateur, ne peut pas
étre faite jusqu’a l'infini. Il faut se contenter d’effectuer pour chaque point d’affixe ¢ (chaque pixel de
Iimage que on veut créer), un nombre limité ¢ d’itérations. Le paramétre ¢ est appelé « profondeur »
de la représentation.

Pour I'image globale ci-dessus, la profondeur ¢t = 100 a suffi.

Choisir ¢t = 1000 permettrait d’obtenir des détails du bord mais impliquerait beaucoup plus de calculs
et demanderait beaucoup plus de temps (d’ou la lettre t).

Heureusement, cette suite a une propriété qui évite d’aller a chaque fois jusqu’a t :

Si il existe un rang ng a partir duquel |z,| > 2, alors la suite diverge et le point d’affixe ¢
n’appartenant pas & M reste en blanc. Seuls les points suspectés jusqu’au bout d’appartenir & M
nécessitent d’aller jusqu’a ¢ et seront coloriés en noir.
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Re(ec) =1
Im(c) =1
rang 1 1.041.01i - module=1.4142135623730851
rang 2: 1.0+43.01 - module=3.1622776601683795
rang 3: -7.0+47.0i - module=9,.8994094936611665
rang 4: 1.0-97.0i - module=97.0051545022222
rang 5: -9407.0-193.0i - module=9408,979647124337
rang 6: ©8454401.0+3631103.0i - module=88528899.0401745
rang T: T810996147272193.0+4642374081668607.01 - module=7837365965265411.0
Re(c) = -0.5
Im(c) = 0.5
rang -0.5+0.5i - module=0.7071067611865476
rang -0.5+40.0i - module=0.5
-0.25+0.51 - module=0,5590169943749475

5+0.25i - module=0.,7315437444199766

75+0.156251 - module=0.180238624922802
-0.5163421630859375+0.4719238281251 - module=0.6995150669802755
-0.45610287017188966+0.0126516595482826231 - module=0.456278306155
-0.29213023631029+0.,48845908353518141 - module=0,5691505523626725
.6532522013213234+0.214612664997919531 - module=0,68760238111037
rang 10: -0.11932015744635432+0.219607608317346661 - module=0,249929593293

H
w
H
5

W o e W R

"
o
]

a
w

!
o

rang 95: =0.4730460259734365+0.30415532027901951 = module=0,56239043514563
368737916164771840.21224106892666411 - module=0.42545730944087

: .4090786205215947+0.343477341038796351 - module=0.5341554095719
rang 98: -0.4506313660392307+0.218981526294847741 - module=0.5010204955057
rang 99: -0.34488428080003797+0.30264011133679411 - module=0.4588422431870
rang 100: -0.47264586984698764+0.29124836572073271 - module=0.555175403650

Observons ci-dessus le comportement de la suite (z,) pour deux valeurs de ¢ :
+ Lorsque ¢ = 1+ i, dés la 2¢ itération, le module dépasse 2. A la 4¢ étape il atteint déja presque
100, et a la 6° presque le million...
+ Pour c = —% + %, apres t = 100 itérations, le module n’a toujours pas dépassé 1. Il a oscillé
gentiment entre 0,18 et 0,73 approximativement. Si on augmente le nombre d’itérations, pour
1000 d’entre elles, les oscillations du module ne sortent pas de ces limites. Les plus grands
écarts sont au début, et la valeur des z, se stabilise progressivement sur une valeur limite qui
est, dans le cas de ¢ = —% + %, d’environ —0,409 + 0, 2754.
L’algorithme qui est nécessaire pour effectuer cette exploration est extrémement simple. De plus, la
plupart des environnements de programmation ont implémenté le type « nombre complexe » et il
suffit, par exemple, d’écrire z? pour avoir le carré de z et |z| ou abs(z) pour en avoir le module.
Le caractére fractal de I'image apparait lorsqu’on cherche & agrandir une des zones frontiére entre M
et le reste du plan complexe. L’image ci-dessous montre un tel agrandissement, obtenu en zoomant
d’un facteur 10 la partie supérieure de M pour laquelle —0,15 < a < —0,05 et —0,9 < b < —0,8.

NB : Sur ces images, les ordonnées croissent vers le bas. A droite la convention de coloration est
différente : en dehors de M, la couleur va du blanc lorsque ’échappement est obtenu pour n =¢ — 1,
au noir lorsque ’échappement est obtenu pour n = 1. Avec ce nuancier de gris, le contraste est
maximum entre I’'intérieur et 'extérieur de M et on voit se dessiner des lignes extrémement fines qui
irriguent l'espace extérieur. 1l est bien sfir possible de créer un nuancier de couleurs en exploitant
toute la palette RGB comme sur I'image ci-dessous (Wikipedia) qui montre un détail de M centré sur
la valeur —0, 068 + 0, 662¢ pour ¢t = 300.
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Plan du chapitre :
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6.4 Théorémes de Bézout et de Gauss

6.5 Nombres premiers, décompositions en facteurs premiers
6.6 Coeflicients binomiaux, Petit théoréme de Fermat

Apercu historique :

Le mot arithmétique vient du grec ancien arithmos qui signifie « nombre », dans le sens qu’avait le
mot & cette époque de « nombre entier ». L’origine de 'arithmétique est trés ancienne, sans doute
phénicienne. Au VI® siécle avant J.-C., Pythagore (580-495 avant J.-C.) et son école en font un des
quatre piliers des mathématiques, a coté de la géométrie, de ’astronomie et de la musique. Ce
fameux quadrivium quantitatif fut regroupé avec le trivium, plus littéraires (grammaire, rhétorique,
dialectique) pour former les sept arts libéraux au v siécle.

L’arithmétique étudie les nombres entiers, les propriétés qu’ont certains ou les relations qu’ils
entretiennent avec d’autres : nombres premiers, nombres pairs ou impairs, nombres amis ou parfaits
ou heureux, triplets pythagoriciens, nombres triangulaires et plus généralement nombres polygonaux
de Diophante d’Alexandrie (11° siécle), nombres de Marin Mersenne (1588-1648), nombres de Pierre
de Fermat (1601-1665), nombres de Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nombres de Sophie
Germain (1776-1831), nombres de Robert Daniel Carmichael (1879-1967), etc.

En lisant une édition de son époque des Arithmétiques de Diophante, Fermat rédige ce qu’on
appellera le « grand théoréme de Fermat » : Pour tout entier naturel n > 3, il n’existe pas de nombres
entiers strictement positifs x, y et z tels que ™ + ¢y = 2" et il ajoute dans la marge : J'en ai
découvert une démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est trop étroite pour contenir
mais aucune trace de cette démonstration n’est trouvée. Beaucoup de mathématiciens ont essayé de
démontrer cette conjecture mais il a fallu attendre plus de 300 ans pour en avoir la preuve que
Andrew Wiles (1953-) exhibe comme sous-produit de ses travaux qui mobilisent bien d’autres notions
que celles connues du temps de Fermat.

Alinsi, les problémes arithmétiques s’énoncent et se comprennent facilement mais leur résolution peut
entrainer des raisonnements trés complexes et s’étaler sur de longues périodes. D’autres conjectures
célébres restent encore non démontrées comme la conjecture de Goldbach (1742) (tout nombre entier
pair supérieur o 8 peut s’écrire comme la somme de deux nombres premiers) ou la conjecture de
Syracuse de L. Collatz (1937) (si pour tout entier N > 0, on construit la suite (u,) en partant de

ug = N avec la relation upy1 = “2—” St Uy POIT 0U Upnt1 = Uy + 1 St uy tmpair. alors il existe un
indice n > 0 tel que u, = 1.

Souvent considérée comme trés théorique, ’arithmétique a permis de mieux comprendre 'infini et les
différents ensembles de nombres. De nos jours elle a de nombreuses applications, notamment en
informatique (systémes de cryptographie ou codes correcteurs d’erreur).
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1.a. Multiples et diviseurs

DEFINITION 6.1 (LA RELATION DIVISE) Soient a et b # 0 deux entiers relatifs.
On dit que b divise a lorsqu’il existe un entier relatif k tel que a = kb.
On note cela bla et on dit que b est un diviseur de a ou que a est un multiple de b.

Remarques :

+ La liste des diviseurs d’un entier non nul a est finie car elle ne contient que des nombres
entiers compris entre —|a| et |a| (car Vb # 0,bla = |b| < |al|). Par contre la liste des diviseurs
de 0 est infinie car pour tout b # 0 on a 0 = 0 x b (’ensemble des diviseurs de 0 est Z). Tout
entier posséde des diviseurs car 1, —1, a et —a divisent toujours a. Pour tout nombre a, les
diviseurs de a et de —a sont les mémes.

+ D’une facon générale on note Div(a) I'ensemble des diviseurs d’un entier a. Par exemple
Div(—24) = Div(24) = {—24,—-12,—-8,—6,—4,—-3,—-2,—-1,1,2,3,4,6,8,12,24} et Div(0) = Z.
Dans certaines situations qui ne concernent que les entiers naturels (entiers positifs) on ne
retient que les diviseurs positifs d’un nombre a > 0.

+ 0]0 (zéro divise zéro) car Vb # 0,0 = 0 x 0, par contre zéro ne divise aucun nombre a # 0 car si
a = k x 0 alors nécessairement a = 0.

EXEMPLE 62 — Déterminons tous les couples (a,b) d’entiers naturels tels que a® — b? = 12.

On sait que a? — b? = (a — b)(a+b) donc a — b et a + b sont des diviseurs de 12 tels que a +b et a — b
soient positifs (a +b > 0 car a > 0 et b > 0 et, comme le produit (a — b)(a + b) est positif, le facteur
a — b doit étre positif également). Comme a —b > 0 <= a > b, le plus grand des entiers est a.

Les diviseurs de 12 dans EI sont Div(12) = {1,2,3,4,6,12}, on a donc trois solutions potentielles :

a+b=12 “@=5 , )
= (ne convient pas car ce ne sont pas des entiers)
a—b=1 b— 11
82
a+b==6 a=-=4 .
= 2 (convient)
a—b=2 _
b=2
7
a+b=4 =3 )
= (ne convient pas).
a—b=3 b— 1
2

Finalement, il n’y a que le couple (4,2) qui convienne et on a bien 4% — 22 = 16 — 4 = 12.

[ PROPRIETE 6.1 Le relation « divise » est une relation d’ordre car elle est
+ Reflexive : Va € Z, ala
+ Antisymeétrique : Va € Z*,Vb € Z*,alb et bja = a=bou a = —b
+ Transitive : Ya € Z*,Yb € Z*,Vc € Z,alb et blc = alc
L’ordre est partiel car Va € Z,Vb € Z, a|b ou bla est une proposition fausse.
Va,b,c # 0, cla et ¢|b = ¢|(ma + nb) une combinaison linéaire de a et b (m et n entiers).

Remarques :

+ Les relations d’ordre < et > sont totales car tous les nombres sont comparables avec ces
relations. Par contre, < et > sont des relations d’ordre partiels car on ne peut pas comparer
avec elles des nombres égaux. La relation d’ordre | est plus partielle encore puisqu’elle ne
permet de comparer que des entiers relatifs dont I'un est multiple de 'autre. On ne peut
comparer 2 qu’a ses multiples (les éléments de 2Z = {0,2, —2,4, —4,...}) ou a ses diviseurs
(les éléments de Div(2) = {1,—1,2,—2}); 2 et 3 ne sont pas comparables avec |.
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+ La propriété cla et c|b alors ¢ divise toute combinaison linéaire ma + nb est justifice par la
définition : comme a = ck et b = ck/, on a ma + nb = mck + nck/ = c¢(mk + nk') = cK.
Si cla et c|b alors, en particulier, ¢ divise a + b et ¢ divise a — b.

EXEMPLE 63 — 2 Montrons que pour tout entier naturel n,

5" — 1, 13" — 1 et plus généralement (4k + 1)” — 1 sont divisibles par 4.

5" —1=G-1)G" 45724 454+ 1) =437 5 = 4K donc 4|(5" — 1).

13" —1=(13-1)(13" 1+ 13" 2+ ... 413+ 1) =4 x 327 13" = 4K’

(Ak+1)"H —1 = 4k +1-1)((dk+1)" 4 A+ 1) 24 (dk+ 1) +1) = 4k S0 (4k +1)7 = 4K”

2 Montrons, en raisonnant par récurrence, que 11" — 4™ est un multiple de 7 pour tout n € N.

Pour n =0: 11" — 4™ = 0 donc la proposition est vraie pour n = 0.

Supposons la proposition vraie pour n > 0.

Au rang suivant, 11771 — 471 = (7 4 4)11" — 4 x 4" = 4(11" — 4™) + 7 x 11", ce qui est bien une
combinaison linéaire de deux multiples de 7 (11" — 4™ I’est par hypothese de récurrence et 7 l'est par
définition) et par conséquent un nouveau multiple de 7.

2 Justifions le critére de divisibilité par 11 : un nombre est divisible par 11 lorsque la différence entre
la somme des chiffres de rang pair et la somme des chiffres de rang impair est un multiple de 11.
Un exemple : 919380 est divisible par 11 car (94+9+8) —(14+34+0)=26—-4=22=2 x 11.
Le principe de ce critére repose sur le fait que, pour tout entier naturel n, on peut déterminer un
entier k tel que 102"+ + 1 = 11k et 10?® — 1 = 11k. Autrement dit que 11 divise les puissances
impaires de 10 augmentées de 1 et les puissances paires de 10 diminuées de 1.
Prouvons cela par récurrence :
Pour n =0: 10" +1 =11, 10° — 1 = 0, 11 et 0 étant des multiples de 11, la propriété est vraie.
+ Supposons pour n > 0, il existe un entier k tel que 102"+! + 1 = 11k <= 10*"*+! = 11k — 1.
102D+ 41 = 100 x 1027 41 = (9x 11 +1)(11k—1)+1 = 11(99k + 11k —9) —1+1 = 11K
+ Supposons pour n > 0, il existe un entier &’ tel que 10%" — 1 = 11k’ <= 10?" = 11k’ + 1.
102+ 1 =100 x 102" =1 = (9 x 11+ 1)(11K 4+1) =1 = 11(99K + 11k' +9) +1 -1 = 11K’
Un nombre entier n écrit en base 10 s’écrivant a,a,—1 ... a2a1a¢ se décompose en
ap X 10P +ap_1 X 1071 4+ -+ 4 ag x 102 + a1 x 10! + ag x 10°. Selon la parité de p, on a :
+ Si p impair :
n=lap(11ky, — 1) + ap—2(11lkp_o — 1)+ - -+ a1(11 — 1)] + [ap—1(11kp + 1) + - - - + ap(0 + 1)],
soit en réarrangeant cette somme et sans détailler entier K,
n=11K 4+ [ap x (=1) +ap—2 x (=1) 4+ -+ a1 X (=1)] + [ap—1 x (+1) +...ag x (+1)].
Finalement, n = 11K — [(ap + ap—2 + -+ a1) — (ap—1 + -+ a2+ ag)] = 11K — S et c’est
donc cette somme alternée S qu’il suffit d’examiner pour la divisibilité par 11 de n.
+ Si p pair, le principe est le méme :
n=lap(11ky + 1)+ -+ a2(9 x 11 +1) + ag(0+ 1)] + [ap—1(11ky, — 1) + - - - + a1 (11 — 1)] et
donc n = 11K + [(ap + ap—2 + - -+ a2 + ag) — (ap—1 + - - + a1)] = 11K — S avec la somme
alternée S a tester.

1.b. Division euclidienne

-
DEFINITION 6.2 Il existe un unique entier n € Z tel que Vx e Ron < x <n + 1.
Cet entier est appelé partie entiére de x et noté E(x) ou encore |x], en anglais floor (plancher).

DEMONSTRATION Cette existence unique est la conséquence de 'axiome toute partie de N admet un
plus petit élément.

En effet, en supposant x > 0, 'ensemble des entiers supérieurs strictement &  admet un plus petit
élément, noté n + 1, tel que z < n + 1 et 'entier précédent n + 1 n’étant pas dans cette partie est tel
que x = n, d’ot encadrement n < x <n + 1.

Pour un réel négatif, la partie entiére continue d’étre l'unique entier relatif n tel que n <z < n + 1.
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Remarque : la partie entiére (en Python math.floor(-2.6)) ne doit pas étre confondue avec la
troncature a 'unité de x (en Python int(-2.6)) ou avec l'arrondi & 'unité de = (en Python
round(-2.6,0)), méme s’il y a parfois coincidence entre ces notions.

E(—2,6) = —3 alors que E(2,6) = 2, mais la troncature de —2,6 est —2 et ’arrondi —3 alors que la
troncature de 2,6 est 2 et 'arrondi est 3.

-
DEFINITION 6.3 soient a et b > 0 deux entiers.
a=bg+r
0<r<b
On dit alors que g est le quotient de la division euclidienne de a par b, r en étant le reste.

Il existe un unique couple (g, r) d’entiers tels que

DEMONSTRATION " Existence :

En notant ¢ la partie entiere du quotient § (¢ = {%J), celle-ci vérifie, d’aprés la propriété précédente,
I'encadrement ¢ < § < ¢ + 1. En multipliant par b # 0 : bg < a < b(q + 1), puis en enlevant b :
0<a—0bg<b. Sionposer=a—bg,onadoncbien 0 <r <beta=bg+r.

we Unicité : o

Supposons qu’il existe deux couples (¢,7) et (¢',7") d’entiers tels que {a =bgtr et {a - bf‘] tr
0<r<b 0<r <b

Cela implique que r — 1’ = b(q — ¢’) et donc b|(r —r').

Sir—1r"#0alors —(r —r’') < b < r—7 mais cela est impossible car d’autre part,

comme 0 <r < bet —b< —1' <0, on doit avoir —b < r — 1’ < b.

On en déduit que r — 7' = 0 et, comme b # 0, que ¢ — ¢’ = 0. Finalement 7 = 1" et ¢ = ¢'.

Remarques et exemples :

+ La division euclidienne dans N est commencée & ’école primaire et poursuivie au collége.
L’écriture 177 = 11 x 15 + 12 correspond & ’écriture en ligne de la division euclidienne de 177
par 15 (quotient 11, reste 12 < 15) mais pas a la division de 177 par 11 car le reste supposé est
trop grand (12 > 11). Pour en déduire quotient de 177 par 12, il suffit de lui enlever le diviseur
et de I'ajouter une fois du quotient : 177 =11 x (154 1) + (12 —11) =11 x 16 + 1.

Du coup, le quotient de 177 par 11 est 16 et le reste 1.

+ De 177 =11 x 15 + 12, on peut déduire le résultat de la division euclidienne de —177 par 15
car alors —177 = (—11) x 15 + (—12). Comme le reste est trop petit (—12 < 0), il suffit de lui
ajouter le diviseur et de le retrancher une fois du quotient :

177 =(-11-1) x 15+ (=12 +15) = (—12) x 15+ 3.
Du coup, le quotient de —177 par 15 est —12 et le reste 3.

+ On peut, au passage, élargir la division euclidienne au cas d’un diviseur négatif en précisant
que le reste doit toujours vérifier 0 < r < |b]). La division euclidienne de —177 par —15 par
exemple s’effectue a partir de 'opposée de 177 =11 x 15+ 12 : =177 = 11 x (—15) + (—12) et
comme —12 < 0, on enléve le diviseur et on ajoute une fois au quotient :

—177=(11+1) x (=15) + (=12 — (—=15)) = 12 x (—15) + 3.
Du coup, le quotient de —177 par —15 est 12 et le reste 3.

+ En Python le quotient de la division euclidienne de a par b est obtenu en tapant a//b et le
reste s’obtient en tapant a%b. La fonction division euclidienne peut s’écrire en une ligne : def
de(a,b) :return(a//b,a%kb). Ainsi, en tapant de(-177,15) on obtient (-12,3) mais
attention, en tapant de(-177,-15) on obtient (11,-12), ce qui ne convient pas car
Iopérateur % retourne un nombre du méme signe que le diviseur. Pour que notre fonction de ()
convienne & toutes les situations, il faut tenir compte de ce comportement.

. »>>> de(-177,15) =»= de (177,-15)
dEiE:,}rj:l: (a//b, ash) (-1z, 3) (-11, 13)
. »>> de(-177,-15) 3> de (177,15)

{a//b+1,a%b-b)

1z, 3) (11, 12)
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2.a. Congruence modulo n

DEFINITION 6.4 Soient a, b et n > 2 trois entiers.
On dit que a est congru & b modulo n lorsque a et b ont le méme reste dans la division euclidienne
par n, et on note a = b[mod n], a = b[n] ou plus simplement a = b[n].

Remarques :

+ On est familier avec les relations de congruences depuis toujours avec les heures qui sont
remises & zéro tous les jours (le modulo est 24) ou toutes les demi-journées (le modulo est 12).
Par exemple & 20h, il est 8h (de l'aprés-midi) car 20 = 8[12] et dix heures plus tard il ne sera
pas 30h mais 6h (du matin) car 30 = 6[24]. Une autre application des congruences a été
étudiée en trigonométrie ou les lignes trigonométriques d’un angle sont partagées avec toutes
les autres valeurs qui lui sont congrues modulo 27. Par exemple 57” S = %’“[277].

+ On confond souvent, ne serait-ce que dans la notation, ’égalité avec la relation de congruence
car elles partagent les propriétés évidentes suivantes valables pour tout n > 2 :

— VYa €Z, a=aln]

— Y(a,b) € Z%, a = bln] <= b = a[n]

— Y(a,b,c) € Z3, a =b[n] et b = c[n] = a = c[n]

Dans la suite les congruences sont notées avec =, la présence du modulo faisant la différence.

+ La congruence modulo 0 ou 1 n’est pas utilisée (a = b[0] <= a = b et V(a,b) € Z?,a = b[1]).

( PROPRIETE 6.2 a, b et n > 2 étant trois entiers, a = b[n] <= a — b est un multiple de n. )

. .. a=ng+r b=ng +r'
DEMONSTRATION Divisions euclidiennes de a et b par n : et

0<r<n 0<r <n
Onendéduit:a—b=ng+r—(n¢d +r")=n(qg—¢)+r—1"et,
en additionnant —n < —r’ <0 et 0 < r < n, on obtient —n < r —7r’ < n.
+ Sia = b[n] alors r = 7’ (par définition) et donc r — ' =0 d’ott @ — b = n(q — ¢’), c’est-a-dire
a — b est un multiple de n.
+ Si a — b est un multiple de n, il existe k € Z tel que a — b = kn et donc
r—r’'=a—-b—n(qg—¢)=nlk—q+¢), r—r" est un multiple de n.
Le seul multiple de n compris entre —n et n étant 0, r — ' = 0 <= r =/ d’out a = b[n).

Remarques :

+ On pourra identifier, modulo n, un entier a avec son reste r dans la division euclidienne par n

puisque a = ng + r avec 0 < r < n implique que a — r = ng et donc que a = r[n|.
Exemples : 2023 = 11 x 183 + 10 donc 2023 = 10[11]; 2023 = 10 x 202 + 3 donc 2023 = 3[10] ;
Dire que a est divisible par n, ce qu’on note déja nla, s’écrit aussi a = 0[n].
+ Autres exemples :
— 27 = 2[5] car 27 — 2 = 25 = 5k (un multiple de 5)
— —27 = 3[5] car —27 — 3 = —30 = 5k’
— (a+b)? =a®+b?[2] car (a+b)? — (a® + b?) = 2ab = 2K"
— (2n+1)%? = 1[4] (autrement dit le carré d’un nombre impair est de la forme 4k + 1) car
2n+1)2—-1=2n+1-1)2n+1+1) =2n(2n +2) = 4n(n + 1) = 4k"

+ Un entier n > 2 étant donné, un entier quelconque a € Z appartient nécessairement a I'une des
n classes d’équivalences : a = 0[n],a = 1[n],...,a = n — 1[n]. Tous les entiers a € Z se rangent
ainsi dans 1'une ou l'autre des quatre classes : a = 0[4], a = 1[4], a = 2[4], a = 3[4] ce que 'on
peut noter avec @, le « ou exclusif » a =4k Ga=4k+1P®a=4k+2Da =4k + 3.
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,
PROPRIETE 6.3 (COMPATIBILITES AVEC LES OPERATIONS) a, b, ¢, d et n > 2 étant cinq entiers,

+ Avec l'addition : a = b[n] et ¢ = d[n]| = a+ ¢ = b+ d[n]
+ Avec la multiplication : a = b[n] et ¢ = d[n] = a x ¢ = b X d[n]
+ Avec les puissances : Vp € N*, a = b[n] = a? = bP[n]

DEMONSTRATION D’aprés la propriété 6.2 :

a=b[n] et c=dn] < Ik, k') €Z* a—b=knetc—d=Fkn

Par conséquent, (a+c¢) — (b+d) = (a—b)+ (¢ —d) =kn+k'n=(k+ k')n = k"n avec
E'=k+K e€Zdoua+c=>b+d[n].

De méme, (a xc)— (bxd)=(a—b) xc+ (c—d)xb=knxc+k'n xb= (kc+ k'b)n =Fk"n avec
E" =kc+ k'beZ donaxc=>bxdn)].

La troisiéme compatibilité est obtenue par récurrence sur p > 0 avec la compatibilité de x.

EXEMPLE 64 — Les utilisations de ces propriétés sont nombreuses et variées, donnons-en quatre :
O Déterminons le reste de la division euclidienne de 100°° par 11.

Comme 100 =99 +1 =9 x 11 + 1, 100 = 1[11] et donc 100%° = 1%° = 1[11], le reste est 1.
Déterminons le reste de la division euclidienne de 100°° par 7.

Comme 100 = 77 + 23, 77 = 0[7] et 23 = 21 + 2 = 2[7], on a 100 = 2[7] donc 100%° = 2°0[7].
Comme, de plus, 23 =8 =7+ 1 = 1[7], 259 = 23%1642 — (23)16 » 22 — 116 » 4 — 4[7], le reste est 4.

> Montrons la propriété Vn € N, 3| (n(n +1)(2n + 1)) a 'aide d’un tableau de congruence modulo 3.

n=...[3] 0 1 2
ntl=..[3 1 2 0
m+1=...[3 1 0 2
nn+1)2n+1)=...[3] 0 0 0

Comme on remarque que, dans tous les cas n(n + 1)(2n + 1) = 0[3], on en conclut que
n(n+1)(2n + 1) est toujours divisible par 3, soit 3| (n(n + 1)(2n 4+ 1)).

2 Explorons les propriétés des puissances en tragant le tableau des puissances modulo 5 :

1 2 3 4 5 6 7 8

a a a a a a a a a
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 3 1 2 4 3 1
3 3 4 2 1 3 4 2 1
4 4 1 4 1 4 1 4 1
5 0 0 0 0 0 0 0 0

On remarque une périodicité de peériode 4 lorsque a = 2 ou 3[5], de période 2 lorsque a = 4[5].
+ Comme 2% = 1[5], on a :

21:25:.”:24k+1:2[5];22:26:“_:24764-2:4[5];23:27:“‘:24164-3:3[5]
+ Comme 3% = 1[5], on a :

3l=35=...=3%H =3[5]; 32 =30 = ... = 32 = 4[5]; 33 = 37 = ... = 343 = 2[5]
+ Comme 4% = 1[5], on a :

Ab =43 = ... = 4%+ = [5]; 42 =41 = ... = 42F = |[5]

La relation de congruence est-elle compatible avec 'exponentiation ?
Autrement dit V(p, ¢) € Z?,Va € N, p = ¢[n] = aP = a%[n] est-elle vraie pour tout entier n > 17
La réponse est non, la relation de congruence n’est pas compatible avec I’exponentiation.
Exhibons en guise de contre-exemple le cas n =5, p = 1 et ¢ = 6 pour lequel on a bien 1 = 6[5].
+ Pour a =1 ou 5[5] on a bien 1! = 1¢ = 1[5] et 5! = 55 = 0[5] mais ce n’est pas étonnant
car toutes les puissances de a = 1[5] valent 1 et toutes les puissances de a = 5[5] valent 0
+ Pour a = 2 ou 3 ou 4[5] la propriété est cependant fausse car
(21 = 2) # (26 = )[5] et (31 = 3) # (35 = 4)[5] et (41 = 4) # (45 = 1)[5].
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2> La compatibilité de la relation de congruence avec + se simplifie en a = bjn] = a+ c = b+ ¢[n|.
La réciproque de cette propriété est vraie : a + ¢ = b+ ¢[n] = a = b[n].

Cela se prouve facilement : a +c=b+c[n] = (a+c¢) — (b+¢) =0[n] = a — b= 0[n] = a = b[n|.
Ce qui rend la soustraction compatible avec la relation de congruence.

Une conséquence : on peut résoudre une équation du type x + a = b[n| en soustrayant a aux deux
membres. Par exemple z +5 =3[7| <=2 =3-5= -2 <=1z = -2+ 7=5][7].

La compatibilitée de la relation de congruence avec x se simplifie en a = b[n| = a X ¢ =b x ¢[n].
Mais la réciproque est fausse : 5 x 7 =15 x 9[5] mais 7 # 9[5] ou 2 x 5 = 2 x 1[8] mais 5 # 1[8].

Ce qui rend la division incompatible avec la relation de congruence.

On ne peut donc pas résoudre une équation du type az = b[n] en divisant par a les deux membres.
Exemple : 5z = 45[5], en divisant par 5 les deux membres on trouve z = 9 = 4[5] alors que bx = 45[5]
est toujours vraie. Pour résoudre ce type d’équation, on peut utiliser un tableau de congruence.
Supposons qu’on cherche & résoudre 3z = 1[5] :

z=...5 |0 1 2 3 4
3z=...[5 |0 3 1 1 2

On en déduit que les solutions s’écrivent = = 2[5].
De méme pour résoudre une équation plus compliquée comme 2 + 3z — 2 = 0[5]
Supposons qu’on cherche & résoudre 3z = 1[5] :

x=...[5] 0 1 2 3 4
22 =...[5] 0 1 4 4 1
3x =...[5] 0 3 1 4 2
2?2 +3r—2=...[] 2=3 |2 3 6=1 |1
On en déduit que cette équation n’a pas de solutions dans Z.
Par contre I’équation 22 + 3z — 2 = p[5] a des solutions pour p € {1,2, 3}[5].
Y ™

DEFINITION 6.5 (PGCD ET PPCM) a et b étant deux entiers relatifs non nuls, le plus grand
diviseur commun de a et de b est un entier compris entre 1 et min(|al, |b]). On note ce nombre
PGCD(a,b) (Plus Grand Commun Diviseur, en anglais Greatest Common Divisor).

Le plus petit multiple commun strictement positif de a et de b est un entier compris entre
max(|al, |b]) et |ab|. On note ce nombre PPCM (a,b) (Plus Petit Commun Multiple, en anglais
Least Common Multiple).

DEMONSTRATION L’ensemble des diviseurs de a et de —a, et donc aussi de |a|, est Div(a).

Cet ensemble, comme d’ailleurs aussi Div(b) n’est pas vide puisqu’il contient toujours 1.

Par conséquent I'ensemble Div(a) N Div(b) n’est pas vide car il contient au moins 1.

Le plus grand élément de Div(a) est |a|, de méme le plus grand élément de Div(b) est |b|.

On en déduit que le plus grand élément de Div(a) N Div(b) est inférieur ou égal a |a| et & |b], cet
ensemble est donc majoré par min(|al,|b|). Cet ensemble des diviseurs communs de a et de b,
Div(a) N Div(b), est un ensemble borné d’entiers. Son plus grand élément existe, c’est lui qui est
appelé PGCD(a,b).

L’ensemble des multiples strictement positifs de a (respectivement de b) est un ensemble d’entiers
dont le plus petit élément est |a| (resp. |b]). L’ensemble des multiples communs strictement positifs
de a et de b est donc un ensemble minoré par max(|al, |b|). Cet ensemble n’est pas vide car il contient
toujours |ab|, par conséquent son plus petit élément existe, c’est lui qui est appele PPCM (a,b).
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Remarques :

+ On peut toujours déterminer le PGCD de deux entiers & ’aide de la liste des diviseurs de
chacun de ces nombres. C’est la méthode naive, communément utilisée au Collége pour se
familiariser avec la notion dans le but, notamment, de simplifier une fraction.

Donnons un exemple : Div(24) NN = {1,2,3,4,6,8,12,24} (je ne donne que les diviseurs
positifs) et Div(60) "N = {1,2,3,4,5,6,10,12,20,30,60} d’ou

Div(24) N Div(60) NN = {1,2,3,4,6,12}. On en déduit que PGCD(24,60) = 12; cela permet,
notamment, de simplifier la fraction % = gig = %

+ De méme on peut déterminer le PPCM de deux entiers par une méthode naive en déterminant
une liste des multiples positifs des deux nombres, le premier qui se trouve dans les deux listes
étant le PPCM cherché. Par exemple les multiples de 24 sont 24,48, 72,96,120,... et les
multiples de 60 sont 60,120, ... donc PPCM (24,60) = 120. L’utilisation classique du PPCM

est la détermination d’un dénominateur commun optimal pour ’addition des fractions :

2150 = 2ixs T a0x3 = 0 T 10 = 10 = 130
[ PROPRIETE 6.4 (PGCD) Soient a et b deux entiers non nuls quelconques. )
+ PGCD(a,b) = PGCD(|al,|b])
+ PGCD(a,b) = PGCD(b,a)
+ PGCD(a,b) > 1
+ alb = PGCD(a,b) = |a]
+ PGCD(a,b) = PGCD(a —b,b)
L + a=bg+ravec0<r <b= PGCD(a,b) = PGCD(b,r) )

DEMONSTRATION 2 Les trois premiéres propriétés sont évidentes :

Comme Div(a) = Div(—a) = Div(|a|) et Div(b) = Div(—b) = Div(|b|), on a

Div(a) N Div(b) = Div(|a|) N Div(|b]) d’ou PGCD(a,b) = PGCD(|al, |b]).

De méme, comme Div(a) N Div(b) = Div(b) N Div(a), on a PGCD(a,b) = PGCD(b,a).
PGCD(a,b) > 1 car parmi les diviseurs communs strictement positifs, le plus petit est 1.

2 Pour la 4¢, montrons d’abord que a|b = Div(a) N Div(b) = Div(a) :
+ Un diviseur quelconque d de a vérifie d|a, or a|b et la relation | est transitive donc d|b.
Par conséquent a|b = Div(a) C Div(b)
+ De Div(a) C Div(b) on déduit que Div(a) N Div(b) = Div(a)
Par conséquent, lorsque a|b le plus grand élément de Div(a) N Div(b) est donc le plus grand élément
de Div(a) ¢’est-a~dire |a|, d’ou PGCD(a,b) = |al.

> Montrons PGCD(a,b) = PGCD(a — b,b) par double inclusion :
+ Si d € Div(a) N Div(b) alors d|a et d|b. D’apres la propriété 6.1, d divise toute combinaison
linéaire de a et b, donc d|(a — b) et par conséquent d € Div(a — b) N Div(b) d’on
Div(a) N Div(b) C Div(a — b) N Div(b).
+ Si d € Div(a — b) N Div(b) alors d|(a — b) et d|b. D’aprés la propriété 6.1, d divise
(a —b) + b = a, donc d|a et par conséquent d € Div(a) N Div(b) d’ou
Div(a — b) N Div(b) C Div(a) N Div(b).
On en déduit que Div(a) N Div(b) = Div(a — b) N Div(b).
Le plus grand éléement de Div(a) N Div(b) est donc aussi celui de Div(a — b) N Div(b).
De la méme facon, lorsque a = bg + r avec 0 < r < b, on a PGCD(a,b) = PGCD(r,b).
+ Dans un sens, d divise toute combinaison linéaire de a et b, donc d|(a — bq) c’est-a-dire d|r.
+ Dans l'autre sens, d divise toute combinaison linéaire de r et b, donc d|(r + bq) c’est-a-dire d|a.
Dans le cas ou r = 0, on a a = bq c’est-a-dire b|a et, comme on ’a vu, dans ce cas PGCD(a, b) = |b|.

Remarques :
+ Deux cas particuliers de la 4¢ propriété : PGCD(a,a) = |a|; PGCD(a,1) = 1.
Par ailleurs PGCD(0,a) = |a| car Div(0) = Z et donc Div(a) N Div(0) = Div(a).
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+ Les propriétés des deux derniéres lignes sont les « lemme d’Euclide » car elles sont les
préliminaires obligés a une justification de Palgorithme d’Euclide (propriété suivante).
Lorsqu’on applique ces propriétés & des entiers naturels, le procédé par division revient & itérer
le procédé par soustraction jusqu’a I'obtention d’un résidu inférieur a b.

Par soustractions PGCD(50,15) = PGCD(35,15) = PGCD(20,15) = PGCD(5,15) mais
50 = 3 x 15 + 5, par division on trouve directement PGCD(50,15) = PGCD(5,15).
Pour PGCD(5,15), comme 5|15 on a PGCD(5,15) = 5. Finalement PGCD(50,15) = 5.

+ Comme PGCD(a,b) = PGCD(|al, |b]), nous ne considérerons désormais que des entiers
naturels (positifs) en transposant si nécessaire dans Z les résultats obtenus dans N.

PROPRIETE 6.5 (ALGORITHME D’EUCLIDE) Soient a et b deux entiers strictement positifs.
On applique successivement la division euclidienne de a par b (elle conduit & un reste r = a — bq)

b devient a
puis on recommence en renommant les variables { devient b’ jusqu’a obtenir un reste nul.
r devien

Le nombre cherché (PGCD(a,b)) est égal au dernier reste non nul obtenu.

DEMONSTRATION 11 suffit d’appliquer successivement la propriété
a=bg+ravec0<r<b= PGCD(a,b) = PGCD(b,r) jusqu’a 'obtention d'un reste nul.
Le premier reste 71 est tel que 0 <71 < bet PGCD(a,b) = PGCD(b,r1).

Le 2¢ reste 1o est tel que 0 < 19 <11 et PGCD(b,r1) = PGCD(r1,712), etc.

La suite des restes est donc décroissante et minorée par 0 (0 < --- <13 <712 < ryp).

Elle admet donc un plus petit élément non nul, r, qui est le PGCD cherché puisque
PGCD(a,b) = PGCD(b,r1) = PGCD(r1,r3) =--- = PGCD(rgs1,7rr) = PGCD(ry,0) = rg.

Remarques : Ce procédé est décrit dans le livre 10 des Eléments d’Euclide, écrit il y a 23 siécles.
Lorsqu’on applique & la main, cela conduit & effectuer des divisions euclidiennes en chaine.

On peut aussi utiliser un tableur ou un programme informatique comme celui ci-dessous en Python.
On peut encore illustrer le procédé graphiquement en enlevant des carrés dans une surface
rectangulaire, maximisant & chaque étape la taille du carré a enlever (cette méthode revient a
appliquer des soustractions successives).

B3 I F = |:SI(BZ<>D;MOD(B1;BZ];D]
A [ £ D dia b

i 1er nombre 265 229596 | 123456789 pocal= bl - N -

2 | 2eme nombre 75 4898865 | 1234567 e 1= pged de 285 et 75 est 13
:’ 30 229596 89 a=b le pged de 229596 et 4898865 est 57
% 105 ES:: j? b=xr le pged de 123456789 et 1234567 est 1
I a

6 0 2451 7

7 0 1368

8 0 1083 1

9 0 285 0

10 0 228 0 {} est {}".format(a,b,pgcd(a,b)))
11 0 57 0

12 0 0 0

2557 75]3 3015 *
as) 0[2

Contrairement & I’algorithme par soustractions qui suppose a > b pour calculer PGCD(a,b), avec
I'algorithme par divisions il n’est pas nécessaire de s’assurer que a > b car, dans le cas contraire,
a=0xb+aavec0<a<b= PGCD(a,b) = PGCD(b,a) et on continue avec, cette fois b > a.
Ce cas de figure s’est présenté dans le calcul de PGCD(229 596, 4 898 865).
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DEFINITION 6.6 (NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX) Deux entiers non nuls a et b n’ayant que 1
comme diviseur commun, c’est-a-dire tels que PGCD(a,b) = 1, sont dits « premiers entre eux ».

Remarques :

+ Les fractions 3 et g sont dites « irréductibles » lorsqu’elles ne sont pas simplifiables,
autrement dit si les nombres a et b sont premiers entre eux, c’est-a-dire si PGCD(a,b) = 1.

+ Ne pas confondre nombres « premiers entre eux » et nombres « premiers ». En particulier ne
pas croire que a et b doivent étre premiers pour que les nombres a et b soient premiers entre
eux. Par exemple 8 et 9 ne sont pas premiers (8 est divisible par 2 et 4, 9 l'est par 3) mais
cependant ils sont premiers entre eux car leur seul diviseur commun est 1. Inversement, par
contre, deux nombres premiers différents sont toujours premiers entre eux.

e \
PROPRIETE 6.6 (COMPLEMENT) Soient a et b deux entiers strictement positifs.
+ Pour tout entier ¢ € Z* on a PGCD(ca, c¢b) = |¢| x PGCD(a,b)
PGCD(p,q) =1
+ PGCD(a,b) =d <= 3(p,q) e N*,Ca=dp
b =dq
\ J

DEMONSTRATION 2Considérons un entier naturel non nul c.

En préliminaire remarquons que puisque a = bg + r avec 0 < r < b, on a PGCD(a,b) = PGCD(r,b)
alors on a aussi ca = (cb)q + (cr) avec 0 < er < ¢b et PGCD(ca,cb) = PGCD(cr,cb). On peut donc
multiplier par un entiers ¢ > 0 tous les nombres impliqués dans le lemme d’Fuclide.

On sait que 'algorithme d’Euclide construit la suite décroissante des restes (ry,) :

PGCD(a,b) = PGCD(b,m1) = PGCD(ry,r2) = --- = PGCD(rj41,7) = PGCD(r1,0) = 7.
Multiplions par ¢ > 0 tous les nombres impliqués dans ces égalités :
PGCD(ca,cb) = PGCD(cb,cry) = --- = PGCD(criy1, cry) = PGCD(cry, 0) = cry.

On obtient bien PGCD(ca, cb) = cry, = ¢ x PGCD(a,b).

Pour ¢ < 0, comme PGCD(a,b) = PGCD(|al,|b]), on en déduit que

PGCD(ca,cb) = PGCD(|cal, |cb]) = PGCD(|c|a, |c|b) = |¢| x PGC'D(a,b).
PGCD(p,q) =1

2> Montrons que PGCD(a,b) =d = 3(p,q) € N*, Sa =dp
b=dq

Si PGCD(a,b) = d alors d|a et d|b, autrement dit 3(p, q) € N*, {a

En utilisant la propriété précédente, on en déduit que

d = PGCD(a,b) = PGCD(dp, dq) = d x PGCD(p,q).

D’ou p et ¢ sont premiers entre eux car d = d x PGCD(p,q) <= PGCD(p,q) = 1.

Réciproquement,
PGCD(p,q) =1

Vd € N*,3(p,q) e N*,{a=dp — PGCD(a,b) = PGCD(dp,dq) =d x PGCD(p,q) =d
b=dq

Exemples :
+ On a calculé naivement PGCD(24,60) plus haut, mais si on remarque que 24 = 12 x 2 et
60 = 12 x 5, comme 2 et 5 sont premiers entre eux, PGCD(24,60) = 12 x PGCD(2,5) = 12.
+ On souhaite trouver les couples de naturels (a,b) vérifiant a + b = 108 et PGCD(a,b) = 12.
11 suffit de trouver les couples (p, q), p et ¢ premiers entre eux, tels que a = 12p et b = 12q.
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Ces nombres vérifiant aussi a + b = 12(p + ¢q) = 108, soit p + g = % =9, on en déduit les

couples (p, q) qui conviennent : (1,8),(2,7),(4,5),(5,4),(7,2) et (8,1), et les solutions
s’obtiennent en les multipliant par 12 : (12,96), (24, 84), (48, 60), (60, 48), (84,24) et (96,12).

-

PROPRIETE 6.7 (THEOREME DE BEZOUT) Soient a et b deux entiers strictement positifs.
PGCD(a,b) =1 < I(u,v) € Z%, au+bv =1

\

DEMONSTRATION DLe sens réciproque est évident.
En notant PGCD(a,b) = d, on sait que d|a et d|b ce qui implique, selon la propriété 6.1, d|(au + bv)
donc d|1. On en déduit d = 1, les nombres a et b sont premiers entre eux.

OSens direct : on suppose a et b premiers entre eux et on considére I’ensemble E des naturels non
nuls de la forme au + bv avec (u,v) € Z2. L’ensemble E n’est pas vide car a et b en font partie, il
admet donc un plus petit élément non nul, noté p.

p est tel que I(ug,vo) € Z2,p = aug + by et Ve € E, e > p.

Montrons que p|a : La division euclidienne de a par p s’écrit a = pg + r avec 0 < 7 < p.

On en déduit que r = a — pg = a — (aug + bvg)q = a(l — ugp) + b(voq), soit r = auy + bvy avec

u1 = 1 — ugp et v1 = voq. Mais alors on doit avoir r € F et r < p ce qui est impossible si r # 0, d’on
on déduit que r = 0 et donc a = pq < pla.

De la méme facon, on montre que p|b et par conséquent p| PGCD(a,b) or, par hypothése,
PGCD(a,b) = 1. Conclusion p|1 donc p = 1 et on a bien 3(ug, vo) € Z2, aug + bvg = 1.

Remarques et exemples :

+ Ce théoréme est généralement appelé théoréeme de Bézout du nom du mathématicien Etienne
Bézout (1730-1783) qui le généralisa aux polynoémes mais on doit sa premiére démonstration a
Claude-Gaspard Bachet dit de Méziriac (1581-1638) qui la publie dans Probléemes plaisans et
délectables qui se font par les nombres en 1612. Pour ces raisons, il est souvent mentionné
aujourd’hui comme le théoréme de Bachet-Bézout.

+ Si a et b ne sont pas premiers entre eux, il n’est pas possible de trouver des entiers u et v tels
que au + bv = 1. L’équation 4z + 6y = 1 n’a pas de solution dans Z2.

+ Lorsque PGCD(a,b) =1, le théoréme assure de 'existence d’un couple d’entiers (u,v) mais
n’en donne pas la valeur qui n’est d’ailleurs pas unique. Par exemple 2 et 3 étant premiers
entre eux, on peut trouver plusieurs couples (u,v) tels que 2u+3v=1:0na —2+3 =1, donc
déja (—1,1) est solution, mais on a encore 4 —3 = 1 et donc (2, —1) est aussi solution.

+ Détermination explicite d’un couple (u,v) satisfaisant au + bv = 1 avec les congruences :
au=1—bv => au = 1[b]. Les u qui conviennent sont les inverses de a modulo b.

Par exemple 2 et 3 étant premiers entre eux, quels entiers u vérifient 2u = 1[3] 7
2x0=0[3],2x1=2[3] et 2 x2=4=1[3]. Les u qui conviennent valent 2[3].

11 suffit de choisir un nombre de la forme u =3k + 2, soit w € {...,—4,—1,2,5,...}.
u étant choisi, une valeur entiére de v se déduit nécessairement de I’égalité v = 1=9¢
Pour u = 5 on doit prendre v = 1_§X5 = %9 = —3,etonabien 2x5+3x (-3)=1.

+ Une conséquence immédiate de ce théoréme : Quels que soient les naturels non nuls a, b et c,
si PGC'D(a,b) =1 et PGCD(a,c) =1 alors PGCD(a,bc) = 1.
Pour le justifier, sachant que au + bv =1 et au’ 4+ cv’ = 1, il suffit d’arranger le produit
(au + bv)(av' + cv') = 1.
Comme (au + bv)(av' + cv') = a(uar' + ucv’ + bvu') 4 be(vv’), on en déduit que aU + beV =1
avec U = uau’ + ucv’ + bvu’ et V.= v’ et donc PGCD(a,bc) = 1.

+ Montrons que, quel que soit ’entier n, les nombres 3n + 1 et 2n + 1 sont premiers entre eux.
11 suffit de remarquer que 3(2n + 1) — 2(3n + 1) = 1 et d’appliquer le théoréme réciproque. De
méme, on montre que 2n + 3 et 5n + 7 sont premiers entre eux car 5(2n +3) —2(5n+7) = 1.
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PROPRIETE 6.8 (IDENTITE DE BEZOUT) Soient a et b deux entiers strictement positifs.
PGCD(a,b) =d = 3(u,v) € Z*,au+bv =d
\

)

DEMONSTRATION Cette propriété est une conséquence du théoréme de Bézout.

PGCD(p,q) =1
Si PGCD(a,b) = d, d’aprés la propriété 6.6, I(p,q) € N*, < a =dp
b =dq

Appliquons le théoréme de Bézout & p et ¢ premiers entre eux : 3(u,v) € Z2, pu + qv = 1.
Multiplions par d cette égalité et remplagons dp par a et dg par b, on obtient :
d(pu+ qu) = d <= (dp)u + (dq)v = d <= au+ bv = d.

-
PROPRIETE 6.9 (RECIPROQUE) Soient a et b deux entiers strictement positifs.
Si d € N* est tel que d|a, d|b et I(u,v) € Z% au + bv = d, alors PGCD(a,b) = d

\

DEMONSTRATION Montrons PGCD(a,b) = d en montrant que PGCD(a,b) < d et
d < PGCD(a,b) :
+ PGCD(a,b) est un diviseur de a et de b donc PGCD(a,b) divise la combinaison linéaire
d = au + bv. Puisque PGCD(a,b)|d, on a PGCD(a,b) < d.
+ d est un diviseur commun & a et b, or par définition, PGCD(a, b) est le plus grand des
diviseurs communs a a et b, donc d < PGCD(a,b).

-
PROPRIETE 6.10 (THEOREME DE GAUSS) Soient a, b et ¢ trois entiers strictement positifs.

Si a|(be) et PGCD(a,b) =1 alors alc.
\

DEMONSTRATION Ce théoréme est encore une conséquence du théoréme de Bézout.
Appliquons-le & a et b qui sont premiers entre eux par hypothése : I(u,v) € Z2, au + bv = 1.
En multipliant par ¢ ’égalité, on obtient c(au + be) = (ca)u + (cb)v = c.

(ca)u + (cb)v c’est-a-dire c.

Or on sait que a|(cb) (par hypotheése) et aussi a|(ca) (évident) donc a divise la combinaison linéaire

PROPRIETE 6.11 (COROLLAIRE) Soient a, b et ¢ trois entiers strictement positifs.
Si ale, blc et PGCD(a,b) =1 alors ablc.
\

DEMONSTRATION Ce théoréme est une conséquence du théoreme de Gauss.
Puisque alc 3k € N* ¢ = ka, de méme puisque b|c Ik’ € N*, ¢ = k'b.

Comme ka = k'b, a|(k'b) mais puisque PGCD(a,b) = 1, d’apres le théoréme, alk’.
Puisque alk’ k" € N*, k' = k" a et donc ¢ = k'b = k" ab, soit ab|c.

Remarques :

+ La condition PGCD(a,b) =1 est nécessaire car 6|12 et 4|12 mais 6 x 4 = 24 ne divise pas 12

(car PGCD(6,4) =2 # 1).
+ La réciproque est fausse (comme souvent) 6 x 9|54 et, bien sir, 6|54 et 9|54 mais
PGCD(6,9) =3 # 1.
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EXEMPLE 65 — Résoudre I’équation diophantienne! ax + by = k x PGCD(a,b) avec k € Z*.

2 Reésolvons I'équation 45x 4+ 16y = 1.

La méthode des congruences a été expliquée plus haut : il s’agit, dans un 1°* temps, de déterminer
I'inverse de 45 modulo 16 car 45z + 16y = 1 <= 45z = 1[16].

Pour trouver toutes les solutions, on doit examiner les 16 valeurs de 45z modulo 16 :

x 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 (11 |12 |13 |14 |15
45z[16] | 0 13 (10 | 7 4 1 14 |11 | 8 5 2 15 (12 |9 6 3

On constate que pour z = 5[16], on a 45z = 1[16] d’ou la solution générale x = 16k + 5 avec k € Z.

Pour y, il suffit d’utiliser 45z + 16y = 1 <=y = 1_1%5“"‘ qui donne un entier, selon le théoréme de
Bézout car PGC'D(45,16) = 1. En remplacant  par 16k + 5, on obtient

_ 1-45(16k+5) _ 1-45(16k+5)
= = 5 = —45k — 14.

On a donléj (x,y) = (16]2 +5,—45k — 14) avec k € Z.

Une solution différente est obtenue pour chaque valeur de k :
+ Pour k = 0 on obtient (z,y) = (5, —14) et on vérifie 45 x 54+ 16 x (—14) =1
+ Pour k = —1 on obtient (z,y) = (—11,31) et on vérifie 45 x (—11) + 16 x 31 =1
+ etc.

Remarque : c’est trés long d’obtenir ce tableau de congruence, et encore ici il n’y avait que 16 valeurs
possibles pour z modulo 16. Cette méthode se préte bien a une utilisation algorithmique (programme,
tableur), mais pour un travail manuel on lui préférera la méthode classique qui exploite la suite des
divisions euclidiennes obtenues lors de la détermination du PGCD avec ’algorithme d’Euclide :
+45=2x16+13
+ 16=1x13+3
+ 13=4x3+1
1 est le dernier reste non nul, ce qui prouve que PGCD(45,16) = 1.
En partant du bas, on remplace progressivenent les restes, en remontant les égalités :
+1=13-4x3
+3=16—-1x13donc1=13—-4x (16 —-1x13)=13x5—4x 16
+13=45-2x16donc 1 =(45—-2x16) x5 -4 x 16 =45 x 5+ 16 x (—14)
On obtient ainsi la solution particuliére (z,y) = (5, —14) puisque 1 =45 x 5 + 16 x (—14).
De 1a on trouve les solutions générales en écrivant :
452 + 16y = 1 <= 452 + 16y = 45 x 5+ 16 x (—14) <= 45(x — 5) = 16(—y — 14)
Comme PGCD(45,16) = 1, d’aprés le théoréme de Gauss on a 16|(x — 5) et 45|(—y — 14).
Il existe donc deux entiers k et &' tels que x — 5 = 16k et —y — 14 = 45K,
L’équation transformée (45(z — 5) = 16(—y — 14)) s’écrit 45 x 16k = 16 x 45k’ <=k = K/.
Conclusion : x =5 + 16k et y = —14 — 45k.

2 Résolvons l'équation (E) : 45x 4+ 16y = 12.

On a résolu I'équation 45z + 16y = 1 qui a pour solution particuliére (z,y) = (5, —14).
En multipliant par 12 I’égalité 45 x 5 + 16 x (—14) = 1 on obtient

45 % 5 x 12416 x (—14) x 12 = 1 x 12 <=> 45 x 60 + 16 x (—168) = 12

Donc (z,y) = (60, —168) est une solution particuliere de (E).

De 14, on trouve les solutions générales de (E) en écrivant :

453 + 16y = 12 <= 45z + 16y = 45 x 60 + 16 x (—168) <= 45(z — 60) = 16(—y — 168)
Comme PGCD(45,16) = 1, d’aprés le théoréme de Gauss on a 16|(x — 5) et 45|(—y — 14).
Il existe donc deux entiers k et & tels que z — 60 = 16k et —y — 168 = 45k’.

L’équation transformée s’écrit 45 x 16k = 16 x 45k’ <= k = K'.

Conclusion : z = 60 + 16k et y = —168 — 45k.

DIOPHANTI
LEX ANDRINT

Les équations diophantiennes sont des équations ou les inconnues et les coeflicients sont
entiers. Elles sont nommées d’aprés Diophante d’Alexandrie qui publia Les Arithmétiques
vers le 11° siécle, une collection de problémes polynomiaux avec des entiers, un livre dont la
traduction par Bachet (1621) en latin inspira grandement Pierre de Fermat.
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DEFINITION 6.7 (PREMIER) Un nombre entier n € N est premier si et seulement si il n’admet
que deux diviseurs distincts dans N : 1 et lui-méme.

Remarques :

+ 1 n’est pas premier car il n’a qu'un seul diviseur dans N (lui-méme qui vaut 1). Une raison
plus convaincante, pour anticiper sur 'unicité de la décomposition en facteurs premiers : 1
n’est pas premier car sinon on aurait une infinité de décompositions car 1 =12 =13 = .. ..

+ 0 n’est pas premier car il a une infinité de diviseurs. 2 est donc le premier nombre premier ;
c’est en méme temps le seul qui soit pair (évidemment, car les autres nombres pairs 'admet
comme diviseur). La suite des nombres premiers commence par 2,3,5,7,11,13,...

+ Les nombres qui ne sont pas premiers sont dits composés. Ils admettent plus de deux
diviseurs. Les nombres 0 et 1 (et —1 dans Z) font exceptions pour des raisons différentes (1 n’a
qu'un seul diviseur et 0 en a une infinité). 4 est le premier nombre composé car il admet trois
diviseurs distincts dans N (1, 2 et 4).

PROPRIETE 6.12 Un nombre composé n > 2 admet au moins un diviseur premier : le plus petit
de ses diviseurs supérieur strictement a 1 qui est un nombre p tel que p? > n.

DEMONSTRATION Comme n est composé il admet au moins un plus petit diviseur p > 1 qui est
premier car, sinon, ce diviseur p serait lui-méme divisible par un diviseur p’ tel que 1 < p’ < p qui
diviserait aussi p ce qui ne se peut pas.

Comme p divise n, il existe un entier g tel que n = pq. Comme n est composé, on doit avoir ¢ > 1 et
comme p est le plus petit diviseur de n, on a nécessairement p < ¢. L’encadrement 1 < p < ¢
multiplié par p > 0 s’écrit p < p? < pg <= p < p*> < n.

Remarques :

+ Cette propriété a pour corollaire la propriété suivante : Si un nombre n > 2 n’admet aucun
diviseur p tel que p? < n alors il est premier. Ceci justifie qu'un algorithme testant la primalité
d'un nombre n ne teste que les nombres p < /n (en appliquant la racine carrée & p?> < n), en
les prenant de 2 en 2 & partir de 2 (car seul 2 est un premier pair).

Pour tester si 101 est premier, on examine les restes des divisions euclidienne successives de
101 par 23,5 et 7 seulement : 101 = 1[2], 101 = 2[3], 101 = 1[5], 101 = 3[7]. Inutile d’aller plus
loin car le prochain carré de nombre premier est 112 = 121 > 101, tous les multiples de 11
susceptibles de décomposer 101 ont déja été testés. Conclusion : 101 est un nombre premier.

+ Le crible d’Erathosténe 2 permet d’obtenir la liste des nombres premiers inférieurs & un entier
N : on élimine successivement, les multiples de 2 en commencant par 22 = 4, les multiples de 3
en commencant par 32 = 9, les multiples de 5 en commencant par 5% = 25, etc. jusqu’aux
multiples de n = v/N en commencant par n2.

Dans les remarques de la propriété 6.15, la fonction premiers() implémente cet algorithme et
renvoie la liste des nombres premiers inférieurs & un entier n.

PROPRIETE 6.13 L’ensemble P des nombres premiers est infini.
Autrement dit, il n’existe pas de plus grand nombre premier.

2. Eratosthéne (111® siécle avant J.-C. était conservateur de la grande bibliothéque d’Alexandrie. Il est connu pour son
estimation du rayon de la Terre.
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DEMONSTRATION Euclide a prouvé cela par l'absurde, en supposant qu’il existe p, le plus grand des
nombres premiers. Il construit ensuite le nombre N =2 x 3 x5 x --- x p+ 1. Le reste de la division
euclidienne de N par chacun des nombres premiers devra étre égal & 1 car la définition de N équivaut
& autant de divisions euclidiennes. IV est donc premier car il n’est divisible par aucun des nombres
premiers existants. Or ce nombre premier est plus grand que p qui, par hypotheése, est le plus grand.
Cela étant contradictoire, il n’existe pas de plus grand nombre premier.

PROPRIETE 6.14 (DIVISIBILITES) Soient p un nombre premier et n un entier. )
+ Si p ne divise pas n alors PGCD(p,n) =1
+ Y(ai,az,...,a;) € ZF p|(a; x az x -+ x a3) <= Fi € {1,2,...,k}, p|a;.
\ v(p17p27 e 7pk) € sz’prl X p2 X -+ X pk) = dJdie {1727 s ak}ap = Di-
+ Soient (p1,pa,...,pr) € P¥, k nombres premiers distincts et (ay,as,...,ay) € N,
. SiVie{l,2,...,k},pi|In alors (pi* X p§? X --- x pi¥)|n. )

DEMONSTRATION " p étant premier n’a que deux diviseurs et si p ne divise pas n, le seul diviseur
commun & p et n est 1 donc ils sont premiers entre eux.

w Montrons d’abord V(ai,az) € Z2, p|(ajaz) = p|ay ou p|as.
Deux cas se présentent :

+ pla;. L’'implication est alors évidente.

+ p ne divise pas a; mais, dans ce cas, d’aprés le théoréme de Gauss, p|as.
On généralise cette propriété & k facteurs par récurrence en posant A = ay X ag X - -+ X ag.
Par hypothése p|]A = pla; ou plag ou ...play et si p|(A X agy1) alors, par application de la
propriété précédente, p|A ou plags1 donc pla; ou plag ou ...plax ou plagi.

m Montrons d’abord V(p1,p2) € P2, p|(p1p2) <= p = p1 ou p = pa.

D’aprés la propriété précédente V(p1,p2) € P2, p|(p1p2) <= p|p1 ou p|p2.

Mais comme p; et py sont premiers et que p # 1 (puisque p premier), cela implique p = p; ou p = pa.
Par récurrence sur k on étend cette propriété a un produit de k facteurs premiers.

w Montrons d’abord V(py1,pa) € P2, si p1 # pa, pi*|n et p3%|n alors (pi* x p3?)|n.

Si les nombres premiers p; et pe sont différents, les diviseurs de p* sont 1,p1,p?,...,p" et ceux de
p3? sont 1,p2,p3, ..., p3%. Ces ensembles n’ont que 1 en commun car, d’aprés le 3¢ point, si d|p{*
alors d|py et, de méme, si d|p5? alors d|ps, mais le seul diviseur commun & p; et py est 1.

Par conséquent, d’aprés la propriété 6.11, comme pi*|n, p52|n et pi* et p3? sont premiers entre eux,
on en déduit que (pi* x py?)|n.

Par récurrence sur k on étend cette propriété a un produit de k puissances de facteurs premiers.

Remarques :

+ Le 1°" point de cette propriété est faux en général si p n’est pas premier : 4 ne divise pas 6
mais PGCD(4,6) =2 # 1.

+ Les 2° et 3° points de cette propriété conduisent & des cas particuliers intéressants :
Va € Z,p|(a") <= pla.
Yq € P, p|(¢*) <= p = ¢ (j’ai utilisé ce cas particulier pour démontrer le dernier point).

+ La méme remarque que pour la propriété 6.11 s’impose concernant le point 4 de cette
propriété : La condition PGC'D(p;", p;-” ) = 1 est nécessaire d’ou la nécessité d’avoir des
nombres premiers distincts. Contre-exemple : 23|24 et 22|24 mais 23 x 22 = 2° ne divise pas 24.

PROPRIETE 6.15 (DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS) Un entier naturel supérieur a 1
se décompose de fagon unique (& 'ordre des facteurs prés) en produit de facteurs premiers.
Autrement dit, Vn > 2,3k > 1, (p1,p2,...,Dk) € P*, k nombres premiers distincts et ordonnés
(p1 <p2 < -+ <pg) et (a1,az,...,a;) € N** tels que n = p{* x p§? x -+ x py*.
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DEMONSTRATION 2 Existence :

On a vu, propriété 6.12, que si n > 1 n’est pas premier alors il admet un diviseur premier p; tel que
n = p1qp ol g1 est un entier inférieur strictement a n.

Par conséquent soit n est premier, dans ce cas la décomposition est trouvée, soit il ne ’est pas et
s’écrit n = p1q1 avec py premier et ¢ < n.

On recommence alors avec g1 qui est premier ou pas : s’il ne ’est pas, on 1’écrit g1 = page avec po
premier (éventuellement confondu avec p1) et g2 < q.

On construit ainsi une suite d’entiers (g,) strictement décroissante, donc finie.

Le dernier quotient trouvé est premier, ce qui met fin au processus de décomposition.

2 Unicité :

Démontrons cela par récurrence sur la valeur de n en supposant que la décomposition de tous les
entiers m tels que 1 < m < n soit unique.

Cette propriété est vraie pour n = 3 puisque pour m = 2 la décomposition est évidemment unique.
Supposons qu’il existe deux décompositions différentes de n > 3 :

n=pit X py? X - x p* :qll’1 quQ NEEE ><qlbl.

Dans ce cas, un des facteurs premiers, disons p; divise n.

Donc pl|(ql1’1 X qu X eee X qlbl) et, d’aprés le 3° point de la propriété 6.14, il existe un indice

i€ {1,2,...,1},p1 = ¢;- On peut alors diviser I’égalité

n=p{t Xps? X - X piF = qll’1 X qSQ X e X q?’ par p et ainsi J* est un nombre inférieur strictement
a n pour lequel, d’aprés I’hypothése de récurrence, la décomposition est unique. Or p% = g ce qui
7

prouve que les deux décompositions ne peuvent étre différentes. La décomposition de n est par
conséquent unique ce qui achéve la démonstration.

Remarques :

+ Le raisonnement utilisé pour montrer 'existence de la décomposition est constructive : elle
constitue un algorithme utilisable dans la pratique. Cet algorithme nécessite la connaissance
du début de la liste des nombres premiers : on commence par diviser n par 2, autant de fois
qu’il est possible (tant que le reste est nul), puis on divise de la méme fagon le quotient
résiduel par 3, puis par 5, etc. jusqu’a obtenir un nombre premier. Par exemple
60=2x30=2x(2x15)=2x (2x(3x5))=2%x3x5. Ci-dessous en haut & droite, la
décomposition & la main de deux entiers, selon la disposition habituelle (en colonne).

+ L’exposant de chaque nombre premier entrant dans la décomposition d’un entier est appelé
« multiplicité » de ce facteur premier. Ainsi dans la décomposition de 60 en 22 x 3 x 5, la
multiplicité du facteur 2 est 2 et celle des facteurs 3 et 5 est 1. Le programme qui suit donne
la décomposition d’un entier naturel supérieur & 1 en ordonnant les facteurs premiers dans
I’ordre croissant et en notant les multiplicités avec le symbole ~. La fonction premiers()
détermine la liste des nombres premiers & l'aide du crible d’Eratosthéne.

premiers():
L, k,nRacine=list (range (2, n+l) )}, 2, n**0.5 60 |2 12402
k<nRacine : 302 620 |2
L=[p P L p<=k pEkI=0] 15 (3 310 |2
k=L[L.index (k) +1] #nouveau nombre premier 5 5 155 5
L 1 3131
1
n=int (input ("Saisissez un nombre @ "}) 602225( 3x5
Liste facteurs,decompo,i,s=premiers(),list(),0,=tx (n)+"="
,-*,-':xp';;gatic: des nombress premiers non-facteurs de n 1240223)( 5x31
Liste_ facteurs=[p jal Lizte facteurs n¥p==0]
- he de la multiplicité de chague facteur premier
expo=0 Saisissez un nombre : 1240
n¥liste facteurs[i]==0 : 1240=2"3=x5~1=31"1
expo+=1
n_,n",-"=]'_ist,e_fac:t,e;u’5 [i]
decompo.append ( [Liste_facteurs([i],expo]) Saisissez un nombre : 60
i+=1 60=2"2=x3*1=x5"1
rang, facteur enumerate (decompo)
s+=s=tr (decompo[rang] [0] ) +"""+=tr (decompo [rang] [1])
rang<len (decompo)-1 : =s+="ud0iDT7T’'

print(s)
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,
PROPRIETE 6.16 (DIVISEURS) Soit n > 1 un entier dont la décomposition en produit de facteurs

premiers est n = p{’ X pg? X - -+ X ppF.
vdn<=d=p" xph2 x - xpl ouVie{1,2,...,k},b € Net b < a;.
+ Le nombre de diviseurs de n est (a3 + 1)(ag +1)...(ax + 1).

DEMONSTRATION " Sens réciproque de I’équivalence :

On suppose que d = p?l X pSQ X - X pi" avec 0 < b; < a;.

La décomposition de n peut donc s’écrire n = (pl{1 X pcl”_bl) X (pg2 X pg2_b2) X eee X (pzk X pzkfb’“).
En réarrangeant ce produit n = (p§* x p x -+ x ka) X (pIrTht i pg2Th L pzk_b’“).

ap—by

—bl a2—b2 oo X pk

X Doy , on obtient donc n = d x ¢ ce qui prouve bien que d|n.

En notant g = p{*

w» Sens direct de 1’équivalence :

Soit d > 1 un diviseur de n. Tout diviseur premier p de d est un diviseur premier de n.

En effet, si p|d, comme d|n, on en déduit que p|n.

D’aprés le 3¢ point de la propriété 6.14, si un nombre premier p divise un produit de facteurs
premiers, alors c’est un de ces facteurs premiers. Donc, puisque p|d on en déduit que p = p; avec
i€ [1;k].

Conséquence : la décomposition de d en facteurs premiers s’écrit d = plil
coefficients b; sont des entiers, éventuellement nuls.

Il reste & prouver que Vi € [1;n], b; < a;.

Comme d|n, oman:dxq:(pl{1 ><pl2’2 X e szk) X q.

Examinons le cas d’une valeur particuliére de i € [1;k] :

= |8 < PR x e pi X i x ) ] x i
En posant Q = pi’l X pgz X e X p?i__ll X pfff S X pZ’“) X q,onan=Q x pfz Donc pi” divise n.
Mais comme p;* divise aussi n, on peut écrire n = Q' X pi* ou Q' ne contient que des puissances de
facteurs premiers différents de p;.

On a donc p?i divise Q" x p}* avec pfi premier avec Q'. D’apreés le théoréme de Gauss, on en déduit

xplfx---xpzk ot les

que pfi divise p}* et par conséquent pfi < pit = b; < a;.
Ceci étant valable pour tout i € [1;k], on a bien Vi € {1,2,...,k},b; € Net b; < a;.

™ Somme des diviseurs :

On vient de voir que si n = pi* x p§? x --- x pi¥, les diviseurs de n s’écrivent plil X pgz X e X pZ’“
avec Vi € [1;k],0 < b; < a;. Or, pour une valeur particuliére de i € [1; k], il existe a; + 1 valeurs
différentes de 'exposant b; : 0,1,2,..., a;.

Par conséquent, ’ajout du facteur premier p; multiplie par a; + 1 le nombre de diviseurs de n ne
contenant pas ce facteur premier.

Ceci étant vrai pour tout i € [1; k], le nombre total de diviseurs est le produit des nombres a; + 1
pour tout i € [1; k].

EXEMPLE 66 — Quels sont les diviseurs de 6048 = 2° x 32 x 7! et combien sont-ils ?
La propriété précédente indique que 6048 posséde (5+1)(3+1)(14+ 1) =6 x 4 x 2 = 48 diviseurs.
Faisons-en la liste a ’aide de 2 tableaux, selon qu’ils contiennent ou non le facteur 7 :

70 x 20 x 21 x 22 x 23 x 27 x 27

x30 12930 =1 2130 =2 2739 =4 2339 =8 2739 =16 2°3Y =32

x31 12931 =3 23T =6 2731 =12 2531 =24 2731 =48 2°3 =96

x3% [ 2932 =9 2132 =18 2737 =36 2337 =172 27137 =144 2°37 = 288
x3% | 2933 =27 2135 =54 2733 =108 2333 =216 2733 =432 2°3% = 864

7t x 20 x 21 x 22 x 23 x 27 x 27

x30 | 2937t =7 21397t =14 273971 =28 233971 =56 213071 =112 2°3971 =224
x3t 1 29317t =21 213T71 = 42 223171 =84 233171 =168 213171 =336 2°3Ts71 = 672
x3% | 293?27t =63 213771 =126 | 273771 =252 | 2377 =504 273771 = 1008 2°3771 = 2016
x3% | 293371 =189 | 213371 =378 | 223371 =756 | 2°337! = 1512 273371 = 3024 2°3371 = 6048




154 CHAPITRE 6. ARITHMETIQUE

7
al

PROPRIETE 6.17 (PGCD, PPCM ET DECOMPOSITIONS) Soient n = pi* x p3% X --- X pi¥ et
m = plfl X pg2 X - X pZ’“, deux entiers dont les décompositions en produit de facteurs premiers
contiennent des exposants a; ou b; pouvant éventuellement étre nuls.
. PGCD(’I’L m) _ prlnin(al,bl) % p;nin(az,bg) S ooo 5% pznin(ak,bk)
)
. PPCM(’I’L, m) _ pl{nax(al,bl) o p;nax(ag,bg) % oeo S pglax(ak,bk)
+ PGCD(n,m) x PPCM(n,m) =nxm

DEMONSTRATION " D’aprés le 1¢F point de la propriété précédente,

comme Vi € [1; k], min(a;, b;) < a; et min(a;, b;) < b;, on en déduit que le nombre
min(a1,b1) min(az,b2) min(ag,by)
1 X p2 X oo X pk‘

Par conséquent ce nombre divise PGC'D(n;m).

Inversement, puisque PGCD(n;m) divise n et m, la méme propriété permet d’écrire

PGCD(n;m) =pf* x p2 x --- x p* ou Vi € [1;k],0 < ¢; < a; et 0 < ¢; < by, Clest-a-dire

¢i < min(a;, b;), on en déduit que PGC'D(n;m) divise prlmn(al’bl) X p;nin(a2’b2) X e X pznin(ak’bk).

Comme a|b et bjJa = a = b (antisymeétrie de la relation | dans N), on peut en conclure

PGCD(n;m) = prlnin(al»bl) % pglin(ambz) e x pznin(ak’bk).

est un diviseur de n et de m.

w Comme Vi € [1; k], max(a;, b;) > a;, on a max(a;, b;) —a; > 0. On en déduit :
)7

max(a1,b1) max(ay,by) [ max(a1,b1)—a1 max(ak,bg)—ak a ay, .
1 X - X pp = |p, X e X py X [plt x -+ X pp*] soit, en
max(ai,by)—a1 max(ak,bx)—a max(a1,b1) max(ag,by)

posant ¢ = p; X o X Py ¥, onap, X oo X Py =qXxn.
Ce nombre est donc un multiple de n.

Pareillement, on montre que c¢’est aussi un multiple de m.

Ce nombre est donc un multiple commun de n et de m.

Inversement, un multiple commun de n et m peut s’écrire p* x -+ x p*¥ on

Vi € [1;k], ¢i = a; et ¢; = by, cest-a-dire ¢; = max(a;,b;).

On en déduit qu'un multiple commun de n et m est multiple de prlnax(al’bl) X e X pglax(a’“’b’“).
Ce nombre est donc le plus petit multiple commun de n et m.

w Si max(a;, b;) = a; alors min(a;, b;) = b; et si max(a;, b;) = b; alors min(a;, b;) = a;, mais le
produit max(a;, b;) x min(a;, b;) est dans tous les cas égal a a; x b;. Cela permet de justifier le
dernier point de cette propriété, nous laissons le lecteur finir cette démonstration.

EXEMPLE 67 — Prenons n = 2% x 3% x 5! x 72 = 952560 et m = 2! x 3% x 53 x 11! = 74 250.
De ces décompositions, on tire immeédiatement :
+ PGCD(n;m) = 2! x 3% x 51 = 270
+ PPCM(n;m) = 2% x 3% x 53 x 72 x 11! = 261954 000
Vérification :
PGCD(n;m) x PPCM (n;m) = 270 x 261954000 = 70 727 580 000
n x m = 952560 x 74250 = 70 727 580 000

Applications :
1,1 OB x 11+ 2832 x 7 275+3528 3803
952560 ~ 74250 70727580000 70727580000 70727580000

74250 20 9750

T 952560
952560  $2560 ~ 3528

pgcdia,b): # forme récursive

Teste—nib Programmation récursive du PGCD

reste==0 : b Utilisation de la propriété pour en déduire le PPCM
: pgcd (b, reste)

A=int (input ('BGCD de A : ') BGCD de A : §52560
st(let de B : 1)) st de B : 74250

FGCD=pgcd (A, B) PGECD (952560, T4250) =270

{3)={}'.format (&, B, PGCD) ) PECM (952560, 74250)=70727579730

print {"PGCD({} })
{})={}"'.format (&, B, A*B-PGCD) )

sl
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6.a. Coefficients binomiaux

Quelques rappels utiles du cours sur le dénombrement (chapitre 1)

r N
DEFINITION 6.8 (COMBINAISONS) On appelle « combinaison » de p éléments d’un ensemble &
n > p éléments toute partie de F a p éléments. On note (Z) (se lit p parmi n ), ou parfois CP, le
nombre de combinaisons de p éléments d’un ensemble & n éléments.

J
( STE 5 : . \
PROPRIETE 6.18 (DENOMBREMENT) Soient n et p < n deux entiers.
(n)_n(n—l)...(n—p+1)_ n!
p p! pl(n —p)!
S

DEMONSTRATION Cette propriété est démontrée dans le chapitre 1 (dénombrement)

Remarques :

+ En particulier, on a (7) =n, (1) =1 et (8) =1.

+ Trois autres propriétés de ces nombres, appelés « coeflicients binomiaux » :
i L (M) n
— Symeétrie : (p) = (n_p) pour 0 < k<n

— Récurrence : (g) = %(z:i) pour p# 0 et n#0

— Formule de Pascal : (Z) = (Zj) + (n Dpourn>2etl1<k<n—1
+ Dans une combinaison, 'ordre des éléments n’intervient pas et il ne peut y avoir de répétitions.

Ainsi, lors d’un tirage d’une main de p = 5 cartes d’un jeu de n = 32 cartes, le nombre de

mains possibles est (352) = 32x31x30x29x38 — 201 376.
De méme, dans le développement du binéme (a + b)32, le coefficient du terme a®b?7 est
(352) = 201376 (il faut choisir le nombre a dans 5 facteurs parmi les 32 du développement).

-
PROPRIETE 6.19 (BINOME DE NEWTON) Soient a et b deux réels, pour tout entier n on a :

(@40 = (a4 (a4 (et ()t = T (ke

DEMONSTRATION La derniére remarque en donne un élément de justification mais cette propriété
est démontrée plus rigoureusement dans le chapitre 1 (dénombrement).

,
PROPRIETE 6.20 (DIVISIBILITE PAR n PREMIER) Soient a et b deux entiers.
Si n est un nombre premier alors (a +b)" = a™ + b"[n]

\

DEMONSTRATION ™ Lemme : si n et k sont premiers entre eux alors (}) = 0[n].

Ecrivons la propriété de récurrence citée plus haut k(}) = n (7~ 1) pour k # 0 et n # 0.

On en déduit que n|k(2) et, comme n et k sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de Gauss,
n|(}), ce qui revient & dire que (}) = 0[n].

w En écrivant explicitement ses termes extrémes, le développement du binéme s’écrit :
(a+b)" =b"+ 01 (Hako* +an.

Comme n est premier, il est premier avec tous les entiers 1 < k <
précédent, on a Vk € [1,n — 1], (}) = 0[n] d’ott 3727 (¢)akonF =
Finalement, il reste (a + b)" = a™ + b"[n]

n — 1 et donc, d’apreés le lemme
0[n].
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6.b. Théoreme de Fermat

( PROPRIETE 6.21 (FERMAT1) Si n est un nombre premier, quelque soit I’entier a on a a” = a[n] )

DEMONSTRATION " Dans le casn =2 :
On a a® —a = a(a — 1). Ce produit est nécessairement pair puisque I'un des deux entiers consécutifs

n et n — 1 est forcément pair, donc a? — a est pair, autrement dit a? — a = 0[2] ou encore a? = a[2].

m Dans le cas ol n # 2 est premier, n est impair :
Supposons a entier positif et montrons a” = a[n] par récurrence sur a.
+ Initialisation : 0" = 0[n]
+ Hérédité : la propriété est supposée vraie au rang a (a” = a[n])
D’aprés la propriété précédente (a + 1)" = a™ + 1" = a" + 1[n] et comme a” = a[n]
(hypothése de récurrence), on en déduit (a + 1)" = a + 1[n].
Ce qui prouve que la propriété est encore vraie au rang a + 1.
Conclusion : la propriété est vraie pour a entier positif.

n

Supposons maintenant a entier strictement négatif.

Comme —a est positif, on a (—a)” = —a[n] mais comme n est impair (—a)” = —(a") = —a™ d’ou
—a" = —aln| < a" = aln].

La propriété est donc vraie pour tout a € Z et tout nombre premier n.

-
PROPRIETE 6.22 (FERMAT2) Soit n est un nombre premier et a un entier.

Si n ne divise pas a alors a™~1 = 1[n].

\

DEMONSTRATION D’apres la propriété précédente, si n est premier :
a" — a = 0[n] <= n|(a" — a) <= nla(a™ ! - 1).

Comme n ne divise pas a, d’aprés le théoréme de Gauss :

nl(a™ ! —1) <= a""! —1=0[n] < a" ! =1[n].

Remarques :

+ Les deux propriétés énoncées (Fermatl et Fermat2) sont indifferemment appelées petit
théoréme de Fermat et doivent étre distinguées du grand théoréme de Fermat qui énonce que
I’équation a™ + 0™ = " ou a, b, c et n sont des entiers strictement positifs, n’a pas de solution
pour n > 3. Cette propriété ayant été démontrée par Andrew Wiles en 1994, elle a été
rebaptisée théoréme de Fermat-Wiles.

+ Dans 'exemple 64, j’ai tracé le tableau des puissances de a modulo 5.

On remarque dans ce tableau que pour tout a non divisible par 5, on a a* = 1[5].
Evidemment, lorsque 5|a, cette propriété est fausse puisque a = 0[5] = a* = 0[5].

+ On montre facilement que, dans les mémes conditions, si NV est un multiple de n — 1 alors
a” = 1[n]. De méme, dans ces conditions, les nombres a (premiers avec n) possédent un
inverse modulo n qui est une puissance de a. Par exemple modulo 5, I'inverse de 2 est 3 et
réciproquement (2 x 3 = 1[5]), 4 et 1 sont leur propre inverse (4 x 4 = 1[5] et 1 x 1 = 1[5]).



Graphes

Plan du chapitre :

7.1 Calcul matriciel

7.2 Typologie des graphes

7.3 Puissance d'une matrice d’adjacence, Chaine de Markov
7.4 Suite de matrices

Apercu historique : La notion de graphe est récente puisqu’elle commence seulement au XvII®
siécle avec le fameux probléme des sept ponts de la ville de Konigsberg que résolut Leonhard Euler en
1735 : on cherchait & déterminer s’il existe un chemin permettant de revenir & son point de départ en
empruntant une fois et une seule chacun des ponts de la ville. Euler montra qu’un tel chemin
n’existait pas et il le prouva en exhibant le graphe correspondant au probléme et en justifiant
I'impossibilité par le fait que ses quatre sommets sont incidents & un nombre impair d’arétes.

\ 4

La théorie des graphes est une discipline mathématique qui a été élaborée progressivement et qui a
aujourd’hui de nombreuses applications dans tous les domaines liés a la notion de réseau (réseau
social, réseau informatique, télécommunications, etc.) et dans bien d’autres domaines (génétique,
algorithmique).

De nombreuses informations d’un graphe peuvent étre représentées par une matrice.

Le calcul matriciel proprement dit n’est apparu qu’au début du XIx¢ siécle, mais les matrices, en tant
que tableaux de nombres, ont une longue histoire d’applications & la résolution d’équations linéaires.
En Chine, au 11° siécle avant J.-C., le livre Les Neuf Chapitres sur I’Art Mathématique utilise des
déterminants pour résoudre des systémes d’équations. En Europe, le livre Ars Magna de Jérome
Cardan publié en 1545 reprend cette méthode. Les transformations géométriques sont ensuite
étudiées a I’aide de matrices en 1659 dans le livre du hollandais Johan de Witt Elementa curvarum
linearum. Au xvire siecle, Gottfried Wilhem Leibniz (1646 - 1716) puis Gabriel Cramer (1704 - 1752)
font avancer le sujet en développant la théorie des déterminants. James Joseph Sylvester, en 1850,
forge le terme matriz, traduit par matrice, sur la racine mater (la meére qui donne naissance aux
déterminants). En 1854, Arthur Cayley définit les régles du calcul matriciel et donne & ce sujet une
dimension plus abstraite qui en généralise 'utilisation.

En 1913 apparait la notation moderne des parenthéses (ou des crochets) pour représenter les
matrices, ainsi que de la notation systématique A = (a;5) (ou [a;;]) ol a;; désigne le terme de la 7°
ligne et de la j° colonne.
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1.a. Matrices

DEFINITION 7.1 (MATRICE) Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
La matrice (aij)1<i<n,1<j<p €st le tableau de nombres a;; ot ¢ désigne le numéro de la ligne et j
le numéro de la colonne, le nombre a;; étant a I'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Remarques :
+ Les coefficients de la matrice (ai;)1<i<n,1<j<p sont les nombres a;;.
La dimension (on dit aussi taille, format) de la matrice est le nombre n X p de ses coefficients.
L’ensemble des matrices a coefficients réels de dimension n x p est noté .4, ,(R).
Bien str, il existe aussi des matrices & coefficients complexes ou entiers.
Les matrices nulles — notées O — ont tous leurs coefficients égaux a zéro.
+ Ecrire explicitement les coefficients d’une matrice de dimension 2 x 3 revient a écrire
ain ar a13>
a1 az as)’
On peut aussi avoir & écrire explicitement une matrice de dimension n X p :

A = (aij)1<i<21<5<3 = <

b11 aily ... blj e blp
S bgj R bgp
B— (bii)so R T
( z])lgzgn,lgjgp bii b ... bij . b,‘p
bpi bu2 ... bnj ... by
+ On distingue les « matrices lignes » telles que A = (1 2 3) lorsque n =1,
1
les « matrices colonnes » telles que B = | 2 | lorsque p =1,
3
1 2 3
les « matrices carrées » tellesque C'= | 4 5 6 | lorsque n = p.
789
L’ensemble des matrices carrées a coefficients réels de dimension n x n est noté ., (R).
e N
DEFINITION 7.2 (EGALITE) Deux matrices de méme dimension n x p sont égales si et seulement
si tous les coefficients de méme rang sont égaux. Autrement dit :

L (aij)1<isni<i<p = (bijhi<isni<i<p <= Vi € [1,n], V) € [1,p], aij = bi;. )
4 D
DEFINITION 7.3 (SOMME) La somme de deux matrices de méme dimension est une matrice de
méme dimension dont les coeflicients sont obtenus en sommant les coefficients de méme rang des

deux matrices : (a;;) + (bij) = (aij + bij)
\ J
e “

PROPRIETE 7.1 (ADDITION) (4 ,»(R),+) est un groupe commutatif.
+ Commutativité : V(A, B) € 4 ,(R),A+ B=B+ A
+ Associativité : ¥(4, B,C) € 43 (R),A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C
Elément neutre : VA € 4, ,(R),A+O0=0+A=A
Opposé : VA € M, p(R),3—A € M, p(R),A+ (—A) = O. Si A = (a;;) alors —A = (—a;;) )

+

+
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Remarques :
+ Attention :I’addition de deux matrices de dimensions différentes n’a pas de sens.
+ Soustraction dans .#, ,(R) : la différence de deux matrices A et B de méme dimension est la
matrice A — B obtenue en additionnant A et 'opposée de B: A— B = A+ (—B).
+ Ces propriétés découlent des propriétés de 'addition dans R et de la définition de l'addition
matricielle. Bien sfir, ces propriétés ne dépendent pas de I’ensemble numérique dans lequel sont
pris les coefficients : (), ,(Z),+) ou (M} »(C),+) sont également des groupes commutatifs.

1 2 3 9 8 7 -1 -2 -3
EXEMPLE 68 — Avec A=[4 5 6 |etB=[6 5 4], ona—-A=| -4 -5 —6 |,
7T 8 9 3 2 1 -7 -8 -9
1+9 2+8 3+7 10 10 10
A+B=1|446 5+5 6+4 | =10 10 10
7T+3 8+2 9+1 10 10 10
9—-1 8—-2 7-3 4
B-—A=|16—-4 5-5 4—-6 | = 2 0 -2
3—7 2—-8 1-9 -4 —6 -8
N
DEFINITION 7.4 (PRODUIT PAR UN REEL) Soit A = (a;;) une matrice de .4, ,(R) et A un réel.
La matrice AA est la matrice de .4, ,(R) définie par (Aa;j) )
e \

PROPRIETE 7.2 (ESPACE VECTORIEL) Le produit d’une matrice par un réel vérifie :

+ Distributivité sur les matrices : V(4, B) € .43 ,(R),VA € R, A\(A+ B) = AA+ \B

+ Distributivité sur les facteurs : VA € 4, ,(R),V(A\, 1) € R%, (A + p)A = M\ + pA

+ Associativité : VA € 4, ,(R),V(\, ) € R, (A\u)A = A\(uA)

+ Elément neutre : VA € 4, ,(R),1A = A
Comme de plus (4, ,(R),+) est un groupe commutatif, ’ensemble .7, ,(R) muni de I’addition
matricielle et du produit par un réel est un espace vectoriel.

Remarques :
+ Quelle que soit la matrice A, 0A =0 et (-1)A=—-A
+ Si X et u sont deux réels quelconques, une combinaison linéaire des deux matrices de méme
dimension A et B est une matrice AA + uB.
+ L’ensemble .#5(R) des matrices carrées a coefficients réels de dimension 2 X 2 est engendré par

. . . (1 0 (0 1 (0 0 (0 0
les matrices carrées suivantes I = <0 0), J = (0 O)’ K= <1 O) et L = (O 1) dans le

sens qu’une matrice quelconque de .#5(R) s’écrit comme une combinaison linéaire de ces

quatre matrices : Z = al +bJ + cK + dL. De méme, 'ensemble .45 1(R) des matrices
colonnes a coefficients réels de dimension 3 est engendré par trois matrices formant une base
1 0 0 a
de cet espace vectoriel : I=| 0 |,J=|1]et K=[0]et| b ]| =al+bJ]+cK.
0 0 1 c
4 D

DEFINITION 7.5 (TRANSPOSITION) La transposée d’une matrice A = (a;;) de dimension n X p
est la matrice B = (b;;) de taille p x n notée *A obtenue en échangeant les lignes et les colonnes
de A. Autrement dit B ="'A <= V(i,j) € [1,p] x [1,n],bij = aj;.

Si une matrice carrée est égale & sa transposée (A = 'A), on dit que la matrice est symétrique, si

elle est égale & 'opposé de sa transposée (A = —'A), on dit que la matrice est antisymétrique.
\ J
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1 2 3 1 2 3 0 -2 -1
EXEMPLE69PourA2<4 5 6>,B: 2 3 1]eteC=12 0 -3,
31 2 1 3 0
1 4 1 2 3 0o 2 1
omaA=(2 5|,'B=[2 3 1]et'C=-2 0 3
3 6 31 2 -1 -3 0

B est symétrique, C' antisymétrique (les coefficients de la diagonale principale doivent étre nuls).

Une matrice diagonale — matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls exceptés ceux de sa
=0sii#j

diagonale principale : (a;;) diagonale si a;; { R s i #] — est toujours symeétrique.
eElRsl1=)

1.b. Produit Matriciel

DEFINITION 7.6 (PRODUIT DE MATRICES) Soit A = (a4j)1<i<n,1<j<m une matrice de taille nxm
et soit B = (bij)lgz-gmlgjgp une matrice de taille m x p. Le produit de A par B est la matrice
C=AB = (Cij)lgign,léjép de taille n x p avec Vi € [[1, n]],Vj € [[1,])]], Cij = 221:1 aikbkj.

1 2
EXEMPLE 70 — Avec A = (i § 2) et B=| 3 4 |, on aune matrice AB de dimension
5 6

(2 x 3)(3 x 2) = (2 x 2) tandis que BA est une matrice de dimension (3 x 2)(Z x 3) = (3 x 3).
Généralement on dispose les matrices & multiplier & gauche (pour la 1) et au-dessus (pour la 2°) de
la matrice produit, de facon & déterminer ¢;;, le produit de la ligne ¢ par la colonne j.

1 2
3 4
5 6
AB:<1 2 3> <1><1+2><3—|—3><5 1><2+2><4+3><6> :(22 28)
4 5 6 A4x14+5Xx346x5 4x24+5x44+6x%x6 49 64
1 2 3
45 6
1 2 Ix14+2x4 1x24+2x5 1x34+2x6 9 12 15
BA=|3 4 3x14+4x4 3x2+44x5 3x3+4x6]| =19 26 33
5 6 5x1+6x4 5x2+6x5 5x3+6x6 29 40 51

Remarques :
+ Le produit des matrices n’est pas commutatif en général. On I’a vu dans 'exemple ci-dessus
ol les matrices AB et BA n’avaient méme pas les mémes dimensions. Pour des matrices
carrées, le produit n’est généralement pas commutatif non plus.
+ Si le produit de deux matrices est la matrice nulle O, cela ne signifie pas que I'une des

. . . (0 1 10
matrices est nulle. Il suffit pour s’en convaincre d’effectuer le produit ( 0 O) par ( 0 0> :
on trouve O et pourtant aucune de ces matrices n’est nulle.

+ La matrice identité de taille n — notée I, — est une matrice diagonale dont les coefficients non
=0sii#j

=1lsii=j

Les produits I,A et Al,, restituent intégralement une matrice A de dimension n X m et pour
une matrice carrée de dimension n X n, on a I,A = Al, = A.

nuls valent 1 : I,, = (a;;) avec a;;

PROPRIETE 7.3 Associativité :V(A, B, C) € My m(R) X M p(R) X My 4(R), A(BC) = (AB)C
Distributivité & droite :V(A, B, C) € My m(R) X My m(R) X M, p(R), (A+ B)C = AC + BC
Distributivité a gauche :V(A, B,C) € My m(R) X Moy p(R) X Moy p(R), A(B+C) = AB+ AC
Associativité mixte : V(A, B) € My m(R) X My p(R),VE € R, A(kB) = (kA)B = k(AB)
Elément neutre : VA € Mpm(R), InA = AlL, = Aet VA e M,(R),I,A= AL, = A
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DEMONSTRATION Ces propriétés découlent des régles du produit matriciel, du produit d’une
matrice par un réel, de 'addition matricielle ainsi que des régles de calcul dans R.

Remarques :
n fois

+ On peut définir le carré, le cube, etc. d'une matrice carrée A™ = A x A x --- X A, mais pas
d’une matrice de dimension n x m lorsque n # m. Quelle que soit la dimension d’une matrice
carrée, on a toujours A = A et par convention A = I. Avec la matrice identité, on a I™ = I.

+ Une matrice carrée A est nilpotente s’il existe un entier n > 1 tel que A™ = O, on dit alors que

n est 'indice de nilpotence. Par exemple la matrice I = ( 0) est nilpotente d’indice 2 car

00
1 3 =3
I? = O et la matrice M = [ 2/3 0 0 | est nilpotente d’indice 3 car M? = O.
1 1 -1

+ A cause de la non-commutativité du produit matriciel, les identités remarquables ne se
transposent pas directement aux matrices. En effet (A + B)(A — B) = A> — AB+ BA — B? et
(A—B)(A+ B) = A2 + AB — BA — B? mais aucune de ces expressions n’est égale, en général,
a A2 — B2. De méme pour les autres identités connues.

Programmation :

En Python, les matrices sont des listes de listes.

La bibliothéque numpy (abréviation de numerical python) contient toutes les fonctions utiles avec les
matrices. Pour effectuer un produit de matrices : importer la bibliothéque, déclarer les matrices et
utiliser le symbole @. Ci-dessous, je vérifie mes calculs précédents & ’aide de cette opération numpy.

f [[22 28] k
[49 B64]]

im = np [[ @ 12 15]
b=np.arrav([[1l,2,3],[4,5,61]) [19 26 33]
B=np.arrav([[1,2],[3,4],[5,6]11]) [29 40 5177
print (AEB) carré
print (BER) [[ © 0 0]
C=np.array([[3,9,-9],[2,0,01,[3,3,-311) [ 6 18 -18]
print ("carré :") [ & 18 -1811
print (CEC) cube :
print ("cube ™) [[0 0 O]
print (CECEC) [0 0 4]

, [0 0 011 }

Programmer en Python le produit de deux matrices est bien sir possible sans numpy : il suffit de
traduire la définition en algorithme. La fonction produit (4,B) ci-dessous effectue cela.
def produit (A,B):

na,pa=len (i) ,len(A[0])
nk,pb=len (B),len(B[0])

if pa'=nb:

print ("dimensions incompatibles™)
C=[pb*[0] for _ in range (na)]
for 1lig in range (na)

for col in range (pb)

for elt in range (nb)
Cl[lig] [col]l+=A[lig] [elt] *B[elt] [col]

return C

n=[[1,2,3],[4,5,6]]
B=[[1,2],[3,4]1,[5,¢€]1]

print (produit (&,B)) [[22, 281, [49, &4]1]

print (produit (B, ) ) [[s, 12, 151, [1%, 2&, 331, [29%, 40, 51]1]
print ("""}

c=rrs,¢,-91,102,0,01,1[3,3,-311 carré : [[0, O, O], [6, 18, -18], [&, 18, -181]
print("carre :",produlic(C,C)) cube : [[0O, O, O], [0, O, O], [0, O, O]

print ("cuke :",produit (produit(C,C),.C))
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1.c. Matrices Inversibles

DEFINITION 7.7 (MATRICE INVERSIBLE) Soit A une matrice carrée de taille n.
On dit que A est inversible g’il existe une matrice B telle que AB = BA = I,,.
Si A est inversible, la matrice inverse de A est unique, on la note A~!.

Remarques :
+ Toutes les matrices carrées ne sont pas inversibles.

. 11 . . . :
La matrice A = ( ) n’est pas inversible car il faudrait trouver (a, b, c,d) € R?* tels que

0 0
atc btdy (10 ce qui est impossible
0 o ) " \o 1)1 P '

a b 10
a(ta)=0Y)=
) . 0 0\ , . .
De méme, la matrice nulle O = n’est pas inversible.

00
+ L’ensemble des matrices carrées inversibles de taille n s’appelle le groupe linéaire de degré n et

est noté GL,(R). La matrice A = <1 (1)) appartient & GLa(R) car elle est inversible. Son

1

-1
seule matrice a avoir cette propriété dans GL,(R). Par contre, pour toute matrice inversible
(A~H~=1 = A l'inversion est .

+ Justification de l'unicité de U'inverse : si A € .#,(R) posséde deux inverses X et Y, on a
AX=XA=I,et AY=YA=1,dou X =XI,=X(AY)=(XA)Y =LY =Y.

. : 0 . . .
inverse est la matrice A=! = < 1 . La matrice I,, est sa propre inverse, c’est d’ailleurs la

[ PROPRIETE 7.4 (GROUPE LINEAIRE) (GL,(R), .), 'ensemble des matrices inversibles de taille )
n doté de lopération . (la multiplication matricielle) est un groupe non commutatif.
+ Loi de composition interne : V(A, B) € GL2(R), AB € GL,(R) et (AB)~! = B~1A~!
+ Associativité : V(4, B,C) € GL2(R), (AB)C = A(BC)
+ Elément neutre : VA € GL,(R), [, A= AI, = A
+ Elément symétrique : VA € GL,(R),3A7! € GL,(R), AA~! = A4 =1,

DEMONSTRATION Inverse de AB :
D’aprés l'associativité dans ., (R), on a (AB)(B71A™!) = A(BB YAl = (AL,))A" = AA ' =1,

[ PROPRIETE 7.5 Deux propriétés liées aux matrices inversibles :
VA € GL,(R),V(B, )E//ﬂ (R),AB=AC = B=C
VA € GL,(R),VB € #,1(R), "Six € My1(R),AX =B+= X=A"'B

\\

DEMONSTRATION m Simplification par A € GL,(R) :

D’apres la distributivité dans .#), ,(R), on a AB = AC = A(B - C) =0 et,
comme A est inversible A(B—C)=0 = A"'A(B-C)=A"'0= B-C=0.
Attention : on l’a dit, cette propriété n’est pas valable si A ¢ GL,(R)!

w Equation matricielle :

Rappel : 4, 1(R) est 'ensemble des matrices colonne de taille n.

Existence : Comme A est inversible AX = B<+= (A"'A)X = A"'B+«= X =A4"'B

Unicité : supposons que 'équation AX = B a deux solutions X; et Xs.

On a alors AX; = AXs mais comme A est inversible, d’aprés la propriété précédente X1 = Xo.
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EXEMPLE 71 — La solution de ’équation AX = B fournit une méthode pour déterminer A~! :

: . 1
Supposons qu’on cherche a inverser la matrice <3 4>.

Ecrivons que le produit de A avec la matrice colonne X = g) égale la matrice colonne B = (Z)
3 -1
{m+2y:a {3x+6y:3a {2y:3a—b y:§a+7b
<~ <~ <~ 1
3r+4y =b 3r+4y =5 3r=5b—4y x:§(b—4y)
On en déduit x = % (b— %a—i—%b) =—2a+0b
x=-2a+b 9 1
d’on 3 —1 et finalement A7! = ( 3 _1>.
y=-a+ —b 2 2
2 2
i (12 (=2 1Y\ (=243 1-1\ (1 0\ _
Veérification .<3 4> ( % _21> = (—6+6 3_2) = (0 1) = Is.
e N
PROPRIETE 7.6 (INVERSE D’UNE MATRICE CARREE DE TAILLE 2) Soit A = “ Z :

A est inversible si et seulement si son déterminant A = det(A) = ad — bc n’est pas nul :

d —c
-1 _ 1
A%< A _A<—b a)

\ S

DEMONSTRATION Appliquons la méthode précédente pour déterminer la matrice colonne X = (‘;j)

o ) : x
qui vérifie 'équation AX = ( ,).

Yy
/ ' / / —l( r_ ,)
ar +by =x acz + bey = cx (ad — bc)y = ay’ — cx y= [\ —cr
= = ) — N
cx+dy =y acr + ady = ay ar =2 —by z=~(a' — by)

On en déduit z = 1 (x’ — 2 (ay - cx’)) =1 (Maﬂ' + =(ay’ — cx’)) = X (da’ —by)

a a

1
x = —(da’ — by)
d’ou A
—c a

1 et finalement A~! = % ( d _b>.
y= 5 (e’ +ay)

PROPRIETE 7.7 (INVERSE D’UNE MATRICE DIAGONALE) Une matrice diagonale A = (d;;) de
taille n est inversible si et seulement si tous les coefficients de sa diagonale principale sont non
nuls :

V(i) € [1,n]?,dij #0sii=j <= A™! = (dj;) avec dj; = % sii=j

\
d1 0 e 0 1 aq
; 0 d2 e 0 o ag
DEMONSTRATION Résolvons 'équation L . } = .
0 0 dy, Tn an
1
r1 = —aq
dlxl =a dl di 0 0
d 1 01 1 0
To =a T = ——ag da
272 2 “— da ~ . On en déduit finalement A~1 = ) d,2
— 0 0 4
dpzy = ap 1 dn
Ty = —ap
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EXEMPLE 72 (INVERSION D’UNE MATRICE CARREE) — Pour les matrices carrées d’ordre n > 2,
dans le cas d’une matrice non diagonale, on peut généraliser et simplifier la méthode vue dans
Pexemple 71 : au lieu de résoudre explicitement le systéme correspondant a I’équation AX = B, on
travaille ! directement par combinaison des lignes d’une matrice (AB) de dimension n x (n + 1) (la
matrice A a laquelle on a ajouté la matrice colonne B) pour obtenir une matrice (A’B’)
correspondant a un systéme A’X = B’ équivalent a celui de départ.

1 2 2
Illustrons cette méthode en inversant la matrice 3 x3: A=(3 1 0
1 11
1 2 2 a
Notre matrice (AB) est donc la matrice & 3 lignes et 4 colonnes | 3 1 0 b
1 1 1 ¢
1 2 2 a

Effectuons Ly —> Lo — 3L1 et Ly — L3 — Ly, on obtient | 0 -5 —6 b—3a
0 -1 -1 c—a
1 2 2 a
Effectuons Ly —» —L3 et Ly — Lo, on obtient | 0 1 1 a-—c
0 -5 —6 b—3a
1 2 2 a
Effectuons Ly — L3+ 5L, on obtient [ 0 1 1 a—c
0 0 -1 b+2a—5c
1 2 0 5a+2b—10c
Effectuons Ly —> Ly +2L3 et Lo —> Lo+ L3, onobtient [ 0 1 0 3a+ b — 6¢
0 0 -1 2a+b-5¢c

10 0 —a+ 2¢
Effectuons L1 — L1 — 2Ly, on obtient { 0 1 0 3a+0b—6¢
0 0 -1 2a+b-—>5¢c
—a + 2¢
Donc I'équation AX = B <= A’X = B’ admet pour unique solution | 3a+ b — 6¢
—2a — b+ 5c
-1 0 2
On en déduit la matrice inverse de A : A=! = 3 1 -6
-2 -1 5

Remarquons que cette méthode se préte bien & la programmation.

Pour ne pas surcharger ce cours, je laisse ’écriture de ce programme au lecteur motivé.

Si on veut (et qu’on peut) utiliser la bibliothéque numpy, ’inversion d’une matrice A est immédiate
avec la fonction linalg.inv(A). J'utiliserai ce moyen ici pour vérifier mes résultats.

numpy np

[[-1. ©. 2.]

A=np.array([[l,2,2],[3,1,0],[1,1,1]1]) [ 3. 1. -6.]

B=np.array([[1,2],[3,4]]) [-2. -1. 5.]1
np.linalg.det (&) '=0 : print (np.linalg.inv (A)) [[-2. 1. ]
np.linalg.det (&) '=0 : print(np.linalg.inv (B)) [ 1.5 -0.511

Vous remarquerez que les matrices initiales ne contiennent que des entiers alors que les matrices
inverses sont données en nombres flottants : les formules utilisées contenant des divisions, la
conversion est systématique ... méme si le résultat est un entier.

Pour éviter une erreur avec numpy si la matrice n’est pas inversible, tester le déterminant
(linalg.det (A)) qui doit toujours étre non nul.

1. Les opérations valides sont de trois types : ajouter & une ligne un multiple d’une autre ligne ; multiplier une ligne
par un coefficient non nul; intervertir deux lignes. L’idée est de faire apparaitre des zéros en-dessous de la diagonale
principale de A puis en-dessus de cette diagonale afin de ne garder des coefficients non nuls que sur la diagonale.
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2.a. Graphes non orientés

Les graphes sont des modéles abstraits qui représentent des réseaux reliant entre eux des objets.

4 D
DEFINITION 7.8 (GRAPHE) Un graphe est constitué de sommets reliés ou non par des arétes.
Deux sommets reliés par une aréte sont dits adjacents ; non reliés, ils sont indépendants.

L’ordre d’un graphe est son nombre de sommets; la taille du graphe est son nombre d’arétes.
Le degré d’'un sommet est le nombre d’arétes dont ce sommet est une extrémité.

Une boucle est une aréte joignant un sommet a lui-méme (augmente de 2 le degré du sommet).
Si les arétes d’un graphe peuvent étre parcourues dans les deux sens, le graphe est non orienté.

L Un graphe est simple s’il est non orienté, fini, sans boucle ni aréte multiple entre deux sommets.

EXEMPLE 73 — Le graphe 1 est un graphe simple d’ordre 7 (7 sommets) et de taille 7 (7 arétes).
Les degrés des sommets vont de 0 (le sommet G est isolé) a 3 (sommets A, B et F'), deux sommets
sont de degré 2 (C' et E). Le sommet D est le seul de degreé 1.

La somme des degrés est 0+ 1+ 2 x 24+ 3 x 3 = 14, soit 2 fois 'ordre du graphe.

A B J

Graphe 1 L Graphe 2

Le graphe 2 n’est pas un graphe simple & cause de la boucle reliant le sommet H & lui-méme et aussi
I’aréte double reliant les sommets L et J. L’ordre de ce graphe est 5 et sa taille 8.

Pour ces graphes on peut dresser une table des degrés :
Sommet | A| B|C |D|E|F |G Sommet | H | I | J| K | L
Degré 31312112 ]13]0 Degré 313(4] 2 |4

On peut aussi établir leur matrice d’adjacence M = (m;;) ot le coefficient m;; indique le nombre
d’arétes reliant les sommets d’indices i et j. Chaque sommet étant représenté par une ligne et une
colonne de méme indice, pour un graphe non orienté cette matrice est nécessairement symétrique.
Afin de clarifier la correspondance entre le nom (ici une lettre) du sommet et 'indice dans la matrice
d’adjacence, on peut accompagner les lignes et colonnes de cette matrice par une entéte indiquant les
noms des sommets :

A B C D E F G
A (0 1 1 0 1 0 0 H I J K L
B|l1 0o 1 0 0 1 0 H/1 00 0 1
cl1 1 0 0 0 0 0 I 0 01 1 1
Mi=D |0 0 0 0 0 1 0 My= J 01 0 1 2
E|l1 0 0 0 0 1 0 K\ 011 0 0
Flo 1 0 1 1 0 0 L 1 1.2 0 0

G \o 0 0 0 0 0 1

DEFINITION 7.9 (MATRICE D’ADJACENCE) Soit un graphe et ses sommets numérotés de 1 a n.
La matrice d’adjacence associée & ce graphe d’ordre n est une matrice carrée M = (m;;) de méme
dimension ol le coefficient m;; donne le nombre d’arétes reliant le sommet ¢ au sommet j.
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Remarques :
+ La matrice d’adjacence associée & un graphe non-orienté est symétrique.
Celle d'un graphe simple ne contient que des 0 et des 1.
+ Dans un graphe non orienté la somme des degrés est un nombre pair (c’est le double du
nombre d’arétes) ; on en déduit que le nombre de sommets d’ordre impair est un nombre pair
(sinon il y aurait un nombre impair de degrés).

DEFINITION 7.10 (GRAPHE COMPLET, GRAPHE PLANAIRE) Un graphe simple est
+ complet si tous ses sommets sont adjacents. On note K, un graphe complet & n sommets.
+ planaire si on peut tracer ses arétes sur un plan par des segments qui ne se croisent pas.

Remarques :
+ K3 (a gauche) est un graphe complet et planaire.
K4 (au centre) est complet. Bien qu’il semble non planaire, si on replace un de ses sommets au
centre on constate qu’il est planaire. Par contre K5 (& droite) est complet mais non planaire.

J
A B T

G

D
C E>D

B F

K

+ Ce n’est pas forcément évident de décider si un graphe est planaire ou pas.
En effet, les sommets peuvent étre déplacés, les arétes déformées, ce qui crée ou enléve des
croisements.
Ci-dessous, j’ai dessiné trois versions du méme graphe planaire, mais la version de gauche
comporte six croisements ce qui pourrait faire penser qu’il n’est pas planaire. Les deux
versions de droite ne se ressemblent pas, mais montrent que ce graphe peut étre dessiné sans
croisement : il est donc planaire.

0] o p
P N
N
Q I \
M o P N M
p

DEFINITION 7.11 (CHAINES D'UN GRAPHE) Une chaine est une suite finie de sommets adjacents
constituant un chemin entre les deux sommets situés aux extrémités.
Une chaine est eulérienne si elle passe une fois et une seule par toutes les arétes du graphe.
Une chaine est hamiltonienne si elle passe une fois et une seule par tous les sommets du graphe.
Une chaine est fermée si ses deux extrémités sont identiques.
Une chaine fermée est un cycle si toutes ses arétes sont différentes.
Connexité d’un graphe :

+ Un graphe est conneze si entre deux sommets quelconques existe au moins une chaine.

+ Un arbre est un graphe connexe sans cycle; un sommet de degré 1 est une feuille.
Caractéristiques métriques d’une chaine ou d’un graphe :

+ La longueur d’une chaine est le nombre de ses arétes.

+ La distance entre deux sommets est la plus courte longueur des chaines qui les relient.

+ Le diamétre d’'un graphe est la plus grande distance entre deux sommets.

\
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Remarques :

+ Un cycle peut passer plusieurs fois par le méme sommet. Sur le graphe planaire ci-dessus, le
cycle O —Q — M — O — N — M — O passe deux fois par le point O. Par contre la chaine fermée
N—-—0O—-—M-—N-—-P—M — N n’est pas un cycle car elle passe deux fois par 'aréte M — N.

+ Tous les graphes donnés en exemple sont connexes excepté le graphe 1 qui posséde un sommet
isolé (G) : aucune chaine ne permet de joindre ce sommet aux autres sommets du graphe.

La connexité d’un graphe n’est pas toujours aussi facile & mettre en évidence. Ci-dessous j’ai
dessiné un graphe non connexe mais cela est t-il si évident 7 Combien de composantes
(sous-graphe) connexes y discernez-vous ? (solution en fin de chapitre)

+ Un cycle eulérien passe une fois et une seule par toutes les arétes du graphe avec, & la fin, un
retour au point de départ. Le probléme initial posé & Euler & propos des sept ponts de
Konigsberg portait sur I'existence d’un tel chemin. Sa réponse négative était accompagnée
d’une propriété générale (appelée théoréme de Euler) : pour qu'un cycle eulérien existe, il suffit
que tous ses sommets aient un degré pair supérieur ou égal & 2. Le graphe complet K5 a tous
ses sommets de degré 4 :lecycle L— H—J—-1—-K—-L—J— K —H —1I— L par exemple qu’il
contient est eulérien. Ce cycle n’est pas hamiltonien car il passe deux fois par chaque sommet.

+ La connexité d'un graphe est une condition nécessaire pour qu’existe un cycle eulérien. Pour
qu’existe une chaine eulérienne (pas nécessairement fermée) il faut et il suffit qu’il soit connexe
et que ses sommets d’ordre impair soient au nombre de 0 ou de 2. Ce n’est pas le cas pour le
graphe des ponts de Konigsberg (les sommets sont d’ordre 3 ou 5) donc il n’existe pas de
chaine eulérienne pour ce graphe. Le graphe planaire ci-dessus (deux sommets sont d’ordre 3,
les autres sont d’ordre 2 ou 4) ne contient aucun cycle eulérien mais il posséde au moins une
chaine eulérienne. Pour la trouver, il faut nécessairement partir d’'un sommet d’ordre 3 et
arriver de méme : N - M - Q—-O—-N-P-M—-0O—-R—-P.

+ Sur le graphe K5 (ci-dessus), la chaine L — H — J — [ — K — L est un cycle hamiltonien mais
n’est évidemment pas une chaine eulérienne. La recherche de cycles hamiltoniens dans un
graphe remonte & Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) qui s’interrogeait sur I’existence
d’un tel cycle entre les sommets d’'un dodécaédre, les arétes de ce solide étant les arétes du
graphe. Ci-dessous le probléme dans I’espace et sur un graphe planaire qui le représente : la
chaine A-B-C-D-F-F-G-H-I-J-K-L-M-N-O-P-Q—-R-S-T
est hamiltonienne mais ce n’est pas un cycle.

Le cycle hamiltonien coloré en rouge sur les arétes du dodécaédre est
A-B-C-D-E-F-G-H-I-J-K-L-M-Q—-R-S-T-P—-0-N-A.

Le probléme de I’échiquier, mentionné par le poéte indien Rudrata au 1x° siécle, est un autre
exemple — plus difficile — de ce type de recherche : il s’agit de couvrir les 64 cases d'un
échiquier par une chaine ou, mieux, un cycle hamiltonien décrit par le déplacement d’un
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cavalier, celui-ci se déplagant en « L » aux échecs (2 cases dans une direction et 1
perpendiculairement). La figure du centre-droit montre le chaine hamiltonienne de al-Adli
ar-Rumi (vers 840); celle de droite montre le cycle hamiltonien symétrique par rapport au
centre de I’échiquier proposé par Euler en 1759.

R R R S S R

+ Un arbre a toujours un sommet de plus que le nombre d’arétes : ainsi ’arbre de gauche
contient 9 arétes et 10 sommets. On peut toujours aller d'un sommet & un autre (connexité)
mais pour revenir & un sommet déja visité il faut rebrousser chemin (acyclicité).

On désigne parfois un des sommets comme étant la racine de ’arbre, ce qui conduit & une
description du graphe en termes de généalogie : I’arbre de droite a été dessiné de maniére &
identifier le sommet P comme racine ; du coup, on parlera de la descendance (ou de
I'ascendance) d’un des sommets. Le sommet K a deux fils (S et L) mais un seul pére (P).

EXEMPLE 74 — La recherche d’un cycle eulérien ou d’une chaine eulérienne est un jeu bien connu.
Sans connaitre la condition nécessaire et suffisante & son existence, le joueur peut avoir un peu de
mal & les détecter. Les trois graphes ci-dessous permette d’apprécier cette difficulté, relative mais
croissante généralement avec le nombre de sommets.

A G M

K 0 X

m Te graphe de gauche contient une chaine eulérienne partant de D et arrivant & E (ou Uinverse, il
n'y a pas d’ordre ici) mais pas de cycle eulérien car il y a deux sommets d’ordre impair.
Ilyalachaine D —B—A—-C—-D—-FE—-B—-C—FE,yen a t-il d’autres partant de D?

w Te graphe du centre-gauche a tous ses sommets d’ordre pair. Il doit donc contenir au moins un
cycle eulérien. Je vais me baser sur le graphe précédent auquel on a juste ajouté un sommet
en-dessous qui permet de revenir au point de départ :
I-F-G—-H-I—-J—-F—H-—J— K —1I est un cycle eulérien.

m Te graphe du centre-droit posséde deux sommets d’ordre impair (3) et six sommets d’ordre pair
(4). Comme celui de gauche, il doit contenir une chaine eulérienne mais pas de cycle eulérien. En
partant de M on doit arriver & O. La question est laissée en suspens (solution en fin de chapitre).

m Te graphe de droite a deux sommets d’ordre impair (5) et cinq sommets d’ordre pair (2 ou 4).
Déterminer une chaine eulérienne partant de U et arrivant & X (solution en fin de chapitre).
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2.b. Graphes orientés

Les graphes non orientés ne suffisent pas toujours & rendre compte du probléme qu’ils représentent.

DEFINITION 7.12 (ORIENTATION) Un graphe orienté est constitué d’arétes orientées (appelées
arcs) qu’on ne peut parcourir que dans un seul sens.
Un arc orienté a un sommet de départ (appelé origine) et un sommet d’arrivée (appelée extrémité).

Remarques :

+ De méme que pour les graphes non orienté, on définit : une boucle orientée, une chaine
orientée, un cycle orienté, un graphe complet orienté, etc. Voici, & gauche, les deux seuls
graphes complets orienté d’ordre 3 (les noms étant interchangeables) et, a droite, un graphe
complet orienté d’ordre 4 et un graphe orienté connexe d’ordre 8.

On remarque que le sommet K ne peut étre atteint ; du coup on dira de ce graphe qu’il a une
connexité faible, mais le sous-graphe (L, M, N, O, P,Q, R) en est une composante fortement
connexe (connexité forte : tous les sommets peuvent étre atteints).

11 existe une boucle et de nombreux cycles orientés dans ce graphe, comme R — N — R de
longueur 2, L — O — M — L de longueur 3ou O — P—Q — R— M — L — O de longueur 6.

+ Dans la matrice d’adjacence M = (m;;) associée & un graphe orienté, le coefficient m;; donne
le nombre d’arcs d’origine ¢ et d’extrémité j. Ces matrices ne sont plus symétriques comine
celles des graphes non orientés. Voici les quatre matrices associées aux graphes ci-dessus :

K L M N OP Q R
K 1 0 0 0 1 0 0 O
N A SR S O 7 S B B S I
AOllDOlOHOOOlNOOOOOOOl
B 0 0 1 |FE 0 0 1
COOOFIOOI 11 0 0 ) O 0O O 1 O O 1 0 O
J 0 0 1 0 P o 1 0 0O 0 O 1 O
Q 0O 0 0 0 0 0 0 1
R 0o 0 1 1 0 O O0 O
Y ™
DEFINITION 7.13 (PONDERATION) Un graphe étiqueté est un graphe dont les arétes sont affec-
tées a des étiquettes appartenant & un méme ensemble (mots, nombres, symboles, couleurs, etc.)
Si les étiquettes d'un graphe sont des nombres positifs (des « poids ») on parle de graphe pondéré.
Un graphe probabiliste est un graphe orienté et pondéré tel que la somme des poids des arétes
L sortant de chaque sommet est égale & 1. )
Remarques :

+ Un graphe pondéré peut étre orienté ou non orienté. De nombreux problémes liés & ce type de
graphe sont résolus a l’aide d’algorithmes. Le célébre probléme du voyageur de commerce en
est un exemple : il s’agit de visiter un certain nombre de villes (une fois et une seule) et de
revenir au point de départ par le chemin le plus court. L’itinéraire optimum est le cycle de
poids minimum. Malheureusement, si le nombre de villes & visiter est trop grand un
algorithme d’exploration systématique qui examine chaque itinéraire prendra trop de temps
(pour n villes il y en a UntDIAFY examiner, pour 10 villes cela fait déja 181400). 11 existe
cependant des algorithmes d’optimisation qui fournissent une solution approchée (ACO).
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+ Le poids d’une chaine d’un graphe pondéré est la somme des poids de ses arétes.

Dans une application, ces poids peuvent étre des longueurs (réseau autoroutier), dans une
autre ce peut-étre des coiits ou des durées (taches a réaliser). Dans tous les cas, la plus courte
chaine qui relie deux sommets est celle de poids minimum.

+ Les graphes probabilistes sont utilisés pour modéliser I’évolution d’un systéme pouvant
changer aléatoirement d’état : les sommets du graphe sont les états possibles et le poids d’une
aréte menant de l'état F; a I’état Ej est la probabilité de transition P(E;Ej).

Voici, a gauche, un exemple ot le systéme évolue entre trois états et, a droite, la
représentation déja bien connue d’un tirage sans remise de deux boules successivement d’une
urne contenant au départ 5 boules rouges et 3 noires :

Ry
No

R,

No

Voici maintenant la matrice de transition M du graphe de gauche ainsi que deux puissances de
cette matrice (M? et M'?) dont on va voir I'utilité (probabilités arrondies au centiéme). La
matrice de transition du graphe de droite n’a pas grand intérét car cet arbre ne peut qu’étre
descendu (par ailleurs il faudrait renommer les sommets qui portent actuellement des noms

ambigus).
E, Ey E3 Ey B Ej Ey  E; Ej
E /0,85 0,15 0,00 0,76 0,16 0,07 0,63 0,13 0,25
M= E, 0,25 0,25 0,50 M? = 0,40 0,10 0,50 MO = 0,62 0,12 0,25
FE3 0,25 0,00 0,75 0,40 0,04 0,56 0,62 0,12 0,25

3.a. Puissances d’une matrice d’adjacence

A partir d’un graphe on peut écrire sa matrice d’adjacence et, inversement, une matrice d’adjacence
permet de reconstituer le graphe sous-jacent. Quel est I'intérét de la matrice d’adjacence M = (my;) 7
Le coefficient m;; permet de savoir combien il y a de chemins permettant d’aller du sommet ¢ au
sommet j en 1 coup. On va voir que les puissances de cette matrice conserve cette propriété.

-
PROPRIETE 7.8 (NOMBRE DE CHEMINS) Soit M la matrice d’adjacence d’un graphe.

Les coefficients m;;(n) de la matrice M™ (puissance n® de M) correspondent au nombre de chemins
permettant d’aller du sommet ¢ au sommet 7 en n coups.
\

DEMONSTRATION On suppose une matrice d’adjacence M de dimension N et on fait une récurrence
sur le nombre de coups n :
+ On l’a rappelé pour n = 1 : par définition de la matrice d’adjacence, le coefficient m;; permet
de savoir combien il y a de chemins permettant d’aller du sommet ¢ au sommet j en 1 coup.
+ Supposons que les coefficients m;;(n) de la matrice M™ correspondent au nombre de chemins
permettant d’aller du sommet ¢ au sommet j en n coups, et calculons le nombre de chemins
permettant d’aller du sommet ¢ au sommet j en n + 1 coups.
Pour aller du sommet ¢ au sommet j en (n + 1)¢ coup, il faut atteindre le sommet k au n®
coup, avec k € [1; N], et ensuite aller de k & j. D’aprés 'hypothése de récurrence il y a
mk(n) chemins permettant d’atteindre le sommet k en n coups et, ensuite, il y a
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d’atteindre j en n + 1 coups en passant par k au coup précédent.
formule pour calculer le coefficient m;;(n + 1) de la matrice M™ L.

permettant d’aller du sommet ¢ au sommet j en n coups.

Remarques :

Conclusion : Pour n > 1, les coeflicients m;j(n) de la matrice M™ donnent le nombre de chemins

+ Prenons 'exemple du graphe orienté complet d’ordre 4 ci-dessus (G, H, I, J). On peut
facilement compter les chemins allant d’un sommet a ’autre en 2 ou 3 coups et vérifier que les
nombres trouvés correspondent bien aux coefficients des matrices M? et M3.

G H I J G H I J

G 0 1 0 O G 0 0 0 1
_H 0 0 0 1 s  H 0 0 1 0
M_I 1 1 0 O M_I 0 1 0 1
J 0 0 1 0 J 1 1 0 0

M3 =

~~T@

0
0

H

0
1
0
1

1

O = O =

Par contre, c’est trés fastidieux de compter les chemins allant d’un sommet a ’autre en 10
coups et quasiment inhumain de faire ce dénombrement pour 100 coups. A cette fin, on
utilisera les matrices M0 et M1 calculées a 'aide de notre petit programme.

G H I J G H I
G /2 3 11 G / 73237462 133231279 89404037
yo_ H[ 1 3 13 a0 H [ 89404037 162641499
T 1| 3 4 3 2 1 | 133231279 242370396
J \1 2 3 3 J \ 109139117 198543154

J

_=_0 O Y
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my;(1) = my; chemins allant de k & j. Il y a donc en tout m;i(n) x my; chemins permettant

Comme on veut totaliser ces chemins, il y en a > 7_; my;(1) x my; ce qui est exactement la

109139117
109139117 133231279

162641499 198543154
133231279 162641499
+ Pour un graphe de grande taille, pas besoin d’aller au dela du 2¢ coup pour apprécier 'intérét

des matrices M"™ afin de dénombrer les chemins permettant d’atteindre un des som-
mets en n coups. Voici les matrices M3 et M?° dans le cas du graphe orienté d’ordre 8 ci-dessus.

K L M N O P Q R K L M N O P Q R
K ,1 2 1 1 1 1 1 0 K ,1 2504 3205 3819 1579 1235 655 2772
L 002 0 1 0 0 1 0 L 0 926 926 926 926 926 926 926
M ]o0o o0 2 1 0 1 0 0 N | 0 926 1356 1468 344 580 234 802
s N o 1 0 1 0 0 01 y2o_ N[0 745 1314 1424 968 463 172 1369
- o 00 0 0 2 0 0 2 T o0 | 0o 81 981 1215 401 388 229 794
P 00 2 1 0 1 0 0 P | 0 1936 1146 2158 926 344 580 1702
Q 01 0 1 0 0 0 1 Q | 0 745 1314 1424 968 463 172 1369
R 00 1 1 1 0 0 1 R \0 1369 1195 1775 851 401 388 1444
r - - - . . . “7
PROPRIETE 7.9 (PROBABILITES) Soit M la matrice d’adjacence d’un graphe probabiliste.
Les coeflicients m;j(n) de la matrice M™ correspondent a la probabilité, en partant de I’état E,
d’obtenir I’¢tat F; en n coups.
\

toujours par récurrence sur le nombre n de coups :

Iétat E;, d’obtenir I'é¢tat E; en n + 1 coups.

précédent est donc myx(n) x my;.

DEMONSTRATION C’est la formule des probabilités totales qui permet de justifier cette propriété,

+ Pour n =1 : par définition de la matrice d’adjacence d’'un graphe probabiliste, le coefficient
m;;j permet de connaitre la probabilité, en partant de I'état F;, d’obtenir I’é¢tat E; en 1 coup.

+ Supposons que les coefficients m;;(n) de la matrice M™ correspondent & la probabilité, en
partant de I’état £;, d’obtenir I’é¢tat E; en n coups, et calculons la probabilité, en partant de

Pour aller de I'état E; a l'état E; en (n+ 1)° coup, il faut atteindre I'état Ej, au n® coup, avec
k € [1; N] (N est la dimension de M), et ensuite aller de 'état Ej, a I’état E;. D’aprés
I’hypothése de récurrence la probabilité de passer de ’état E; & I'état Ej en n coups est
m;i(n) et, ensuite, la probabilité de passer de I'état Ej, a l'état £ en 1 coup est

my; (1) = my;. La probabilité de passer de I'état E; a I'état E; en passant par Ej, au coup

La formule des probabilités totales fait la somme de toutes ces probabilités pour k € [1; N] et
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ainsi on obtient Y7 my;(1) X my; ce qui est exactement la formule pour calculer le
coefficient m;;(n + 1) de la matrice M™*1.
Ainsi on a bien montré quelle était la signification des coefficients de la matrice M™ pour n > 1.

Remarques :

On comprend maintenant 1’utilité des puissances de la matrice de transition M du graphe
probabiliste ci-dessus (celui de gauche). On constate notamment que, aprés 10 coups, les probabilités
de chacune des lignes ont tendance & se rapprocher d’une valeur d’équilibre.

Pour confirmer cette remarque, examinons des puissances encore plus grandes de la matrice,
arrondies au milliéme :

E, E, Es E, E, Es
FE; /0625 0.125 0.250 FE; /0625 0.125 0.250
M2 = E5| 0625 0.125 0.250 M0 = Eyl 0.625 0.125 0.250
FE3\ 0.625 0.125 0.250 E3\ 0.625 0.125 0.250

L’influence de I’état initial se perd progressivement. A 1’équilibre, le systéme décrit par ce graphe se
trouve dans 0,625 = %, soit 62,5% des cas dans l'état E1q, 0,125 = %, soit 12,5% des cas dans 'état
Ey et 0,25 = i, soit 25% des cas dans 'état Ejs.

3.b. Chaine de Markov

La notion de chaine de Markov va préciser ce que nous avons expérimenté sur ces graphes
probabilistes. Ce type d’objet est nommé en '’honneur d’Andrei Markov (1856-1922), mathématicien
russe qui publia en 1906 son étude sur les processus stochastiques (relévent du domaine de ’aléatoire,
du calcul des probabilités) qui portent son nom aujourd’hui.

DEFINITION 7.14 (CHAINE DE MARKOV) Une chaine de Markov & N états est une suite de

variables aléatoires (X,,) a valeurs dans un espace d’états £ = {E1, Eo, ..., Ex} telle que pour
tout E; € E, I'événement X, 1 = E; ne dépend que des événements de l'é¢tape précédente
(c’est-a-dire que des événements X,, = E; pour tout F; € E).

Remarques :

+ Une chaine de Markov & deux états est une séquence Xg, X1, X, X3,... X, de variables
aléatoires a valeurs dans 'espace des états E = {F1, Ey}, la valeur X, étant 1’état du
processus a l'instant n. Cette chaine modélise un processus stochastique dont la caractéristique
est que la probabilité de X,,11 = E; dépend uniquement des X,, = F;,VE; € E. Autrement dit,
elle ne dépend pas de I'instant n. Etant invariantes tout au long de ’évolution du processus,
on pourra donc donner les probabilités de transition d’un état & l’autre par une unique
matrice M = (m;;) ou le coefficient m;; donne la probabilité de passer de I'état E; a l'état E;.

+ La distribution de probabilité d’une chaine de Markov (X,,) & N états est une matrice-ligne
qui donne les probabilités des différents états.

On note 7, = (P(X,, = E1) P(X, = E3) ... P(X,, = Eyn)) cette distribution de probabilité
a ’étape n. D’apreés la régle de multiplication des matrices, on a m,11 = 7, M ot M est la
matrice de transition associée & la chaine de Markov considérée ; une récurrence simple permet
de déduire que l'on a m, = mgM™ ou my est la distribution initiale de probabilité.
Généralement, le systéme est dans un état initial E d’ou P(Xo = Ej) = 1 et les autres
probabilités sont & zéro (Vi € [1, N],i # k = P(Xo = E;) =0).

+ Une chaine de Markov & IV états est associée & un graphe & N sommets, ce graphe étant
complet, orienté et probabiliste. Les pondérations des arcs sont les probabilités de transition
d’un état a l'autre. Ci-dessous, j’ai représenté (& gauche) de tels graphes correspondants a une
chaine de Markov a 2 états (dessus) et a 3 états (dessous). Les matrices de transition (aussi
appelées matrices stochastiques) correspondantes sont a droite.
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EXEMPLE 75 — On a observé la météo d’une région obéissait sensiblement au modéle suivant : s’il
fait beau un jour il fera beau le lendemain 8 fois sur 10 et il pleuvra sinon ; par contre lorsqu’il pleut
un jour, il fera beau une fois sur 4 le lendemain. Etudions ce processus stochastique en essayant de
déterminer 8’il fera beau dans n jours sachant qu’il fait beau aujourd’hui.
Le modéle de graphe probabiliste est le suivant avec sa matrice de transition M :
08 ' 02 025
Beau  Pluie

Beau Beau 08 0,2
M = Pluie \ 075 0,25

0,75

L’espace des états E = {Beau, Pluie}.

La distribution de probabilité initiale est, selon 1’énoncé

7o = (P(Xo = Beau) =1 P(Xo = Pluie) = 0).

D’apres la formule des probabilités totales, on a

P(X; = Beau) = P(Xo = Beau) x 0,8 + P(Xo = Pluie) x 0,75 =1x0,840x 0,75 =0, 8 et
P(X; = Pluie) = P(X¢ = Beau) x 0,2 + P(Xy = Pluie) x 0,25 =1x0,2+0x 0,25 =0, 2.

On aurait aussi bien obtenu cela : m; = (P(X; = Beau) = 0,8 P(X; = Pluie) = 0,2) en multipliant
la matrice-ligne my par la matrice de transition M.

De méme, on obtient

7y = (P(X3 = Beau) = 0,82 40,2 % 0,75 =0,79 P(Xs = Pluie) = 0,8 x 0,24+ 0,2 x 0,25 = 0,21)
en multipliant la matrice-ligne 7 par la matrice carrée de transition M ou bien en multipliant la
matrice-ligne 7y par la matrice M?2.

Ainsi de suite :

73 = (P(X3 = Beau) = 0,7895 P(X3 = Pluie) = 0,21051),

74 = (P(Xy4 = Beau) = 0,789475 P(X4 = Pluie) = 0,210525),

etc.

On constate que les probabilités se stabilisent assez rapidement, ces valeurs nous étant données par

les puissances élevées de la matrice M :
Beau Pluie Beau Pluie

__ Beau ( 0,789475 0,210525 > __ Beau (0,7894736842105267 0,21052631578947378)

40
" Pluie \ 0,78946875 0,21053125 M " Pluie \ 0,7894736842105271 0,2105263157894739

M4
Essayons d’obtenir des valeurs explicitement calculables.
En notant m, = (P(X,, = Beau) = p, P(X, = Pluie) = qy,), les probabilités p, et ¢, =1 —p,
satisfont la relation de récurrence :
Prnt1 = Pn X 0,84 ¢, X 0,75 =p, x 0,8+ (1 —p,) x 0,75 =p, x (0,8 —0,75) + 0,75,
soit pp4+1 = 0,05p, + 0, 75.
La suite (py,) est arithmético-géomeétrique (voir le chapitre Suites du cours de 17).
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Pour en trouver I'expression explicite cherchons le point fixe, solution de I’équation
x=0,052+0,75 <:> 0,95z = 0,75 <= 2 = 12 = 15 ~ 0,7894736842 (la valeur limite).

Posons u, = pn — et montrons que la suite (uy,) est géométrique de raison 0,05 :
Unsl = Prt1 — 22 = 0 ,05pn +0, 75— 22 = 0,05(up+32) +0, 75— 22 = 0, 05u, — 222575 40,75 = 0, 05uy,.
Du coup, on obtient u,, = ug x 0,05™ = (py — E) X 0 05" = 20X90505 = 4X(1)905 (car pg = 1).

) _ n
On en deéduit pp = u, + 13 = PEEO0 tandis que g, = 1 — p, = 4 x =005

Vériﬁoms:pl:%;o’o5 152—08 P2 —%—0,79—6‘50.
Finalement, le jour n, la distrlbutlon de probabilité de ’état météorologique de cette région est :

4 D
DEFINITION 7.15 (DISTRIBUTION INVARIANTE) Une distribution de probabilité 7 est dite inva-
riante pour une chaine de Markov de matrice de transition M si 71M = 7. )

e N
DEFINITION 7.16 (MATRICE REGULIERE) Une matrice M est dite réguliére s'il existe une valeur
m > 1 telle que M™ ne contient que des coefficients strictements positifs. )

N
PROPRIETE 7.10 Si une chaine de Markov a une matrice de transition M réguliére alors
+ 1l existe une distribution de probabilité invariante 7 & coeflicients strictement positifs.
+ La suite des distributions de probabilité (m,) converge vers 7 indépendamment de 7.
+ La suite de matrices (M™) converge vers une matrice dont toutes les lignes restituent .

\ J

DEMONSTRATION Lorsqu’il n’y a que 2 états, on refait les calculs de notre exemple 8.13 :

Distribution de probabilité m, = (p, qn)

Matrice de transition M = (1 ;p lfq) avec0<p<letO<g<l1.

Pnt =P X (1=p)+ @ xq=ppnx (1=p)+ (1 —pp) xq=ppx (1 -p—0q)+q

La suite (py,) est arithmético-géométrique, son point fixe est solution de ’équation :

:UZJJX(l—p—q)+q<:>(p+q)x:q<:>m:ﬁ (onap+q#0).

Posons w, = p, — p+q et montrons que la suite (un) est geometrlque de raison (1 —p—g¢q) :

Un4+1 = Pnt1 — p+q x(1—p- CJ) +q- m = up X (1 —p—q) (jabrege).

Du coup, on obtient u, = ug x (1 —p—q)" = (po — ﬁ) (1 —p—q™.

Onendéduitpn:un—i—ﬁ (po — erq) (1—p q)" —|—m '

Comme —1<1—-p—¢q< 1 on en dedult que 1—p—gqg|<let donc (1—-p-— q)" tend vers 0 ce qui

prouve que p, tend ver + , (pn)-

De méme ¢, = 1 — p, tend vers 1 — m = p%q.

La distribution de probabilité m, converge vers la distribution invariante = = (ﬁ ﬁ).

Cette propriété est admise pour plus de 2 états.

Remarques :
+ La matrice probabiliste donnée en exemple dans les remarques de la définition 7.13 a deux
coefficients nuls, elle est cependant réguliére car la matrice M? ne contient que des coefficients
strictement positifs. On peut en déduire qu’il existe une distribution invariante qui formera les

lignes de la matrice limite de (M™). Cette distribution invariante étant = = (g % %), la
El E2 E5
5 1 1
L Evfs 5 1
matrice limite est E2 2 § 3
8 8 4
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+ Pour une chaine de Markov a matrice de transition réguliére, on montre que le temps moyen
du retour & ’état E; est m;; = 1% ol p; est ’élément correspondant & F; dans la distribution
1

invariante m. Dans notre exemple 8.13, on a 7 = (% 14—9>. On en déduit que le temps d’attente

du beau temps (la durée de la pluie) est % ~ 1,3 jours alors que le temps d’attente de la pluie
(la durée du beau temps) est & ~ 4,75 jours.

4 \
DEFINITION 7.17 (CONVERGENCE) Une suite de matrices colonnes (M,,) de taille N x 1 est une
fonction qui a tout entier naturel n associe la matrice colonne M, ou les coefficients m;(n) sont
les termes de suites numériques (m;) pour tout ¢ € [1, N].

On dit que la suite de matrices colonnes (M,,) converge lorsque chacune des suites (m;) converge

et on note M la matrice limite constituée des limites des suites (m;).
\ J

Remarques :
+ On définit de méme des suites de matrices lignes de taille 1 x N ou des suites de matrices
carrées de taille N x .

n—1
+ La fonction U définie sur N par n —— | e™ — 1 | définit une suite de matrices colonnes de
-

-1 0
taille 3 x 1. On a notamment Uy = | 0 |, U; = % -1

0 :
Deux des suites numériques utilisées ici convergent : (e~ — 1) converge vers —1 tandis que
(1-— n%rl) converge vers 1. Cependant la suite (U,,) diverge; elle ne converge pas car la suite

(n — 1) diverge vers +oc.

N
PROPRIETE 7.11 (SUITES GEOMETRIQUES) Soit A une matrice carrée de dimension N et (M,)
Mn+1 = AMn

une suite de matrices colonnes de taille N x 1 définie, pour tout entier n € N par {
0

La suite (M,,) est géométrique et on a Vn € N, M,, = A" M.

De plus, si la suite (M,,) converge alors la matrice colonne limite M vérifie 'égalité M = AM.
\ y

DEMONSTRATION Par récurrence sur 'entier n :
+ Pour n =0, on a bien My = A°Mj car la matrice A" est par convention égale & la matrice
identité Iny. Cela initialise cette propriété.
+ En supposant que pour le rang n on ait M,, = A" My, calculons M, 1 = AM, = A x (A" M)
mais 1’associativité du produit matriciel implique alors que M, 11 = (A x A")My = A" M.
Cela assure de I'hérédité de cette propriété.

Si la suite (M,,) converge et admet pour limite M alors la suite (AM,,) converge vers la limite AM
tandis que la suite (M,,+1) converge vers la limite M (c’est la suite que (M,,) avec des indices

décalés). Mais (M,4+1) et (AM,) sont une seule et méme suite, elles ont donc la méme limite :
M = AM.

EXEMPLE 76 — Soit M = <_11 (2)>

1
Xo =
Intéressons nous a (X,,), la suite géométrique de matrices colonnes définie par <2)
Xn+1 = MXn



176 CHAPITRE 7. GRAPHES

On peut calculer les premiers coefficients d’un terme de la suite & 'aide de la formule de récurrence
mais pour un terme quelconque on privilégiera la formule explicite qui nécessite le calcul préalable de
M™. Dans le module de calcul de votre calculatrice il existe sans doute un moyen d’effectuer ces
calculs : sur Numworks, on déclare une nouvelle matrice dans la caisse & outils et ensuite, on peut
utiliser le produit ou 1’élévation a la puissance.

Par exemple X1 = <_11 3) (;) = (_51)

Pour X3 on peut continuer X = ( ! 2) ( g > = ( 3 ) ou bien on utilise M? = (_1 2 )

-1 0/ \—-1 -5 1 -9
Pour Xjo on va utiliser la matrice Mg = ?i’ _312 et X109 = M1pXo = _7%1
pe meme X = Vo= (St “aras ) (o) = (Tatam )
Remarquons que cette suite (X,,) semble diverger.
[ \

PROPRIETE 7.12 (SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES) Soit A une matrice carrée de dimen-
sion NV, B une matrice colonne de dimension N x 1 et (M,,) une suite de matrices colonnes de
My+1 =AM, + B

0
La suite (M,,) est arithmético-géomeétrique et, si il existe une matrice colonne M de dimension

N x 1 telle que M = AM + B, alors on a Vn € N, M,, = A™(My— M) + M.
De plus, si la matrice Iy — A est inversible alors la matrice M est égale & (Iy — A)~!'B.

taille NV x 1 définie, pour tout entier n € N par {

Mys1 = AM, + B
M =AM + B
Par soustraction des matrices on obtient M, 1 — M = (AM,, + B) — (AM + B) = A(M,, — M).

En posant U, = M,, — M, la suite (U,,) est géométrique puisque U, 11 = AU,.

On en déduit U, = A"Uy = A" (My — M), soit

M, — M = A™(My — M) <= M, = A"(My — M) + M.

DEMONSTRATION Dans les conditions de I’énoncé, pour tout entier n € N on a

Si la matrice Iy — A est inversible, comme M = AM + B <= (Iy — A)M = B, en multipliant par
(I — A)~! on obtient 'expression de la matrice M = (Iy — A)~'B.

Remarques :

+ L’existence d’une matrice M telle que M = AM + B n’implique pas forcément que la suite
(M,,) converge. Il peut exister une telle matrice (un état stable de la suite (M,,)) dans le cas
d’une suite divergente. Mais si la suite (M,,) converge alors I’état stable M en est sa limite.

+ Si l’état initial est stable (My = M) alors la suite (M,,) est constante (donc convergente).

Si Iétat initial n’est pas stable (Mo # M) et si la suite (A™) converge vers une matrice limite
A alors la suite (M,,) converge vers la matrice limite A(My — M) + M.

) 0,8 0 (2
EXEMPLE 77 — Soit A = ( 0 1’5) et B = (_1).

1
Xo =
Intéressons nous a (X,,), la suite arithmético-géométrique définie par <0>

Xpi1 = AX, + B
On peut calculer les premiers termes de la suite (X,)

RO
w8 B E () ()
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Si on veut Xjg on s’interroge sur la matrice stable X vérifiant X = AX + B < (Iy — A)X = B.
La matrice Iy — A est inversible car Iy et A étant diagonales Iy — A U'est aussi.

L (t-08 0 \_(02 0 o (o2 0N _ (5 o0
In A‘( 0 1—1,5)_(0 —0,5>et(IN A) _(o As) 7 \o —2)

Par conséquent X = (Iy — A)"!'B = ((5) _02) (—21> - (120)

0,8" 0

Comme A est diagonale on a A" = 0 15 )

n p—
Finalement, on peut calculer X,, = A"(Xy — X) + X = 0,8 0 ) 9 + (10)

0 1,5") \ -2 2
" 0,82 0 -9 10 (4,24 :
Vérifions cette formule Xo = 0 1.52)\—2 o) ={_ 2.5 ce qui est est correct.

: 0,819 0 -9 10 9,0336
Calculons maintenant X9 = ( 0 1 510) (_2> + (2) ~ <_113733).

On remarque que cette suite semble diverger.

Existe t-il une valeur initiale Xy = qui rende cette suite convergente 7

a

b
_(0,8" 0 a— 10 10\  (0,8"(a—10)+ 10

On sura X, = ( 0 1,5"> <b—2)+ (2) - ( 1,57(b—2) +2 )

On observe que, seul, le coefficient 1,5"(b — 2) + 2 peut diverger car 0,8™ a pour limite 0.

Ainsi, pour que la suite converge X,, converge, il suffit de prendre b = 2 ainsi la suite de terme

n —
général X, = <0’8 (a 210) + 10) converge vers X = <120>.

Solutions des questions restées en suspens :
+ Il y a deux composantes connexes dans ce graphe. Je les ai mises en évidence par des couleurs.

+ Les cycles euleriens solutions sont sans doute nombreux.
On remarque que les sommets d’ordre pair 2k sont traversés k fois par la chaine solution ; les
deux sommets d’ordre impair 2k + 1 constituent une extrémité de la chaine solution et sont

traversés également k fois par cette chaine.
M 1,5)

;_
A

o (11,16) X

(4,8) T (_./ S JRYe
[
(10,13) Y w

Chaine eulérienne
M-P-R-L-M-S-N-L-P-Q-O-N-Q-S-R-O
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Probabilités

Objectifs :
+ Somme de variables aléatoires, linéarité de ’espérance
+ Linéarité de la variance dans une succession d’épreuves indépendantes
+ Epreuve de Bernoulli, schéma de Bernoulli; loi de probabilité associée
+ Espérance et variance d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale
Représentation graphique d’une loi binomiale Z(n;p) et programmation
Echantillon, espérance et variance d’une somme de variables indépendantes identiques
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, inégalité de concentration et loi des grands nombres

+

+

+

Apercu historique : L’étude des probabilités telles que nous les connaissons est apparue avec la
notion de risque au XI1° siécle, pour I’établissement de contrats commerciaux, puis au XVI® siécle avec
la généralisation des contrats d’assurance maritime. Mais le véritable début de la théorie des
probabilités date des travaux de Pierre de Fermat (1601-1665), de Blaise Pascal (1623-1662) et de
Christian Huygens (1629-1695) dans la deuxiéme moitié du XVII® siécle : ils s’intéressaient
principalement a la théorie de jeux. Le terme probabilités prend alors son sens actuel, et Jacques
Bernoulli (1654-1705)) traite ce sujet comme une théorie mathématique. Professeur a 'université de
Bale a partir de 1682, il rédige Ars Conjectandi, « Uart de conjecturer » (ouvrage publié a titre
posthume par son neveu Nicolas en 1713) ou il consolide et développe la théorie des probabilités,
énoncant notamment, pour la 1 fois, la loi des grands nombres. Il y expose également sa théorie des
permutations et des combinaisons, qui constitue aujourd’hui les fondements de la combinatoire.

Abraham de Moivre (1667-1754), francais exilé & Londres, publie en 1718 The doctrine of chances (la
Théorie du hasard) ou il donne, entre autre, une premiére définition de I'indépendance statistique.
Thomas Bayes (1702-1761) publie & titre posthume son Essay Towards Solving a Problem in the
Doctrine of Chances en 1763 qui contient sa fameuse loi. Au xvi11° siécle, Gabriel Cramer (1704-1752)
donne un cours sur la logique probabiliste. Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), encyclopédiste
notoire, s’est intéressé aux théories probabilistes de son époque mais c’est plus tard qu’elles
acquiérent leur cohérence avec la synthése magistrale de Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), le
grand savant de I’époque napoléonienne, qui publie en 1812 sa Théorie analytique des probabilités.

L’inégalité de Bienaymeé-Tchebychev est une inégalité de concentration qui permet de montrer qu’une
variable aléatoire ne prend que rarement une valeur relativement lointaine de son espérance. Ce
résultat ne nécessite la connaissance que de 'espérance et de la variance, s’applique dans des cas
variés et conduit & une justification de la loi faible des grands nombres. C’est le mathématicien
francais Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) qui énonca cette inégalité et le russe Pafnouti Tchebychev
(1821-1894) qui la démontra.

Ce n’est donc qu’au X1X¢ siécle que la théorie moderne des probabilités apparait ; prolongée au début
du xxe siécle par Paxiomatique de Andrei Kolmogorov (1903-1987) qui propose un cadre formel
rigoureux pour la théorie des probabilités, permettant enfin que celle-ci devienne une branche des
mathématiques a part entiére. Kolmogorov publie notamment en 1933 les Fondements de la théorie
des probabilités on il définit les axiomes de la théorie actuelle des probabilités. La description
actuelle, en termes d’univers, s’est donc imposée il y a un peu moins d’un siécle.
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1.a. Rappels

On considére une expérience aléatoire conduisant & n issues, et on note Q = {wy,wa, ... ,wn}
I’ensemble des issues. €2 est « I'univers » des possibles. On définit la probabilité P en donnant la
probabilité de chaque issue, ¢’est-a-dire les nombres P(wy), P(w2), ..., P(wy,) vérifiant :

+ VZ'IE {0,1,...,n},O<P(wi) <1
+ Zzzqf (OJZ‘):P(UJ1)+P(WQ)+"‘+P((U”):1

DEFINITION 8.1 Un événement A est une partie de €.
La probabilité de A, notée P(A), est la somme des probabilités des issues appartenant a A.

Remarques :

+ A est un événement impossible si et seulement si A = ().
Dans ce cas P(A) =0

+ A est un événement certain si et seulement si A = Q.
Dans ce cas P(A) =1

+ A et B sont incompatibles si AN B est impossible, ¢’est-a-dire si
P(ANB) =0. Dans ce cas P(AUB) = P(A) + P(B).
L’événement AU B est réalisé quand A ou B est réalisé. Ce « ou »
est, en principe, inclusif mais pour des événements incompatibles,
il prend le sens d’un ou exclusif.

+ A et B sont des événements contraires si ANB =0 et AUB = Q.
Dans ce cas on note B = A et on a P(A) =1 — P(A).

+ pour des événements quelconques A et B, on a A et A contraires

P(AUB)+ P(AnB)=P(A)+ P(B)

Analysons la situation en termes d’ensembles incompatibles :
A=(ANB)U(ANB)et B=(ANB)U(AnNB),
dot AUB=[(ANB)U(ANB)]U(ANB)
et donc P(AUB) = P(A) + P(AN B),
mais, comme P(AN B) = P(B) — P(AN B),
on a finalement P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

A et B incompatibles

|

A et B compatibles

DEFINITION 8.2 Lorsque toutes les issues ont la méme probabilité — on dit qu’il y a équiprobabilité
des issues — s’il y a n issues possibles, la probabilité de chacune est %

Remarque :

On reconnait une situation d’équiprobabilité au fait que les issues sont interchangeables. Par exemple,
un dé cubique bien équilibré a six faces interchangeables. Que 'une ou 'autre d’entre elles apparaisse
lors d’un tirage, cela arrive avec la méme probabilité de %. Quand on lance une piéce équilibrée, on
obtient une face ou l'autre avec la méme probabilité de % car les deux faces sont interchangeables.

PROPRIETE 8.1 Dans le cas d’une situation d’équiprobabilité & n issues possibles, un événement
A qui se réalise pour k issues a une probabilité de P(A) = % On résume cela en écrivant

P(A) = nombre de cas favorables & A

nombre de cas possibles

La propriété 8.1 suppose que 1’on puisse dénombrer les cas favorables et les cas possibles. Le
dénombrement n’est pas toujours aisé et manipule parfois de trés grands nombres. Le 1°* chapitre de
ce cours développe les notions utiles pour dénombrer.
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DEFINITION 8.3 (VARIABLE ALEATOIRE) Si, & chaque issue w; de £, on peut associer un réel
X (w;), on dit que 'on a défini une variable aléatoire X sur 2. Les probabilités associées aux
différentes valeurs de X est appelée « loi » de la variable X.

Remarques :

+ Une variable aléatoire est une fonction définie sur §2; ce n’est donc pas une variable (ce sont
les issues qui sont variables ici) et ce n’est pas non plus aléatoire puisque chaque issue w; est
associée a la valeur X (w;) de fagon bien déterminée (le hasard n’a pas sa place dans cette
association).

+ Une variable aléatoire permet de définir des événements. Si I’expérience aléatoire est un jeu
dans lequel un joueur gagne ou perd de l'argent, on écrira X = 5 I’événement réalisé lorsque le
gain du joueur est 5 (I'unité monétaire est généralement précisée par ’énoncé). L’événement
X < 0 correspond & une perte, tandis que 10 < X < 20 correspond & un gain appartenant a
'intervalle [10; 20]. etc.

+ La notation ensembliste est modifiée puisqu’en notant X = x, en réalité, on désigne I’ensemble
des issues w; telles que X (w;) = x, c’est-a~dire {w; € Q, X (w;) = z}.

+ La loi de probabilité de X est une fonction f: k+— P(X = k). Cette fonction agit sur
I’ensemble, noté X (€2), des valeurs possibles de X. On deésigne parfois cette fonction par le
terme de « loi de distribution » de X ou encore de « densité » de X.

+ La somme de toutes les probabilités P(X = k) quand k décrit ’ensemble X () est égal a 1,
puisque les événements X = k sont deux & deux disjoints, leur réunion formant (2.

4 D
DEFINITION 8.4 (PARAMETRES) Soient X une variable aléatoire telle que X (Q) = {z1,z2,..., 2, }.
En notant p; = P(X = x;) les différentes valeurs de la loi de probabilité de X :

+ L’espérance de X est le réel, noté E(X), défini par E(X) = f: Di;
=1
2
+ La variance de X est le réel positif, noté V(X), défini par V(X) = i Di (atZ = E(X))

+ L’écart-type de X est le réel positif, noté o(X), défini par o(X) = /V(X)
\ J

Remarques :

+ L’espérance mathématique d’une variable aléatoire est un paraméire central, équivalent
probabiliste de la notion statistique de moyenne. De méme, la variance et ’écart-type sont des
mesures de la dispersion que 'on calcule aussi en statistiques. Si on réalise 'expérience
aléatoire un grand nombre de fois, les paramétres statistiques (fréquences, moyenne) se
rapprochent des résultats théoriques (probabilités, espérance).

+ Dans un jeu ot X est associé aux gains possibles, F(X) représente le gain moyen que ’on
peut espérer. Le jeu est dit équitable si E(X) = 0, favorable au joueur si E(X) > 0 et
défavorable au joueur si E(X) < 0.

f PROPRIETE 8.2 Soient X une variable aléatoire et a et b deux réels. Les parameétres de la variable
aléatoire X’ = aX + b sont B(X') = E(aX +b) = aE(X)+bet V(X') = V(aX +b) = a®V(X).

.

DEMONSTRATION Ces propriétés découlent des propriétés de la multiplication et de I'addition, ainsi
que des définitions, notamment S\ p; = 1, S piz; = E(X) et Y pi(z — E(X))? = V(X) :

E(@X +b) = (ar1+b) xp1+ (axe+b) xp2+ ...+ (axy, +b) X py
= (az1p1 + axeps + ... + axypy) + (bp1 + bp2 + ... + bpy)
= a(z1p1 +x2p2 + ... + Tppn) +0(p1 + P2+ .. + i)
= aE(X)+bx1=aE(X)+b
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V(eX +b) = > pilazi+b— E(@X +b))*=> pilaz; +b—aE(X)—b)?
i=1 =1

= ipi(axz‘ —aB(X))? = zn:Pz‘ x a® x (z; — B(X))”
i=1 i

= a’x zn:pi X (z; — BE(X))* = a>V(X)

Conséquence : On a donc aussi o(aX +b) = \/V(aX +0b) = \/a2V = lal\/V = |alo(X

,
PROPRIETE 8.3 (AUTRE FORMULE POUR LA VARIANCE) Soit X une variable aléatoire.

2
La variance de X peut se calculer avec la formule V(X) = E(X?) — (E(X))
\

DEMONSTRATION

V(X) = Zn:pi (: - E(X))2 = zn:pix? —2 zn:pixiE(X) +3 p (E(X))2
=1 1=1 1=1 i

=1
= B(X?) -2 pE(X) +ipiE<X> x B(X) = B(X?) i( ) (20— B(X))
=1 3 =1
= EB(X?) - E(X) (i%m Zpl ) = 2B(X )im)
i=1 =1

= E(X%) - E(X)(2E(X)—-E(X)x 1) = E(X?) - E(X) x B(X) = E(X?) — (E(X))2

Remarque : Cette propriété est un cas particulier d’un théoréme connu sous le nom de
« Konig-Huygens » qui dit que E((X — a)?) = V(X) + (BE(X) — a).
2
En effet, en prenant a = 0, on obtient F(X?) = V(X) + (E(X)) .
Pour démontrer ce théoréme, on peut partir de I'égalité z; —a = z; — E(X) + E(X) — a qui, élevée
au carré s’écrit (z; — a)? = (2; — B(X))? + (BE(X) —a)?> + 2 x (z; — BE(X))(E(X) — a).
Multiplions ensuite cette nouvelle égalité par p; et sommons les quantités obtenues pour toutes les
valeurs de ¢ entre 1 et n. On obtient :

E(X —a)) =V(X)+ (B(X)—a)? +2x (B(X) —a) x En:pz(gr:Z — E(X))

Le dernier terme de cette somme est nul car

S il — E(X)) = 3 piai — B(X) 3" pi = B(X) — E(X) = 0, d’out le résultat.
=1 =1 =1

Cette propriéteé facilite le calcul algorithmique de V(X)) puisque I'on n’a pas besoin de connaitre « a
I'avance » la valeur de E(X) : on calcule en paralléle S p;z; (pour 'obtention de E(X)) et 3. p;a?
(pour I'obtention de E(X?)). Supposons que, & I'issue d’un tirage de deux dés, on cherche la variance
de la somme X des dés. On peut calculer simultanément :

12 f
E(X):lez‘:ci:2><%+3x%+4x% Ll2x L =227
1=

12
E(X?) =Y pia? =22 x e+ 3 x £ 442 x 5+ 4122 x 5o = 130
=1

2 2
Ensuite, on effectue E(X?) — (E(X)) =14 _ (%) = 7356620 =3
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1.b. Expériences aléatoires successives

DEFINITION 8.5 Deux expériences sont indépendantes si le résultat de la premiére n’influence
pas le résultat de la seconde, c’est-a-dire qu’il ne modifie pas la loi de probabilité de celle-ci.

Exemples :

+ Je lance un dé a six faces (dé cubique) en méme temps quun dé a quatre faces (dé
tétraédrique). Ces deux expériences simultanées sont indépendantes car le résultat du dé
cubique n’influence pas le résultat du dé tétraédrique. Méme chose si je lance deux dés
cubiques : chacun des dés indique un résultat indépendant de ’autre. Le processus
expérimental importe peu : je peux lancer les dés ensemble ou séparément, sans changer la loi
de probabilité des résultats.

+ Si je lance une piéce de monnaie jusqu’a obtenir un « pile », les tirages successifs sont
indépendants, la piece n’ayant pas de mémoire : ce n’est pas parce que j'ai déja obtenu 5 fois
« face » que j’ai plus de chance de faire « pile » au sixiéme lancé. Les lancés sont
indépendants. L’existence du sixiéme lancé, par contre, dépend du résultat du cinquiéme
puisqu’on ne 'effectue qu’a condition d’avoir obtenu un « face. »

+ Dans un vidage d’urne (situation souvent choisie car elle permet de modéliser des problémes
de probabilités trés divers), si on remet la boule tirée aprés avoir noté ce qui nous intéresse (sa
couleur, sa taille, son numéro éventuels), les tirages successifs sont indépendants.

L’urne ne changeant pas de composition, la loi de probabilité reste inchangée d’une étape a
I'autre.

H‘OO

— o

[Tirages avec remise

el

Si on ne remet pas la boule qui a été tirée, chacun des tirages influe sur la loi de probabilité de
la boule suivante. Les tirages ne sont pas indépendants.

1
2g
"

3 9 \®:§\
- - 10 Noire
[Tlrages sans remlse]
:
:
Noire

3
9
6
§\®:%\

DEFINITION 8.6 (ISSUES D’UNE SUCCESSION D’EATI) Soient n EATI successives (EAI : Expériences
Aléatoires Indépendantes) d’univers Q1, Qa, ..., Q,. L’univers résultant de cette succession d’ex-
périences aléatoires est le produit cartésien € = Q1 X Q9 X -+ - X Q.

Les issues de Q sont les n-uplets (x1,z2,...,2,) o Vi € [1,n], x; € Q.

gl
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Remarques : Une succession d’expériences aléatoires est représentée par un graphe étiqueté appelé
arbre de probabilités : les nceuds (sommets) sont les issues de ces expériences et les étiquettes
numeériques inscrites sur les branches (arétes, arcs) sont les probabilités de ces événements.
Sur un arbre, les issues sont souvent appelées « chemin ». Que les expériences soient dépendantes ou
indépendantes les unes des autres, ces arbres vérifient toujours trois régles :
+ Régle d’univers : la somme des probabilités des branches partant d’un méme noeud vaut 1.
En partant d’'un méme noeud, on représente les différentes issues d’une expérience aléatoire. Ces issues sont
incompatibles et forment l'univers €2 des possibles de cette expérience. La somme des probabilités vaut donc 1.
+ Reégle multiplicative : la probabilité d’un chemin est le produit des probabilités inscrites sur
ses branches
+ Regle additive : la probabilité d’'un événement réalisé par plusieurs chemins est la somme des
probabilités de ces chemins

-
PROPRIETE 8.4 (REGLE MULTIPLICATIVE) Dans une succession de n EAIL la probabilité d'une

issue (x1,...,2,) est égale au produit des probabilités des issues de ses composantes 1, ..., Zp.
\

DEMONSTRATION Considérons la succession de deux épreuves et notons P(B/A) la probabilité de
réaliser B a la seconde sachant que A a été réalisé a la premiére. La probabilité du chemin A — B,
c’est-a-dire de 'issue (A, B) (le nceud A suivi du noeud B) est celle de I’événement A N B. Elle vaut
P(ANB) = P(A) x P(B/A), soit le produit des probabilités inscrites sur les branches de ce chemin
(revoir les probabilités conditionnelles dans le cours de 17¢).

Dans le cas ou les expériences successives sont indépendantes, on a P(A/B) = P(A) et par
conséquent P(AN B) = P(A) x P(B), la loi multiplicative se vérifie toujours.

La généralisation & n EAI successives se justifie de la méme fagon.

-
PROPRIETE 8.5 (REGLE ADDITIVE) Dans une succession de n EAI, la probabilité d’un événe- )

ment réalisé par plusieurs chemins est la somme des probabilités de ces chemins.
\

DEMONSTRATION La définition 8.1 de la probabilité d’un événement implique que si plusieurs
chemins réalisent un événement particulier, alors la probabilité de cet événement est la somme des
probabilités de ces chemins, ceux-ci étant naturellement incompatibles.

EXEMPLE 78 — Une urne contient 3 boules blanches et 7 noires. On tire successivement de cette
urne 3 boules, avec remise de la boule tirée. Les tirages sont donc indépendants. Cette succession de
trois EAI indépendantes a été représentée par I'arbre « Tirages avec remise » ci-dessus. On peut
également raisonner a partir des univers : pour chaque EAI Q) = Qy = Q3 = {B, N} d’ou l'univers

pour leur succession :
Q=0; xQ x Qs ={(B,B,B),(B,B,N),(B,N,B),(B,N,N),(N,B,B),(N,B,N),(N,N,B),(N,N,N)}

Déterminons la loi de la variable aléatoire X comptant le nombre de boules blanches obtenues :
w X =0 est 'événement « obtenir 3 boules noires » qui n’est réalisé¢ que par I'issue (N, N, N).

3 e
P(X =0)= (&) =8 =0,343,
w X =1 est ’événement « obtenir 2 boules noires et 1 blanche ».
Cet événement est l'ensemble {(B, N, N),(N,B,N),(N,N,B)}.

2
P(X =1)=3x 3 x ({5) = ibis = 0,441.
= De méme, on montre que P(X = 2) = ;5% = 0,189 et P(X = 3) = {255 = 0,027.

3
Veérifions ces résultats et calculons les parameétres de X : Y P(X =k) = w =1

k=
__ Ox373+1x44142x189+3x27 __ 900 __ 2\ _ 0x3734+1x44144x1894+9%x27 __ 1440 __
B(X) = L2 = 200 — 0,9 et B(X?) = W0 _ 1,44,

1 1000
Dou V(X) = E(X?) — E(X?) =1,44— 0,92 = 0,63 et 0(X) = /0,63 ~ 0, 79.
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1.c. Espérance et variance de X + Y

Les variables aléatoires envisagées sont finies ' et définies sur un méme univers ).
De plus, pour le calcul de V(X +Y'), les variables sont indépendantes.

-

PROPRIETE 8.6 (ESPERANCE DE X +Y') Soient X et Y deux variables aléatoires.
L’espérance de la variable X +Y est E(X +Y) = E(X) + E(Y)

\

DEMONSTRATION On utilisera des notations particuliéres pour simplifier :
+ X() = {mi}icpong et Y(2) = {7;}jcop] sont les ensembles des valeurs prises par X et Y
+ les pi; = P((X =x;) N (Y = y;)) sont les probabilités conjointes du couple (X,Y)

+ les p; = Z pij et pj = E pij sont les probabilités marginales pour X et YV

+ les couples (,7) prennent leurs valeurs dans 'ensemble IT = [0, n] x [0, p]
On déduit les espérances des variables X et Y des proba,bilites conjointes
n n p
E(X)=Y zipi= Y zi() py) = AZ zipij et E(Y) = Z Yip; = Z ya(szg) = Z YjDij
i=0 i=0  j=0 (i,5)€ll (i,5)ell

Par conséquent E(X) + E(Y) = Y api;+ > Yipig = 3 (wl + yj)pz]
(4,5)€ll (i,9)€ld (z,j)eH

Z = X +Y est la variable aléatoire qui admet l'espérance E(Z) = Y. zP(Z = z).
2€Z(Q)
Comme I'événement X + Y = z peut s’obtenir de plusieurs fagons, regroupons les couples d’indices
(4,7) qui conduisent & une méme valeur de x; + y; dans un ensemble :
Vz € Z(Q)a IZ = {(Z)]) € Hvxi +y] = Z}
Ces ensembles I, formant une partition de II, on en déduit
EX)+EY)= ¥ (X (@+ypij)= > (X z2p5)= > 2( ¥ pij)
2€Z(Q2) (4,5)€l- 2€Z(Q) (i,5)€l, 2€Z(Q2)  (i,5)€l,
Mais comme Z pij=P(X+Y =2)=P(Z =z
el

IS
on en conclut E(X) +EY)= Y 2P(Z=2)=FE(2)
2€Z(Q)

-
PROPRIETE 8.7 (VARIANCE DE X +Y) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. )

La variance de la variable X +Y est V(X +Y) = V(X) + V(Y)
\

DEMONSTRATION Par définition de la variance V(X +Y)=E (X +Y — E(X +Y))?)

Or E(X+Y)=EX)+E(Y),donc V(X +Y)=E([(X — E(X))+ (Y — E(Y))]?)

Développons V(X +Y) = E ((X — BE(X))?+ (Y — BE(Y))? 4+ 2(X — E(X))(Y — E(Y))

Onadonc V(X+Y)=V(X)+VY)+ EQX -EX))(Y -EY))=V(X)+ V() + 2cov(X,Y)
La quantite E (X — E(X))(Y — E(Y)) est appelée covariance de X et Y. On la note cov(X,Y).
D’aprés les propriétés de linéarité de ’espérance :

cov(X,Y)=E(XY -XEY)-YEX)+EX)E(Y))=EXY)—-EX)E(Y)

Montrons que la covariance est nulle lorsque les deux variables sont indépendantes :
E(XY)= > yipij, et 'indépendance se traduisant par p;; = p;p;j, on obtient

(i,5)€ll
E(XY)= > xypip; = Y. (wpi)(ipj) = > wipi x Y. yipj = E(X)E(Y).
(i,)€ll (i,)€ll i€[0,n] i€[0,p]

Ainsi cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =0.
Par conséquent, si X et Y sont indépendantes on a
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y) =V(X) + V(Y)

1. X est une variable aléatoire finie si le nombre d’issues, c’est-a-dire card X (Q2), est fini.
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Remarques :

+ L’espérance posséde les deux propriétés de linéarité : E(X +Y) = E(X) + E(Y) et, pour tout
réel a, E(aX) = aFE(X) (cela a été montré dans la propriété 8.2). Par conséquent pour tout
couple de réels (a,b) on a E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y). La variance ne posséde que la
linéarité additive (V(X +Y) =V(X) + V(Y)) et encore, cela n’est vrai que lorsque les deux
variables sont indépendantes. Par rapport a la multiplication par un réel a, on a
V(aX) = a?V(X) (cela a été aussi été montré dans la propriété 8.2).

+ Si X est une variable aléatoire, la variable X — E(X) est centrée, c’est-a-dire
E(X — B(X)) =0 et V(X — B(X)) = V(X); la variable “=23) est centrée et réduite,
c’est-a-dire E(%X(X)) =0et V(%X(X)) =1.

+ La covariance de deux variables indépendantes est nulle mais la réciproque est fausse. Une
covariance nulle n’indique pas nécessairement que les variables sont indépendantes (pour
qu’elles le soient, on doit avoir p;; = p;p; pour tout couple (z,5) € II).

r D
DEFINITION 8.7 (ECHANTILLON) Soit m > 2 un entier.

Le m-uplet (X1, Xo,...,X,,) de m variables aléatoires identiques (définies sur un méme univers
Q et ayant une méme loi de probabilité) et indépendantes est un échantillon de taille m.

\ S

( N
PROPRIETE 8.8 (VARIABLES ASSOCIEES A UN ECHANTILLON ) Soit un échantillon (X7, ..., X,,)

de variables d’espérance E(X;) = 7 et de variance V(X;) = o2 pour tout i € [1,m].
+ Lavariable S,, = X1+ Xa+- - -+X,, a pour caractéristiques : E(S,,) = mz et V(S,,) = no?
+ La variable M,, = W a pour caractéristiques : E(M,,) = et V(M,,) = o?

DEMONSTRATION La linéarité additive de E et V implique que :
E(Sn)=EXi1+Xo+ -+ X)) =EX1)+EX1)++ E(Xy) =mzx
V(Sn)=V(X1+Xo+ -+ X)) =V(X1) + V(X)) + -+ V(X)) = mo?

e N S\ E(Sm) _ mi _ -
La linéarité multiplicative de E implique q112e : Ez(Mm) =FE(sm) = % ==z
Par contre V(M,,) = V(%) = % =g =2
2.a. Epreuve de Bernoulli
e “

DEFINITION 8.8 Une expérience aléatoire admettant deux issues est appelée épreuve de Bernoulli.
+ l'une des issues est appelée « succes », notée S'; sa probabilité est p.
+ lautre issue est appelée « échec », notée S'; sa probabilité est 1 — p

On dit que la variable aléatoire X prenant la valeur 1 en cas de succeés et la valeur 0 en cas d’échec

suit une loi de Bernoulli de paramétre p, notée b(p). On appelle X une variable de Bernoulli.
\ J

e N
PROPRIETE 8.9 Soit X une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p.

Les parameétres de X sont : E(X) =p; V(X)=px (1 —p); o(X) = \/V(X) = \/p X (1 —p)

\

DEMONSTRATION Ona: E(X)=0x(1—p)+1xp=np.
Deméme : V(X)=E(X?) - (E(X))?=0*x(1-p)+12xp—p?=p(1 —p)
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Exemple : Tirer une boule de I'urne précédente qui contient 3 boules blanches et 7 noires constitue
une épreuve de Bernoulli. Si, on convient d’appeler succés le tirage d’une boule blanche, il s’agit
d’une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 13—0. La variable aléatoire de Bernoulli X de paramétre p

qui prend la valeur 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec a une espérance F(X) =p = 1% et une
variance V(X) = p(1 — p) = 2.

Si, au contraire, on convient d’appeler succés le tirage d’une boule noire, il s’agit d’une épreuve de
Bernoulli de paramétre ¢ = %. La variable aléatoire de Bernoulli X’ de parameétre g qui prend la
valeur 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec a une espérance E(X') = ¢ = % et une variance

V(X)) =q(1-q) = {5

2.b. Schéma de Bernoulli

DEFINITION 8.9 Soit une épreuve de Bernoulli de paramétre p et soit n > 1 un entier.
La répétition de n fois cette méme épreuve de Bernoulli, de facon indépendante, constitue une
expérience aléatoire appelée « schéma de Bernoulli » de paramétres n et p.

Remarque : L’exemple précédent, oll on tire successivement et avec remise, trois boules d’une urne

qui en contient 3 blanches et 7 noires est un schéma de Bernoulli, du fait que les tirages sont

indépendants les uns des autres. Si on considére comme « succés » le tirage d’une boule blanche, il
3

s’agit d’un schéma de Bernoulli de parameétres n = 3 et p = 5.

Dans un schéma de Bernoulli, si on s’intéresse & I’événement Ej : « obtenir k succés », celui-ci est
réalisé par différents chemins qui ont tous la méme probabilité : p* x (1 —p)"~*.
Il suffit de dénombrer ces chemins pour déterminer la probabilité de ’événement Ej.

DEFINITION 8.10 Dans le cas d’une répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépen-
dantes, on note () ou C* le nombre de chemins aboutissant & k succés exactement (0 < k < n).
L’entier () est appelé « coefficient binomial » et lu « k parmi n ».

Dans le cas d’un schéma de Bernoulli & 3 épreuves comme dans I'exemple du tirage de trois boules
avec remise, les coefficients sont (g) =1, (‘I’) =3, (g) =3 et (g) =1.

Ces coefficients sont ceux du développement (a + b)® = a3 + 3ab + 3ab? + b>.

Les propriétés et usages de ces « coefficients binomiaux » font I’objet d’une partie du chapitre 1.

e N
DEFINITION 8.11 (.01 BINOMIALE) Lors d’un schéma de Bernoulli de parameétres n et p, la va-
riable aléatoire X comptant le nombre de succés suit une loi de probabilité appelée loi binomiale

de paramétres n et p, notée B(n,p).
\ J

e \
PROPRIETE 8.10 Si X est une variable aléatoire suivant une loi binomiale % (n,p) alors on a :

+ La variable X prend ses valeurs dans X (Q2) = {0,1,...,n} = [0, n]
+ Vk€{0,1,2,...,n}, P(X =k)=(Q)p"Q—p)"F

DEMONSTRATION X (§2) = [0,n] par définition de la variable X.

P(X =k) = (})p"(1 — p)"* par définition des coefficients binomiaux qui dénombrent les chemins
qui contiennent k succés et qui, du fait de la propriété 8.4, ont la probabilité p*(1 — p)"*k d’advenir.

EXEMPLE 79 — On lance quatre fois de suite un dé équilibré & six faces. On appelle succés
I'obtention d’un 6 et on considére la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de succeés.
Cette loi suit une loi binomiale (4, 1) car le dé est équilibré et n’a pas de mémoire.
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On peut construire un arbre qui contient 2* = 16 chemins.

1
6

[Tirages d’un dé cubique]

N\

oot
:ow—l SQH :o:»—‘
[eN[e}]

1 seul chemin meéne & 0 ou 4 succés; 4 ménent & 1 ou 3 succes. Il en reste donc 16 — (1 +1+4+4) =6
qui réalisent 2 succes (j’ai marqué ces six chemins sur Uillustration). Les coefficients binomiaux pour
) : X 4 4 4 4 4
un schéma de Bernoulli de paramétre n =4 sont (;) =1, (1) =4, (5) =6, (3) =4et () = 1.
La loi de probabilité de la variable X comptabilisant les succés est donnée par la formule suivante :
4 k 14—k
P =0 = ()% (1)) (3)
Donnons explicitement les résultats pour toutes les valeurs k € X ().

k 0 1 2 3 1
PX=k) [ =(2) [=ax()x@) [=6x(E) x () [=ax#)'x(3) | =)
~0,4823 ~ 0, 3858 ~0,1157 ~0,0154 ~ 0, 0008

Calculons 'espérance et la variance de X :
EX)=0x (2) +1x4(2)(23)° +2x6(2
vx)=[ox (3) +1xa(8)(3)" +4x6(

-
PROPRIETE 8.11 (Paramétres de la loi binomiale)

Si X est une variable aléatoire Z(n,p) alors :
EX)=np ; V(X)=np(l-p) ; oX)=V(X)=mp(l-p)

\

DEMONSTRATION Cette propriété découle de la linéarité additive de l'espérance (propriété 8.6) :

Si Y1 et Ys sont deux variables définies sur une méme expérience alors E(Y; + Y2) = E(Y1) + E(Y2).
Cette propriété s’étend naturellement & n variables de Bernoulli de méme loi et d’espérances

EMW) =E(Yz) == E(Ys) =p.

La variable X =Y, +Ys 4+ --- +Y,, compte les succés d'un schéma de Bernoulli & n épreuves.
Appliquons & la somme de ces n variables de Bernoulli la linéarité additive :
EX)=EY1+Ys+--+Y,)=EY)) + E(Ys)+--+ E(Y,) = np.

La variance a également cette propriété de linéarité additive lorsque les épreuves sont indépendantes.
Pour deux variables indépendantes de méme loi on a V(Y1 + Ya) = V(Y1) + V(Y2).

Cette propriété s’étend aux n variables indépendantes d’un schéma de Bernoulli de variances

Vi) =V(Y2) = =V(Yn) = p(1 —p).

Onen déduit V(X)=VY1+ Yo+ +Y,) =VY1)+V(Ye)+ -+ V(Yy) =np(l —p).
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Remarque :
Il est possible de démontrer directement ces résultats, & l'aide d’une propriété des coefficients
binomiaux qui constituera notre lemme : Vn € N, Vk €N, 1 <k <n = k(}) =n(,_ })
_ ! (n—1)! _ (n—1)! _ -1
En effet, (i) =k x k!x(?L—k) = 1)&(7:1 1Hi-R) = (k—l)!xTE(Z—l)—(k—l)! =n(3_,)-
’Calcul de E(X) ‘ en utilisant le lemme et en notant, & partir d’ici, ¢ a la place de 1 —p
E(X) = Z k()prqnF = Z k()pFqnF = Z n(}~1)p*q"* (terme nul pour k = 0).
Posons k’ = k 1et mettons n puis p en facteur :
E(X) =n Z (Tllgl)pkurlqn*(kurl) =np nil (”gl)pk’qn*(k’+1) =np nz—:l (nl;l)pk’qnflfk/.
k=0 k=0 k=0
n—1
On remarque alors que > ( ) pkq"17F est Técriture du développement du binome (p + ¢)" ! et
k=0

comme p 4+ ¢ = 1 cette somme vaut 1 et donc E(X) = np.

’Calcul de V(X) ‘ : Pour pouvoir utiliser deux fois successivement le lemme, il est astucieux d’écrire

FE(X?) sous la forme E(X (X —
propriété de I'espérance :

1)+ E(X

). Cette transformation d’écriture est possible d’aprés cette
si ¢ et 1 sont deux fonctions réelles et X une variable aléatoire alors

E(o(X)+¢(X)) = E(go(X)) + E(¢(X)). En effet, en supposant que card(f2) =n, on a
E(p(X) +9(X)) = E((p +9)(X ZWJH/J )P *Z‘Pmk X =z +Z¢mk )
k=0 k=0

E(e(X))

E(¢(X))

En choisissant ¢ : & — z(z — 1) et ¥ : 2 — x, on a bien (¢ + ¥)(x) = 2(x — 1) + = = 22.
Revenons & notre démonstration :

EX(X-1)) = Zn: k(k—1)(H)phq " = Z k(k—1)(3)p"q"* (termes nuls pour k =0 et 1)
Appliquons deuxkf?oois le lemme : k(k — 1)(k) =n(k — 1)(k:1) =n(n— 1)(2:5)

Par conséquent, en mettant n(n — 1) en facteur :

B(X(X 1)) =n(n=1) 3° (Z)p'q"~*

Posons k' = k — 2 et mettons p? en facteur :

B(X(X — 1)) = n(n — 1)p? ”2_32 ()P g E ) = n(n — 1)p? n/iz (") g2

On remarque alors que :/ZZ( ) P q(" 2~k egt Iécriture du développement du binéme (p + ¢)" 2

qui vaut 1 et donc E(X (X — 1)) = n(n — 1)p?

Comme V(X) = B(X?) — (E(X))? = B(X(X — 1))+ BE(X) — (E(X))?, on en déduit
V(X) = n(n—1)p* +np — n’p* = np(1 - p)
Utilisation de la calculatrice :
TI Casio Numworks
menu Calculs, Boite & outils
touche math option PRB | menu RUN option | (5¢ touche), Probabilités puis

choisir 3 (combinaison)

PROB(F3) choisir nCr

Dénombrement, (Z), entrer n
et k

touche 2nde puis var dans | oot STAT options
ps v DIST(F5) puis BINM(F5). | menu Probabilités, choisir Bi-
DISTRIB choisir binomFdp(, . . . . .
P(X =k) , Compléter option Bpd(F1) | nomiale, entrer n,p, puis Sui-
compléter avec les valeurs de o1 . o -
« probability distribution » | vant, sélectionner la 4° icone
n, p, k et)
avec les valeurs de k, n, p
dans l'onglet DISTRIB, choi- | Compléter l'option Bcd(F2) | menu Probabilités, choisir Bi-
P(X <k) | sir binomFRép(compléter | « cumulative distribution » | nomiale, entrer n,p, puis Sui-

avec les valeurs de n, p, k

avec les valeurs de k, n, p

vant, sélectionner la 1% icone

La calculatrice permet de déterminer les coefficients binomiaux (}), les valeurs de P(X = k) et aussi
P(X < k) pour une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale Z(n,p), avec n € N*, p € [0;1] et
k entier tel que 0 < k < n. En se mettant dans le mode « Table », on peut également obtenir un
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tableau de ces différentes valeurs : on remplace k par X, et on écrit Y1=binomFdp(n,p,X) sur TI ou
Bpd(X, n, p) sur Casio. Sur Numworks, le tableau n’est pas disponible, mais les différentes valeurs
sont représentées graphiquement par un diagramme en baton.

Utilisation du tableur : Avec un tableur (calc d’OpenOffice), on a accés aux valeurs utiles :

+ les coefficients binomiaux (7) : taper la formule « =COMBIN(n ;k) »)

+ les valeurs de P(X = k) : taper la formule « =LOL.BINOMIALE(% ;n;p;0) »)

+ les valeurs de P(X < k) : taper la formule « =LOL.BINOMIALE(k ;n;p;1) »)
Remarques : avec le tableur Fzcel de Microsoft, il suffit de remplacer les codes 0 et 1 par False et
True. En faisant varier k£ entre 0 et n dans une feuille de calculs, on obtient simplement le tableau des
P(X = k) d’une loi binomiale. Ce tableau fourni & l’assistant graphique conduit a la représentation
de cette loi par un diagramme en batons.

Pour représenter la loi binomiale %(12;0,333) a ’aide du tableur : commencer par entrer les valeurs
de k sur la ligne 1 (de 0 & 12), puis entrer la formule en A2 : « =LOIL.BINOMIALE(A1;12;0,333;0) ».
Recopier ensuite cette formule en tirant la poignée vers la droite (voir I'illustration).

Pour obtenir le diagramme, sélectionner la plage des données (de la cellule A1 a la cellule M2, plage
notée A1 :M2), puis lancer 'assistant graphique (icone Diagramme) ot on sélectionne le type de
diagramme « Colonne ». Déclarer les données « en ligne » et la « Premiére ligne comme étiquette ».

A2 “| fx E = |-LOIBINOMIALE(AT;12:0,333;0)
H B c D E F G H | J K L M
1 0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12
29[ 0.0078 ] 0.0465 [ 0.1276 | 0.2123 | 0.2384 | 0.1905 | 0.1109 | 0.0475 | 0.0148 | 0.0033 | 0.0005 | 0.0000 | 0.0000
3
1 TU.SUUU
3 poignée Loi binomiale B(12;0,333)
6 02500
7
8 02000
9
10 01500
1
L 0,1000
13
L 0.0500
15 l .
- 00000 | = -
= o 1 2 3 4 5 & 7T 8 9 10 1 12

2.c. Prise de décision

PROPRIETE 8.12 (INTERVALLE DE FLUCTUATION) On considére une population sur laquelle on )
étudie la proportion p d’individus ayant un caractére C avec p € [0,2;0, 8] et dans laquelle on
préléve un échantillon de taille n > 25.

Dans ces conditions, la fréquence f des individus de I’échantillon ayant le caractére C fluctue,

L
n
\. J

dans 95% des cas, a 'intérieur de l'intervalle [p = ﬁ;p + f}’ dit intervalle de fluctuation.

Remarques :

Cela signifie qu’en choisissant un échantillon de taille n au hasard, la probabilité de I'événement

« fe [p — ﬁ; D+ ﬁ] » est supérieure ou égale a 0,95 sous réserve de satisfaire les conditions sur n
et p. Reformulons cette situation dans le contexte de la loi binomiale : le tirage au hasard d'un
individu dans une population qui peut présenter un caractére C avec une probabilité p est assimilable
a une épreuve de Bernoulli de paramétre p out le succés correspond & « avoir le caractére C ». Le
prélévement d’un échantillon de taille n dans cette population s’assimile alors & un schéma de
Bernoulli de paramétres n et p et la variable aléatoire X qui compte le nombre de succés suit la loi

binomiale #(n, p). La variable aléatoire F' = % correspond a la fréquence du succes.
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( )

DEFINITION 8.12 Soit X une variable qui suit une loi binomiale % (n,p) et F = % la variable
aléatoire qui représente la fréquence du succes. Un intervalle de fluctuation de F au seuil de 95%

est un intervalle de la forme [%, %} ol a et b sont des entiers compris entre 0 et n, tels que

P(=<F<~)>0,95
\_ J

3o
S|

Dans la pratique :
La condition P(% < F' < %) > 0,95 équivaut & P(a < X < b) > 0,95. Afin d’obtenir l'intervalle de
fluctuation de plus petite amplitude, on cherche les plus petits entiers a et b tels que :

P(X <a)>0,025 et P(X <b)>0,975

Ces conditions satisfaites, on aura bien P(a < X < b) > 0,95 car

P(X<b)>0,975—= P(X >b)<0,025 et P(X <a)>0,025—= P(X <a)<0,025.
Comme P((X <a)U(X >b))=P(X <a)+ P (X >b) <0,025+ 0,025 = 0,05,
maPla<X<bh)=P((X<a)U(X>b)=1-P(X <a)U(X >b))>0,95.

ExXEMPLE 80 — On constitue des sachets de 100 bonbons M&M’s & partir d’un mélange contenant
des bonbons des 6 couleurs en proportion égale (f = % pour chaque couleur). A I’aide du tableur, on
veut déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la fréquence d’une couleur, disons
orange, dans un sachet. Le nombre X de bonbons de couleur orange suit la loi binomiale Z(100; %)

La fréquence des bonbons de couleur orange est donné par la variable aléatoire F' = 1)5—0. On cherche

deux entiers a et b tels que P(l%o <FK ﬁ) > 0,95 autrement dit tels que P(a < X < b) > 0,95.
Ci-dessous une copie d’écran du tableur avec les valeurs prise par la variable X, les probabilités
P(X = k) et les probabilités cumulées P(X < k).

Pk} | POt=k)
0.0000 | 0.0000
0.0000 | 0.0000
0.0000| 0.0000 Probabilités que le nombre de bonbons de couleur orange égale k
0.0000 | 0.0000
0.0001 | 0.0001
0.0003 | 0.0004 | 0.1200
10,0009 | 0.0013
0.0025 | 0.0038
0.0058 | 0.0095
0.0115 | 0.0213
10 [0,0214] 0.0427 | § 1000
11 | 0,0350 | 0.0777
12 [0.0520| 01297
13 | 0,0703 | 0.2000
14 [ 0.0874] 0.2874
15 [0,1002] 0,387
16 | 0,1065 | 0.4942 | 00300

|| ~|o| o | |w|m]| o=

17 [0.1052| 0,5994
18 [0.0971] 0.6965
19 [0.0838 | 0.7803
20 | 0,0679| 0.8481
21 0.0577 | 0.8998
37 |0,0371] 0,939 | 0600
23 |0,0252 | 09521
24 [ 0,0162] 09783
25 |0,0098 | 0,9881
26 | 0.0057 | 0.9938
27 [0.0031 0.9969 | 0400
28 | 0.0076 | 0.9985
29 | 0,000 | 0,9993
30 [0.0004] 0.9997
31 |0.0002] 0,9399
32 [0.0001] 1.0000
33 [0.0000] 1.0000 | 0.0200
34 [0.0000] 1,0000
35 |0.0000] 1.0000

36 | 0.0000| 1.0000

37 [0.0000| 1.0000 I | I

B TS e .

10 0'0000 1'0000 1 3 &5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
= = 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

La partie colorée en orange montre que :

+ P(X <10) > 0,025 et a = 10 est la 1™ valeur de k ou P(X < k) > 0,025 se produit

+ P(X <24) 20,975 et b =24 est la 1™ valeur de k ot P(X < k) > 0,975 se produit
Donc P(10 < X < 24) > 0,95 ou encore P(% <F K %) > 0,95 et donc [%; 12—040} est un intervalle
de fluctuation au seuil de 95% de la fréquence de la couleur orange dans les sachets de 100 M&M’s. Le
risque de voir la fréquence de la couleur orange sortir de cet intervalle est inférieur a 5%.
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Un échantillon de 100 bonbons contenant moins de 10 bonbons de couleur orange ou plus de 24
bonbons de couleur orange ne serait pas représentatif de cette distribution au seuil de 95%.

Comparons ce résultat & U'intervalle de fluctuation prévu par la propriété 8.12 :

IFy., = é — ﬁ; % + ﬁ] = [1—157 %] ~ [0,0667;0,2667]. L’intervalle de fluctuation donné par la
loi binomiale est I Fpinom = [0, 1;0,24]. On constate que I Fpipnom a une amplitude plus faible que
IEp0p et que I Fyinom C IFp0p ¢ les fluctuations prévues par la loi binomiale sont moins dispersées

que celles que donne la propriété 8.12.

La représentation cumulative des probabilités /
associées a la loi binomiale Z(100; ¢) est don- /
née ci-contre. 1l s’agit de la représentation de la

fonction dont les valeurs sont fournies par le ta- %% /
bleau ci-dessus : /

kw— P(X <k) N /
Les droites d’équation y = 0,025 et y = 0,975 /
correspondant aux valeurs de coupure 2,5% et
97,5%, déelimitent une zone (colorée sur le gra- /
phique) qui contient exactement 95% de la po-
pulation. Du fait que les nombres a et b sont des /
entiers, les valeurs de coupure retenues sont 1é- /
gérement décalées et le pourcentage de la popu- o>
lation contenu entre ces valeurs dépasse toujours /
légérement 95%. Ici, la somme des probabilités /

de P(X =10) a P(X = 24) est environ égale a /
95, 7%. 00 -

13 6 7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Reégle de décision :

Dans une population, on ne connait pas toujours avec exactitude la proportion de la population
ayant un caractére C mais on peut faire une hypothése sur cette proportion, c’est-a-dire se fixer une
valeur p de cette proportion, et soumettre cette hypothése au test d’échantillonnage. Notons f la
fréquence observée dans un échantillon de taille n de cette population. Comme on sait que 95% des
échantillons doivent avoir une fréquence comprise dans l'intervalle de fluctuation IF déterminé &
partir de n et p, on peut établir la régle de décision suivante :

Si la fréequence f de I'échantillon n’appartient pas a I F', on rejette I’hypothése faite
sur p avec un risque d’erreur de 5%. Dans le cas contraire, on affirme que I’hypothése
est crédible car compatible avec les données d’échantillonnage.

Application : cette régle examine si la variabilité d’'un échantillonnage peut s’expliquer par le simple
fait du hasard. Lorsque la fréquence f mesurée dans ’échantillon sort de I'intervalle de fluctuation, il
faut chercher une autre explication que le hasard pour justifier ’écart entre la fréquence observée et
la probabilité hypothétique p attribuée au caractére C.

Si on trouve qu’un sachet de 100 bonbons M&M’s ne contient que 7 bonbons oranges ou 25 bonbons
rouges, d’aprés ce qui a été vu plus haut, il faut rejeter 'hypothése que les 6 couleurs sont
équiprobables dans ce genre de sachet. La simple fluctuation due au hasard ne permet pas d’expliquer
ces valeurs. En affirmant cela, on assume un risque d’erreur de 5%.

Avec les mémes données numériques, pour déterminer si un dé cubique est bien équilibré on peut
faire ’expérience de le tirer 100 fois et de noter le nombre de fois ot I’on a obtenu chacune des faces.
Selon notre étude, si une quelconque des 6 faces est sortie plus de 24 fois ou moins de 10 fois, alors on
trouver ce résultat « anormal » au seuil de 95% et rejeter 'hypothese d’équiprobabilité des faces.
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2.d. Simulations

Une expérience aléatoire améne un « succés » avec une probabilité égale & p, nous voulons simuler
avec un programme la constitution de N échantillons de taille n pour chacun desquels on déterminera
la valeur k prise par la variable aléatoire X qui compte le nombre de succés. Le programme doit
pouvoir estimer les probabilités P(X = k) et P(X < k) ainsi que les paramétres de la loi de X.

Programme PO : échantillon‘

Le programme génére un échantillon de n individus dont certains sont des succeés (notés S) et les
autres des échecs (notés E). On affiche ici ’échantillon ainsi que la valeur prise par la variable
aléatoire X comptant le nombre de succes.

random random

echantillon(n,p):

k=0 Génération d'un &chantillon de 16 individus
1 range (n) : EEEEEEEEEEZSEZSESS ->» Nombre de succes=4
random () <p:
k+=1

print("s", end=" ")
: print("E", end=" ")

k
n,p=16, 1/6
print("Génération d'un échantillon de {} indiwvidus :".format (n))
print (" -> Nombre de succes={}".format (echantillon(n,p)))

Programme P1 : loi de probabilité‘

Une valeur particuliére de K € [0,n]) étant donnée, le programme comptabilise :
+ le nombre C d’échantillons dans lequel X = K
+ le nombre Cs d’échantillons dans lequel X < K

Le programme affiche alors les valeurs empiriques de P(X = K) = § et P(X < K) = §2.

Programme P2 : paramétres de la loi‘

Le programme détermine les paramétres (espérance, variance, écart-type) de la variable aléatoire X :
+ lespérance est calculée comme la moyenne des valeurs de k
+ la variance est calculée avec la formule de Kénig-Huygens comme la différence entre la
moyenne des k? et le carré de la moyenne des k
Je reprends les valeurs numériques de ’exemple 80 afin de pouvoir comparer les valeurs empiriques
obtenues par la simulation et les valeurs théoriques obtenues par les formules.

random random random random
math t
echantillon(n,p) : ma saF
k=0 echantillon(n,p) :
i range (n) : k=0 .
random () <p:k+=1 1 range (n) :
k random () <p:k+=1
k
loi(N,n K):
o é2;0;g: ) parametre (N,n,p) :
LY ¥1,¥2=0,0
i range (N) : .
Y=echantillon (n,p) ;‘( hraz?ii]ﬂ ( )
F==K : C14=1 =echantillon(n,p
H<=K:02+=1 i;:iﬁk .
C1/N,c2/N =
/ / F1/N, %2 /N— (X1 /N) **2
N,n,p,k=100000,100,1/6,15 N,n,p=100000,100,1/6
f1,f2=1loi(N,n,p,K) E,V=parametre (N,n,p)
print("P(¥={})={]".format (K, £1)) E,V,S=round(E, 3) , round (V, 3) , round (sgrt (V) , 3)
print("P(#<={})={}".format (K, £2)) print ("E(X)={},V(X)={},sigma (X)={}".format (E,V,S))
P(x=5)=0.00021  P(¥=10)=0.02224 E(X)=16.68,V(X)=13.817, sigma (¥)=3.717
P (¥<=5)=0.00032 P (¥<=10)=0.04388

L’intérét de ce programme est de donner une estimation empirique des caractéristiques de cette loi de
probabilité. On a obtenu ici, en simulant 100 000 échantillons, que I'espérance et I’écart-type valent
approximativement F(X) = 16,68 et o(X) = 3, 717.

Cette loi de probabilité est une loi Binomiale %(100; %)) dont les paramétres sont

E(X) =10 ~16,67 et 0(X) = /2R ~ 3,727.
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2.e. Autres lois

Il existe de nombreuses autres lois de probabilité en dehors de la loi binomiale. En voici deux :

2.e.1. Loi géométrique tronquée

DEFINITION 8.13 Soit n # 0 un entier et p la probabilité de succés d’une épreuve de Bernoulli.
On appelle « loi géométrique tronquée » de parameétres n et p, la loi de probabilité d’une variable
X donnant le nombre d’essais nécessaires pour obtenir le premier succés, étant entendu que le
nombre d’essais ne peut pas dépasser la valeur n.

Remarque : Il n’est pas difficile de déterminer P(X = k) lorsque 1 < k < n. Comme il doit y avoir
k — 1 échecs (de probabilité 1 — p) suivis d'un succés, on a P(X = k) = p(1 — p)k~L. Lorsqu’il n’y a
pas de succés en n essais, la variable aléatoire prend la valeur 0; ainsi, on a P(X =0) = (1 — p)™.
Montrons que la somme des probabilités de cette loi vaut bien 1, en notant ¢ =1 —p :

n n

_ _ l—q
> p" g =pd " g =px1x
k=1 k=1 1-

n

1—4q"

+q" =px +q"=1-¢"+q"=1

’Programme P3 : loi et paramétres‘

Ce programme utilise une liste L afin de donner les valeurs empiriques de P(X = k) pour 0 < k < n.
La simulation détermine un rang k du premier succés ce qui, & chaque fois, incrémente de 1 le
compteur L(k). Lorsque les N valeurs ont été ainsi enregistrées, il n’y a plus qu’a calculer les
fréquences % correspondant aux probabilites P(X = k).

Pour le calcul des paramétres, on procéde a peu prés comme pour la loi binomiale sauf qu’il faut

additionner les produits k x L(k) pour déterminer E(X) et k? x L(k) pour déterminer F(X?).

random random N,n,p=100000,3,1/4
math sgrt ¥1,¥%2=0,0
Liste=lei (N,n,p)
echantillon(n,p): i range (n+l) :
k=0 P=round (Liste[i1] /N, 3)
i range (1,n+1) : print ("P(¥={})={]}".format(i,P))
random () <p: Fl+=Liste[i] *i
=3 ¥2+=Liste[i] *i**2
E,V=round (¥X1/N, 3) , round (¥2 /N- (X1 /N) **2, 3)
k S=round (sgrt (V) ,3)
print ("E(X)={} ,V(X)={},sigma(X)={]".format (E,V,5))
lei(N,n,p):
L=(n+1) *[0] P(¥=0)=0.424
i range (N) : P(¥=1)=0.248
Llechantillen(n,p)]+=1 P(¥=2)=0.188
L P(¥=3)=0.14
E(¥)=1.043,V(x)=1.17,sigma (X)=1.082

ExXEMPLE 81 — Un client cherche & joindre par téléphone un service de dépannage. La probabilité
que son appel soit pris sans attente est p = i. Si son appel n’est pas pris sans attente, ce client
raccroche et rappelle le service. Il fait au maximum trois tentatives (n = 3).

On note X la variable aléatoire donnant le rang de la tentative aboutissant sans attente. Si les trois
tentatives ont échoué, on convient que X = 0.

La loi de probabilité de X est une loi géométrique tronquée de parameétres n et p. D’aprés les
formules établies ci-dessus dans la remarque, les probabilités sont calculées dans le tableau suivant.

k 0 1 2 3
P(X =k) 0,75° 0,25 |0,25x0,75 | 0,25 x 0,75°
=0,421875 | = 0,25 | =0,1875 | =0,140625

Calculons les paramétres de cette loi :

E(X)=0x0,421875+1x 0,254+ 2 x 0,1875 + 3 x 0, 140625 = 1, 046875

V(X)=E(X?) -~ (E(X))2 =1x0,25+4x0,18754 9 x 0,140625 — 1,046875% ~ 1, 169678

o(X) =/V(X) =~ +/1,169678 ~ 1,081516

Ces valeurs théoriques sont approchées par les valeurs empiriques d’autant mieux que 'on prend un
N grand. Avec N = 100000, on constate que le résultat d’exécution confirme cela.
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2.e.2. Loi hypergéométrique

DEFINITION 8.14 Soient M # 0 un entier, m et n deux entiers inférieurs & M.

On appelle « loi hypergéométrique » de parameétres M, n et 77, la loi de probabilité d'une variable
X donnant le nombre d’individus possédant un certain caractére, dans un tirage simultané de n
individus d’une population de taille M ou il y a m individus possédant ce caractére.

Remarque : On peut déterminer P(X = k) lorsque 0 < k < n en effectuant deux dénombrements,
dans le cadre d’une situation d’équiprobabilité :

+ le nombre de cas possibles est le nombre de choix de n éléments parmi M, soit (Af )

+ le nombre de cas favorables est le produit du nombre de choix de k éléments parmi m ((7))

par le nombre de choix de n — k éléments parmi M — m ((Ai:;:))

m M—m
Ainsi, on a P(X = k) = ('“)X(](w’)lk)

Programme P4 : loi et paramétres‘

Ce programme utilise une liste L afin de donner les valeurs empiriques de P(X = k) pour 0 < k < n.
La simulation détermine le nombre d’essais qui ont amenés k succés ce qui, & chaque fois, incrémente
de 1 le compteur L(k). Le reste est similaire a la loi géométrique tronquée.

N,M,n, m=100000,32,5,4

random random ¥1,¥%2=0,0
math sgrt Liste=loi (N,M,n,m)
i ranges (n+l) :
echantillon(M,n,m) : P=round (Liste[i] /N, 4)
k=0 print ("P(¥={})={}".format(i,P))
i range (n) : ¥l+=Liste[i]*i
random () <m/M: F2+=Liste[i1] *¥i**2
k+=1 E,V=round (¥1/N, 4) , round (¥2 /N- (X1 /N) **2 4)
m—=1 S=round (sgrt (V) ,4)
M—=1 print ("E(X)={} , V(&) ={},sigma(X)={]".format(E,V,5))
k
P (¥=0)=0.5127
loi(N,M,n,m): P(¥=1)=0.3889
L=(n+1)*[0] P (¥=2)=0.0913
i range (N} : P (¥=3)=0.007
L[echantillon (M,n,m) ]+=1 P(#=4)=0.0001
L P(¥=5)=0.0
E(¥X)=0.5931,v(x)=0.4677,sigma (¥X)=0.6839

EXEMPLE 82 — Au poker menteur, célébre jeu de cartes & deux joueurs, on distribue 5 cartes a 'un
deux qui annonce « brelan de rois » (présence de 3 rois exactement sur les 5 cartes tirées).

Quelle est la probabilité que le joueur ne mente pas s’il n’y a pas de jokers dans le jeu de 32 cartes?
La variable X (le nombre de rois tirés) suit une loi hypergéométrique de paramétres 32, 5 et %.
D’apres la formule établie ci-dessus, la probabilité cherchée est

(9 (3) _ 27
) 3596

~ 0,0075

La valeur empirique calculée par notre programme s’approche bien de cette valeur.

Sur cet exemple, on peut vérifier une propriété de cette loi : son espérance est égale a celle de la loi
binomiale, soit F(X) = np égal ici a & = 53—X24 = % =0,625.

Quelle est la probabilité que le joueur ne mente pas s’il y a un joker dans le jeu de 32 + 1 cartes?

Dans ce cas, on considére que le joker est un roi. Il s’agit d’une loi hypergéométrique de paramétres
5

28
33, 5 et 35—3 et P(X =3) = (3)(%()2) = 13%8 ~ 0,016, ce que confirme approximativement le

programme.
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3. Loi des grands nombres

3.a. Linégalité de Bienaymé-Tchebychev

PROPRIETE 8.13 (INEGALITE DE MARKOV) Soit X une variable aléatoire finie qui ne prend que
des valeurs positives (telle que X (£2) C RT) et soit € un réel strictement positif.

E(X)

€

P(X >¢) <

DEMONSTRATION Par définition de 'espérance E(X) = > P(X =k) x k.

keX(Q)
Ona Y P(X=kxk= Y PX=kxk+ Y PX=k)xk
kEX(Q) kEX(Q) kEX(Q)
k<e k>e
Comme k > 0 et P(X =k) >0, lasomme > P(X =k) x k est positive.
keX(Q)
k<e
Par conséquent Y. P(X =k)xk> Y P(X=k)xketdoncE(X)> Y PX=k)xk.
kEX(Q) kEX(Q) keX ()
k>e k>e

Maisk>e= P(X =k)xk>P(X =k) xe
On en déduit E(X) > >, P(X =k)xe soit BE(X)>e > P(X=k).

kEX(Q) kEX(Q)
k>e k>e
Par deéfinition Y, P(X =k)=P(X > k)
keX(Q)
k>e

BE(X)

Finalement F(X) > eP(X > k) d’ou, puisque € > 0, la conclusion P(X > ¢€) <

Remarques :

+ La double majoration opérée ici est sévére (on néglige toutes les valeurs de k < € et ensuite on
minore tous les k > € par €) ce qui peut parfois conduire & un résultat peu intéressant ;
néanmoins, on va utiliser ce résultat pour en établir un autre, 'inégalité de
Bienaymeé-Tchebychev.

+ Dans l'exemple 81 ou E(X) = 1, 046875,

— avec e =2 on a P(X >2) < 2287 ~ 0,52 alors que P(X > 2) = 0,328125
— avece=3ona P(X >3)< 1,043& ~ 0,35 alors que P(X > 3) =0, 140625
— avec e=4 on a P(X >4) < X8 ~ 0,26 alors que P(X >4) =0

-
PROPRIETE 8.14 (INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV) Soit X une variable aléatoire finie
et soient € un réel et n un entier, tous deux strictement positifs.

V(X 1
(2 ) et, en particulier, P(|X — E(X)| > ko(X)) < —
€

P(IX ~E(X)| > < o

DEMONSTRATION 11 suffit d’appliquer 'inégalité de Markov a la variable (X — E(X))? :
2 5 2 « BE(X-E(X))?)
P((X — B(X))? > ) < BOEEOR),
Par définition de la variance V(X) = E((X — E(X))?).
P((X — E(X))? > €2) est la probabilité de I'événement (X — E(X))? > €2 <= |X — E(X)| > e du
fait de la croissance de la fonction racine carrée sur R™ (et du fait que |¢] = ¢€).
Finalement on a bien P(|X — E(X)| > €) < %Xr)

Si € = ko(X) avec k € N*, I'inégalité s’écrit P(|X — E(X)| > ko(X)) < (k‘:(())?))ﬁ soit
P(X — B(X)| > ko(X)) < 2 puisque (o(X))2 = V/(X).




8.3. LOI DES GRANDS NOMBRES 199

Remarques :

+ La reformulation de I'inégalité de B-T qui prend comme paramétre € un multiple de
Pécart-type de la variable donne un majorant trés simple (k%) de la probabilité que la variable
s’écarte de 'espérance de plus de k fois I'écart-type. Cette constatation lui vaut d’étre souvent
utilisée pour une prise de décision, nous allons ’appliquer dans le cas d’une loi binomiale.

+ Dans l'exemple 81 ot E(X) =1,046875 et V(X) ~ 1,169678,

— avec € = 1 on a approximativement P(|X — E(X)| > 1) < 1,17 alors que
IX—-EX)>21=(X=0U(X=3)
En effet [0 — B(X)| = 1,05 > 1, |1 — B(X)|~ 0,06 <1, ..., |2— E(X)| ~ 0,95 < 1, [3— B(X)| = 1,95 > 1
et donc P(| X — E(X)|>1)=P(X =0)+ P(X =3) =0,5625

— avec e =2 on a P(|X — B(X)| >2) < % ~ 0,29 alors que [X — E(X)|>2=9
En effet [0 — B(X)| ~ 1,05 < 2, |1 — B(X)| ~ 0,05 <2, ..., |3— E(X)| ~ 1,95 < 2
et donc P(|X —E(X)|>2)=0

Voyons ce qu’apporte la reformulation avec o(X) ~ 1,082 et 20(X) ~ 2,163 :

— avec e =o(X) ona P(|X — E(X)| > 0(X)) <1 alors que | X — E(X)| > o(X) = (X <3)
En effet [0 — B(X)| = 1,05 < 0(X), ..., |2 — B(X)| = 0,95 < o(X), |3 — E(X)| ~ 1,95 > ¢(X)
et donc P(|1 X — E(X)|>0(X))=1—P(X =3)=~0,86

— avec € = 20(X) on a P(|X — E(X)| > 20(X)) < § alors que |[X — E(X)| > 20(X) =@
En effet [0 — E(X)| ~ 1,05 < 20(X), ..., |3 — E(X)| ~ 1,95 < 20(X)
et donc P(|X — E(X)|>2)=0

3.b. Linégalité de concentration

-
PROPRIETE 8.15 (POUR UN ECHANTILLON ) Soit un échantillon (X1, Xo,...,X,,) de variables

d’espérance E(X;) = Z et de variance V(X;) = o2 pour tout i € [1,m].
X1+ Xo+-+Xm
m

Pour la variable M,, = , quel que soit € > 0, on a P(|M,, — Z| > €) <

\\

me?

DEMONSTRATION L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a la variable M, s’écrit
P(| My — BE(Mp)| > ¢) < +z
La propriété 8.8 nous indique les paramétres de M,, : E(M,,) = & et V(M,,) = %2

o2

me2

Par substitution dans 'inégalité, on obtient P(|M,, — z| > €) <

Remarques :

+ Cette inégalité est parfois appelée loi des grands nombres d’aprés Siméon Denis Poisson qui
utilisa cette expression en 1837. Pourquoi parle t-on de grands nombres? Cette inégalité
indique que lorsque la taille de I’échantillon augmente — lorsque m devient un grand nombre —
la probabilité que la moyenne des variables s’écarte de plus d’une certaine valeur e devient de
plus en plus petite. La limite de P(|M,, — Z| > €) est nulle quand m tend vers 'infini, c’est
d’ailleurs plutét cette derniére affirmation que 'on devrait appeler loi des grands nombres.
Cette loi était déja percue dans le domaine des jeux de hasard et Jacques Bernoulli en fit une
premiére théorisation relative & la loi binomiale dans son Ars Conjectandi de 1737.

+ Pourquoi parle t-on de concentration ? Car M, et T sont des paramétres centraux : le premier
est la moyenne de I’échantillon et le second 'espérance de toutes les variables impliquées dans
cet échantillon. On majore, avec cette inégalité, le risque que 1’échantillon ne soit pas assez
concentré, c’est-a-dire que sa moyenne s’écarte trop de l'espérance. Celle-ci apparait alors
comme la valeur théorique vers laquelle tend la moyenne de 1’échantillon.
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7

PROPRIETE 8.16 (APPLICATION AU SCHEMA DE BERNOULLI) Soit un échantillon (Xl, ey Xom)
de variables de Bernoulli de parameétre p. Les variables S,, = X1+ -+ X, et M, Sm > vérifient
1-— 1—
Ve >0, P(|Sm—mp| > ¢€) < LQP) et P(|My, —p| > ¢€) < Lf)
\ € me

DEMONSTRATION La variable S, = X1 + X9 + - -- + X,,, compte le nombre de succes car
X;(Q2) = {0,1} pour tout i € [1, m]. Elle suit donc une loi binomiale %&(m,p) dont les
caractéristiques sont E(Sy,) = mp et V(Sp,) = mp(1 — p).

En appliquant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a cette variable on obtient

P(|Sm —mp| > ) < ")

La variable M, = Sﬁ a pour caractéristiques :
E(Sm) = E(Sm) _ M — et V(M) = V(Sm) V(Sm) _ mp(l -p) _ (1 p)

m m m m
En appliquant 1’1negahte de Bienaymeé-Tchebychev & cette variable on obtlent
P(|Mp —p| > ) < PP
Intervalle de fluctuation : Un échantillon (X,...,X,,) de variables de Bernoulli de paramétre p
étant donné, la variable S,,, = X1+ X2+ - -+ X,,, compte le nombre de succés et suit une loi Z(m,p).
Dans la partie 8.2.3, on a donné comme intervalle de fluctuation de la variable M,, = Sﬁ qui évalue

la fréquence des succes au seuil de 95% l'intervalle [%, %] oll a et b sont des entiers compris entre 0

et m, tels que P(% < M,, < £)>0,95.

L’événement |M,, — p| > € est le contraire de I’événement |M,, — p| < € soit p —e < M,,, < p+e.
Par conséquent P(p —e < My, <p+e¢€) =1— P(|M,, — p| > ¢).

La propriété 8.16 implique 1 — P(|M,,, —p| =€) > 1 — %.

On en déduit P(p —e < My, <p-+e€) > 1—%.

Pour comparer avec la régle édictée au seuil de 95% dans la partie 8.2.3, choisissons € de maniére a

avoir 1 — L;;ZP) = 0,95 soit 0,05 = pi(nl;f) <= 0,05me2 =p(l —p) = € = poi(yégfg.

Appliqué a la situation de 1’exemple 80, la loi suivie par S, est Z(100, %) on obtient

1,5
=YV 00651?00 = \/%: \/I: % ~ 0, 167.
Par conséquent P(f - = < M, < = —|— ) > 0,95, approximativement P(0 < M,, < 0,333) > 0, 95.
L’intervalle de conﬁance au seuil de 95% qu’on peut déduire de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
est donc IF = [0;0,333]. Cet intervalle est moins précis que ceux déterminés plus haut mais l’obtenir
nécessite peu de calculs et on peut étendre la méthode tres facilement & d’autres seuils que 95%, par
exemple 90%, 99% ou 99, 5%.

Généralisons cette méthode : supposons qu’on cherche & déterminer I'intervalle de fluctuation au seuil
de t% avec t € [0,100]. On doit avoir P(p — € < My, < p+€) = 155 avec la valeur de € donnée par

p(l—p) _ p(1—p)
e — 100 qui conduit & e = 10 T (100—8) "

L’intervalle de fluctuation est alors IF = [p — €;p + €.
Voici quelques valeurs obtenues a partir de cette formule pour p = % et m = 100 ou m = 1000 :

I’égalite 1 —

t £ pEe pte [ g pE pte
90 0,118 0,049 0,285 90 0.037 0.129 0.204
9 0,124 0,042 0.291 91 0.039 0127 0.206
92 0,132 0,035 0,298 92 0.042 0.125 0.208
93 0,141 0,026 0,308 93 0.045 0,122 0.211
94 0,152 0,015 0,319 94 0.048 0.119 0.215
95 0,167 0,000 0,333 95 0.053 0.114 0.219
96 0,186 0.020 0,353 96 0.059 0.108 0.226
97 0,215 0.048 0,382 97 0.068 0.099 0.235
98 0,264 0,097 0.430 98 0.083 0.083 0.250
99 0,373 0.206 0,539 99 0.118 0.049 0.285

99.5 0.527 0.360 0,694 99.5 0,167 0.000 0.333

| m [ m

P | P |
[ 100 [0.166666666 | [ 1000 | 0.166666666 |




