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Apercu historique :

C’est en Italie, au XVI1¢ siécle, qu’apparurent les nombres complexes. Niccolo Tartaglia (1499-1557)
innove en utilisant la racine carrée de —1 (pas encore nommée i) comme moyen systématique de
résolution des équations du troisiéme degré. On ne sait pas bien s’il améliora la méthode secréte de
Scipione del Ferro ou s’il inventa lui-méme cette méthode, toujours est-il qu’il finit par la révéler a
Jérome Cardan (1501-1576) qui la publie en 1545 dans l'ouvrage Ars Magna (le Grand Art). Cardan
publie également dans ce livre la formule découverte par Ludovico Ferrari, son éléve, qui permet de
résoudre les équations du quatrieme degré en se ramenant a la résolution d’une équation du troisiéme
degré. Quelques années plus tard, Rafaele Bombelli (1526-1572) prolonge le travail de ses
compatriotes précurseurs par [’étude des propriétés de ces nombres complexes qu’il publie en 1572
dans Algebra. Malgré les avancées considérables de ces pionniers italiens, la communauté
mathématique est loin de considérer cette cuisine algébrique comme un travail sur de vrais nombres.
Ces nouveauzr nombres sont nommés imaginaires en 1637 par René Descartes (1596-1650). Leibnitz,
contemporain de Descartes, a dit de cette invention que D'esprit divin s’est manifesté de fagon sublime
dans cette merveille de 'analyse, ce prodige d’'un monde idéal, cet intermédiaire entre 1’étre et le
non-étre, que nous appelons la racine imaginaire de 'unité négative. Leonhard Euler (1707-1783)
utilise abondamment ces nombres qu’il définit comme impossibles, publie la formule

e = cosx +isinx et Uidentité '™ + 1 = 0 dans Introductio in analysin infinitorum en 1748, et
introduit en 1777 la notation 1.

Au début du x1x° siecle, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) construit précisément le corps, noté C, des
nombres complexes associés aux opérations d’addition et de multiplication. Il monire que ce corps est
algébriqguement clos, ce qui conduit & identifier le degré d’un polyndme complexe non nul au nombre
de ses racines comptées avec leur ordre de multiplicité. Il appelle complexes ces nombres en 1831
dans Theoria residuorum biquadraticorum car ce sont des nombres composés d’une partie réelle et
d’une partie imaginaire. Influencé par les travaux de Jean-Robert Argand (1768-1822) et Caspar
Wessel (1745-1818), Gauss et surtout Augustin Louis Cauchy (1789-1857) développent laspect
géométrique des complexes; Cauchy introduit en 1847 les termes affixe et argument. Plus tard,
William Rowan Hamilton (1805-1865) prolonge 'ensemble C en définissant les quaternions.
L’acceptation de ces nouveauzr nombres ressemble a une lente digestion qui s’est étalée sur trois
siecles ; la lettre © est linitiale d’tmaginaire ou inventé, mais c’est aussi celle d’impossible, idiotie,
tnutile et irréelle. Outre les applications en algébre, en analyse, et en géomélrie, ces nombres trouvent
leur utilité en physique. Leur statut est dorénavant solidement établi, personne n’en contestant plus la
légitimité. Comme o chaque découwverte d’un nouwveau type de nombre, le concept méme de nombre a
dd étre remanié.
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1.a. Les équations du second degré insolubles dans R

L’ensemble des réels ne contient pas de solution pour certaines équations du second degré comme

22 41 = 0 ou, plus généralement, ax? + bz + ¢ = 0 lorsque A = b? — 4ac < 0. Le carré d’un réel étant
toujours positif, il ne peut égaler —1 ce qui est pourtant la seule facon d’annuler 2% + 1.

En introduisant le nombre v/—1, que I'on va noter i, on a i2 = (—i)? = —1 et '’équation 22 +1 =0 se
retrouve avec deux solutions qui sont i et —i. Cet artifice de la numération est un « nombre » (un
symbole se prétant aux opérations que ’on définit avec lui) mais ce n’est pas un nombre réel.

On peut désormais résoudre les équations du second degré qui n’avaient pas de solution dans R.

En effet, les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0 existent lorsque A < 0 puisque

VA = /(1) x (=A) = /=1 x vV/=A = iy/—A et le nombre v/—A est bien un réel positif.

Les solutions de I’équation s’écrivent alors sous la forme générale x = a 4 ib ot a et b sont des réels :

—bEtivVA b, VA

= 2a T 2a ZQa

4 D
DEFINITION 5.1 (NOMBRE COMPLEXE) Soit 4 le nombre imaginaire définit par 2 = —1 et C
I'ensemble des nombres z s’écrivant a + bi avec (a,b) € R%. La partie réelle de z notée Re(z) est
le nombre réel a tandis que la partie imaginaire de z notée Zm(z) est le nombre réel b.

Les nombres de C sont appelés « nombres complexes » et, lorsque la partie réelle d’'un nombre

complexe est nulle (le nombre g’écrit alors bi avec b € R), ce nombre est dit « imaginaire pur ».
\ y.

EXEMPLE 1 — On souhaite factoriser le trinome du second degré P(z) = 322 — 2z + 1. Cependant
I'équation 322 — 2z + 1 = 0 n’a pas de solution réelle car A = (—=2)2 —4 x 3= -8 < 0.

Calculons les solutions complexes :

Comme /=8 = 1/(=1) x 8 = V=1 x v/8 = /=1 x /4 x 2 = 2i/2.

2422 1+4V2 1, V2

Ces solutions s’écrivent ou aussi — & i—.

En anticipant sur les régles du calcul algébrique dans C, on peut donc factoriser le trinéme :

1 2 1 2
P(x)—3x2—2x+1—3(x+3+i\3[> <x—3—i\3f>

Remarques :
+ L’ensemble C contient tous les réels, tous les imaginaires purs (leur ensemble est noté Ri) et
toutes les combinaisons engendrées par la somme de ces deux types de nombres.
On a donc R C C et, de méme, Ri C C.
+ Toutes les équations du second degré ax? + bx + ¢ = 0 ont finalement deux solutions dans C :

-b VA

— si A=b>—4ac >0, x = — £+ —— les deux solutions sont réelles
b 2a 2a b
— SiA=0,x= ;—, la solution réelle est double car alors ax? + bx + ¢ = a(x — ;—)2
a a
—b
— siA<0,x= % + Z'T, les deux solutions sont complexes non réelles
a a

+ Le nombre i est souvent noté j par les physiciens qui ne veulent pas le confondre avec le ¢ de
I'intensité électrique. Mais on va voir que, pour les mathématiciens, j est un autre nombre

V3

T
complexe égal & > + 17.
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DEFINITION 5.2 (NOMBRE CONJUGUE) Soit z = a + ib un nombre complexe.

On appelle conjugué de z le nombre a — ib que 1’on note Z.

Les propriétés immédiates sont z + 2z = 2a et z x 2 = (a + ib)(a — ib) = a? — (ib)? = a® + b,
Le nombre z x Z = a® + b? est le carré du « module » de z (voir plus loin) et noté |z|2.

EXEMPLE 2 — L’équation 22 + x + 1 = 0 n’a pas de solution réelle car A = 12 — 4 = —3 < 0, mais
elle a deux solutions complexes car v—3 = 4/(—1) x 3 =/—1 x V3 =i/3.
—1+iV3

Pourquoi donne-t-on un nom & ce nombre? Car j est une des trois racines cubiques de 1. En effet :

po +iv3)®  (-1)° +3i(-1)>V3+ 37 (-1)(V3)* +*(V3)> _ —1+3ivV3+3x3-3ivV3 _
o 23 - 8 = 3 =

V3

: . -1, V3 . e T
Ces solutions s’écrivent ou aussi — +¢——. On note j la solution — + i—.

1

Les racines cubiques de 1 vérifient I’équation 23 = 1 et, hormis 1 qui est une racine réelle évidente, il
y a deux racines complexes conjuguées. En écrivant que 2® — 1 = (x — 1)(2? + x + 1), on retrouve le

V3

- -1
trinome 22 4+ = 4 1 qui a pour racines j et son conjugué j égal a 5 T—.

(—1 4 iy/3)? _1- 2iv/3 +i2(v/3)? _—2- 2i\/§2: ~1—1iV3

j est égal a j2 car j2 =

, mais aussi
22 4 4 2
car j x j2 = j3 = 1, comme on vient de le voir.
Le fait que j et j2 soient conjugués implique que :
. ) -1 . . V3
+ Re(j?) = Re(j) = - et Im(5%) = —Im(j) = 5
+ Leur somme vaut j + j2 = 2 x Re(j) = 2 x _71 = —1 (comme j est solution de 2% +z +1 =0,

il n’est pas étonnant que 52+ j = —1).
2
+ Leur produit est j x j2 = (Re(j§))? + (Tm(4))? = (%)2 + (‘? =1+3 =1 (comme j est

une racine cubique de 1, il n’est pas étonnant que j x j2 = j3 = 1).

[ PROPRIETE 5.1 (CONJUGAISON) V(2,2') € C? on a :
a) z+ z = 2Re(z) b) z — z = 2iZm(z) c) zx z=|z|?
dyz==z2 e) —z=—Z
flzeR=z=12 g)zeERi=z=—2 h)z=2 & 2=2

\\

DEMONSTRATION Toutes ces propriétés sont évidentes. Il suffit de partir de la définition du conjugué
et d’utiliser les propriétés algébriques de C qui prolongent celle de R comme on va le voir plus loin.
Montrons par exemple que z = 2 :
Siz=a+ibalors Z=a—ibet 2 =a— (—ib) = a+ib.
Montrons maintenant 1'équivalence z = 2/ <= 2 = 2/ :

+ La propriété directe : 2 = 2/ = Z = 2/ est évidente. -

+ Réciproquement, si z = 2/ alors, d’apreés la propriété directe on doit avoir Z = 2/,

et comme Z = z et 2/ = 2/, on en déduit que z = 2.

1.b. Algebre complexe

L’invention des nombres complexes étend les propriétés algébriques connues dans R.

Ainsi, I’égalité, ’addition et la multiplication conservent les propriétés qu’on leur connait dans C :
+ et x sont commutatives et associatives; x est distributive par rapport a 4+ ; on peut ajouter aux
deux membres d’une égalité un méme nombre, ou les multiplier par un méme nombre non nul ;
chaque nombre & un opposé et un inverse (sauf 0) ; etc.
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,
PROPRIETE 5.2 (UNICITE) L’écriture algébrique d’un nombre complexe de C est unique.

/
a=a

Soient z = a + bi et 2’ = a’ + b'i deux nombres complexes. z = 2/ < { be

\\

DEMONSTRATION z =2 <= a+bi=d +bVi<=a—d =i(b-1)
Comme a —a’ € R et i(b— ') € Ri, la seule possibilité est b — ' = 0 et par conséquent a — a’ = 0.

EXEMPLE 3 — Résolvons I’équation complexe 22 = 2 + i.
En notant z = a + bi, cette équation s’écrit
2 32
a®—b"=2
2ab =1
On a nécessairement a # 0 car sinon on aurait —b%> = 2 ce qui n’est pas possible dans R.

De la 2¢ équation, on tire donc b = ﬁ que ’on substitue dans la 1™ pour écrire a? — ﬁ =

Il nous faut résoudre 'équation bicarrée 4a* — 1 = 8a? qui s’écrit 4A% — 8A — 1 = avec le changement
de variable A = a?. Comme A = 64 4+ 16 = 80 = 5 x 42, les solutions sont A = Sivé’X‘lQ = 2i2\/5.

La solution A = 2_—2‘/5 ~ —0.236 < 0 est impossible car A est le carré d’un réel.

On doit donc avoir A = LQ/‘?’ et donc a = + 2+27\/5

Comme b = i, on trouve finalement les deux solutions :

_ . /2+V5 _1 /2 _ 1 o o 4/ 24VE i
+a= et b= 5 % 2+\/g—\/2(2+\/5)d0uzl_ 5 —I-\/2(2+\/5)

(a+bi)2:2+i<:>a2—b2+2abi:2+i<:>{

[ PROPRIETE 5.3 (ADDITION) L’addition dans C, définie par (a+bi)+(a’+b'i) = (a+a’)+(b+V')i, )
confere & (C,+) la structure de groupe commutatif.
+ Commutativité : V(z,2') € C?, 2+ 2/ =2 + 2
+ Associativité : V(z, 2/, 2") € C3,2 + (2 + 2") = (2 + 2/) + 2", expression notée z + 2’ + 2"
+ Elément neutre : V2 € C,2 +0 =0+ z = 2, le réel 0 est I’élément neutre de 4+ dans C
L + Opposé : Vz € C,32' € C,z+ 2" = 0 et lorsque 2z = a + bi, cet élément 2’ est —z = —a — bi )
Remarques :

+ Ces propriétés découlent du fait que 'on définit C comme une extension de R, donc avec les
méme propriétés : (R,+) étant un groupe commutatif, (C,+) en est un aussi.
+ La soustraction dans C est définie comme dans R par I'addition de 'opposé :
V(z,2) € C? 2 — 2/ = 2+ (—2')
e \
PROPRIETE 5.4 (MULTIPLICATION) La multiplication dans C, définie par
(a+bi)x (a'+Vi) = (aa’ —b') + (ab’ 4+ ba’)i, confere & (C*,x) la structure de groupe commutatif.
+ Commutativité : V(z,2') € C?, 2 x 2/ = 2/ x 2
+ Associativité : V(z,2/,2") € C3,2 x (' x 2") = (2 x 2) x 2", expression notée zz'z"
+ Elément neutre : V2 € C,z x 1 =1 x z = 2, le réel 1 est I’élément neutre de x dans C

a—bi
+ Inverse : Vz € C*,32' € C*, 2 x 2/ = 1 et lorsque 2z = a + bi, cet élément 2’ est 25

DEMONSTRATION Ici encore, ces propriétés découlent du fait que 'on définit C comme une
extension de R. Le dernier point mérite d’étre justifié :

Soient z = a + bi et 2/ = a’ + Vi tels que z x 2/ = 1. On doit donc avoir (aa’ — bb') + (ab/ + ba’)i = 1
aa' —bb =1

ab +ba' =0

et cette égalité conduit au systéme {
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En multipliant la 1 égalité par a et la 2° par b, on obtient
2 1 /
a“a —abb =a . a
) = (addition membre & membre) a’a’ + b?a’ = (a? +b?)d' = a = d’ = ——
abb! +b°a’ =0 aZ+b

En multipliant la 1" égalité par —b et la 2¢ par a, on obtient

—aba’ + b = —b s 217 4 27/ 2 p2\p/ / —b
o) , = (addition membre & membre) bV’ +a“b’ = (a* +0°)b' = ~b = b = —
a“b’ 4+ aba’ =0 a®+b

a —bi a—bi

a2+62+a2+62 a4 b2

Finalement on obtient bien 2/ =

Remarques :
+ Comme dans R, 0 n’a pas d’inverse dans C.
+ Cas particulier de multiplication : V(k,a,b) € R3, k x (a + bi) = (ka) + (kb)i.
+ Si z = a + bi alors le conjugué de z est Z = a — bi et le carré de son module est |z|? = a? + b?,

. 1 z . .
du coup l'inverse de z est — = ﬁ et comme la division dans C est définie comme dans R par
z z
e N , . 2 1 27
la multiplication de I'inverse : V2 € C,Vz' € C*, — =2 X - = — 5.
2! 2|

Avec les notations, algé/briques z=a+ bi ?t 2= a’/+ b’i/on a: /
i/ _ (0 + bi) x ciQ—bz _ (a+bi)(a"— Vi) _ (ad’+bY)+ (—ab +ba)z.
= a? + b2 a’? + b2 a2 + b2

+ Comme (C,+) est un groupe commutatif, (C*, x) est un groupe commutatif et comme x est
distributive sur +, I’ensemble des complexes muni de ces deux opérations (C, 4, x) est un
corps commutatif. Dedekind définit un corps (Kérper en allemand) comme un sous-ensemble
de nombres réels ou complexes stable par addition, soustraction, multiplication et division.
Outre C, R et Q (I’ensemble des rationnels), ’ensemble des entiers modulo un nombre premier

p (noté Z/pZ) est un corps (I’ensemble Z/5Z par exemple contient les éléments {0,1,2,3,4})

EXEMPLE 4 — 2 Ecrivons plus simplement le quotient de 5 — 2i par —1 + 3i :

5-2i  (5-2))(-1-3i)) (-5—6)+(-154+2)i —11—13i
—14+3i  (=1+3i)(-1-3i) (—1)2 + (-3)2 10

—-11-13: —11 13
L’équation (—1+ 3i)z = 5 — 24 a donc pour solution z = 10 Lo 0 1—01 =-1,1-1,3

D Si z = a + bi, écrivons plus simplement le quotient 2’ de z — 24 par 2 + 1 :

, 2—2i  a+(b-2)i (a+(b-2)i)(a+1-bi) ala+1)+b0b—2)+i(—ab+ (a+1)(b—2))

z4+1  (a+1)+bi  (a+1+bi)(a+1—bi) (a+1)2+ b2

a(a+1) 4+ b(b—2) ot Tm(2) = —ab+ (a+1)(b—2) _ b—2a-2
(a+1)2+0b2 (a+1)2+0b2 (a+1)2+02

D Siz=1+2iet 2 =2—i, écrivons algébriquement le complexe (22 — 1)(i — 2/) :

On en déduit que Re(2') =

(2=1)(i—2") = (14+20)*=1)(i—(2—1)) = (1—4+4i—1)(i—2+13) = 4x2(—14i)(i—1) = 8(—2i) = —16i

( )
PROPRIETE 5.5 (CONJUGAISON (SUITE)) V(z,2') € C2,Vn € N* on a :

o) 5 A =G+ b)z—2=z—2 c) (—2)=-z
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DEMONSTRATION " Les propriétés de la 17 ligne sont évidentes.
Montrons que z X 2/ = zZ x 2/ en notant z =a + b et 2’ =a’ + b :
+ 2 x 2 = (ad —bV') + (ab/ + ba')i = (aa’ — bV') — (ab’ + ba')i
v Z2x 2 =(a—1ib)(a —ib) = (ad' — (=b)(=V)) + (a(=b") + (=b)a')i = (aa’ — bb') — (ab + ba')i
1
% .

1
w Montrons que <7) =
z

1 1 1
Par définition de 'inverse z x — =1 et d’aprés la propriété précédente z x — = z X (7>
z z z
1 - Lo _ 1 1 1
Commedepluszx —=1=1,onendéduit que zx |- | =1<=(-) ==
z z z z
. z z
w» Montrons maintenant que (—/) ==
z z
z 1 z 1 1 1 z
Comme — = z X —;, on en déduit que (—,) =2X - =ZX (—/):Exf/:f/
z z z z z z z

w Pour les deux 1*¢ propriétés de la derniére ligne, on procéde par récurrence sur n > 1 :

+ Pourn=1: 221:7:27

i=1 i=1

+ Supposons que pour n > 1, on aie Z Z; = Zzﬁ-, calculons :
i=1
n+1 n+1

Zzz Zzl+zn+l—zzz+zn+l—zzz

L’ 1n1t1ahsat10n et 1 hérédité de cette propriété etant vraie, la propriété est vraie pour tout n > 1.

On procéde de méme pour le produit :
1

1
+ Pourn=1: Hz :7:1_[

i=1

+ Supposons que pour n = 1 on aie H Zi = H Zi, calculons :
i=1 i=1
n+1 n+1

HZZ szxan—szxan— sz

Le pr1nc1pe de recurrence permet alors de conclure pour tout n > 1.

w T3 derniére propriété est un cas particulier de la précédente :

=1, =[]z=]]z=(2)
=1 =

Si les nombres complexes sont apparus dans le contexte de la résolution des équations du 3°® degré, les
utilisations que 'on peut en faire sont sans limite. Le principal atout de ces nombres est de combiner
deux nombres en un seul dont on peut toujours séparer chacun des constituants. Cette avantage
confére aux complexes la capacité de représenter des points ou des vecteurs du plan.

2.a. Le plan complexe

Depuis Jean-Robert Argand (1806), le nombre complexe z = a + ib est appelé « affixe » du point M
de coordonnées (a; b) ou du vecteur OM dans un repére orthonormé d’origine O.

La partie réelle de z est 'abscisse de M tandis que la partie imaginaire de z est son ordonnée.
Chaque nombre de C correspond ainsi & un point de ce plan, appelé « plan complexe ».
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DEFINITION 5.3 (AFFIXE ET MODULE) Le plan complexe ayant comme repére (O, 7', 7),

un point M de ce plan est repéré par son « affixe » complexe z = a + ib, ce que l'on note M (z).
Le vecteur OM est également repéré par l'affixe z = a + ib et on note cela OM (z).

Le « module » de z, noté |z|, est le nombre va? + b2 = \/z X z qui correspond a la distance OM.
Les coordonnées du point M (z) sont (Re(z),Zm(z)).

DEFINITION 5.4 (ARGUMENT) Dans le plan complexe de repére (O, 7, 7), un point M (z) étant
donné, ’angle orienté (7, OM) est appelé « argument » de z et noté arg(z).

Remarques :
+ arg(a + ib) est un angle, mesuré en radians, qu’on détermine & la calculatrice si a # 0.
— Sia >0, on tape tan™! (3) (tan—! est parfois notée atan) puisque tan(arg(z)) = 2.
Si b= 0 alors arg(z) =0 et |z]| = a.
— Sia <0, comme tan~! donne un angle de I'intervalle |=%5 ;5[ on tape tanfl(g) + .
Si b =0 alors arg(z) = 7 et |z] = —a.
— Sia =0, alors arg(z) = § et [z| =bsib>0ou arg(z) = 5 et |[z| = =bsi b<0.
+ Sur l'illustration ci-dessus, le point M a pour coordonnées (2; 3).
— son affixe est le complexe z = 2 4 33
— son module est |z| = v/22 432 = /13
— son argument est arg(z) = tan~!(3) &~ 0, 98279 rad.
+ Comme Re(z) est porté par l'axe des abscisses, celui-ci est 1’« axe des réels » ; de méme,
comme Zm(z) est porté par 'axe des ordonnées, celui-ci est '« axe des imaginaires ».
De ce fait, si un point a pour affixe un nombre réel, ce point est sur l'axe des réels; de méme,

si un point a pour affixe un nombre imaginaire, ce point est sur l’axe des imaginaires.

-
PROPRIETE 5.6 (NOTATION TRIGONOMETRIQUE) Tout nombre complexe non nul z peut étre

noté sous la forme trigonométrique z = r(cosf +isinf) ou r = |z| et 6 = arg(z) [27].
|21] = |22

On a alors Re(z) =rcosf, Im(z) =rsinf et 21 = 29 <
arg(z1) = arg(za) [27]

De plus |Re(2)| <7 et |Zm(z)| <r
\

Re(z1) = Re(z2)
Im(z) = Im(z)

DEMONSTRATION On a déja montré, propriété 77, que z; = 29 < {
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Par conséquent z; = z9 <= M (z1) = M'(z2). Les points M et M’ sont confondus car leurs
coordonnées cartésiennes sont égales (les parties réelles et imaginaires de leurs affixes).
Leurs coordonnées polaires (modules et arguments) sont donc égales car la correspondance entre
I’écriture algébrique et ’écriture trigonométrique d’un complexe est biunivoque :
+ Sile point M a pour affixe z = a + ib, choisir |z| = va? 4+ b? et arg(z) = (7 OM) assure
I'unicité du module et de 'argument de z.
+ Si le point M a pour module r et pour argument 6 [27], choisir z = rcosf et y = rsinf
assure l'unicité de la partie réelle et de la partie imaginaire de z.

EXEMPLE 5 — 2 Le point (1) est sur P'axe réel.
Comme il est positif, son argument est 0 [27] et son module 1. Par conséquent 1 = cos0 + isin0.
2> Le point J(i) est sur ’axe imaginaire.

Comme sa partie imaginaire est positive (Zm(i) = 1), son argument est § [27] et son module 1.

La notation trigonométrique de 7 est cos § + isin 5.
2> Le point O(0) a un module égal & 0 mais son argument n’est pas défini.

2 Le point d’affixe j a pour coordonnées (—% ,@)

+ Son module est [j| = /(—3)2 + (@)2 =y/i+3=1
+ Comme a = —3 < 0, son argument arg(j) = tan~ (*_f 2) + 7 ~ 2,094395102.
Comme 3 x 2,094395102 =~ 6, 283185307 ~ 27, on peut conclure que arg(j) = ?md.
Mais cela se montre plus directement : comme |j| = 1, le point d’affixe j est sur le cercle
trigonométrique. Son argument 6 est tel que cosf = —% et sinf = @
Un seul angle de [0;27] a ces caractéristiques c’est 2”.
Ainsi, la notation trigonomeétrique de j est cos 2% 3 T isin 2;’

[ PROPRIETE 5.7 (POINTS REMARQUABLES) Vz € C, on a : )
arg(z) = —arg(z) [27] 1Z| = |2] les points M (z) et M'(Z) sont symétriques par rap-
port & 'axe réel.
arg(—z) = arg(z) + 7 [27] | | — 2| =|2| | les points M(z) et M"(—z) sont symétriques par
rapport a lorigine.
\ J

DEMONSTRATION M et M’ sont symétriques par rapport a ’axe des réels car leurs affixes ont méme
partie réelle et des parties imaginaires opposées. On a déja montré que z et z ont méme module.
Montrons que leurs arguments sont opposés :

+ Re(Z) = Re(z) = rcosf = rcos(—0) car Vb, cos(—6) = cosf

+ Im(z) = —Im(z) = —rsinf = r(—sinf) = rsin(—0) car V4, sin(—0) = —sind
M et M" sont symétriques par rapport & 'origine car leurs affixes ont des parties réelles et
imaginaires opposées. Les modules sont égaux : | — a — bi| = (—a)? + (=b)? = a® + b* = |a + bil.
Montrons que les arguments de —z et z différent de 7 :

+ Re(—z) = —Re(z) = —rcosf = rcos(f + m) car V8, cos(d + m) = —cosf

+ Im(—z) = —ZIm(z) = —rsinf = rsin(d + 7) car V0,sin(0 + 7) = —siné

M(z)

E arg z \(}
| 72 KO' 1 |

arg z

M(z) ) arg(z) + 7w M(z)
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Remarque :

j%2 =7 = cos _TQW + ¢sin —Tzw car j a méme module que j et un argument opposé.

Les points d’affixe 1, j et j2 = j, les trois racines cubiques de I'unité, sont les sommets d’un triangle
équilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique. En effet, ces trois nombres ont pour module 1 et les

points du cercle trigonométrique dont ils sont les affixes forment des angles au centre deux a deux

égaux A % (arg(1) =0, arg(j) = %’r et arg(j?) = %2” = %”)

,
PROPRIETE 5.8 (LINEARITE) L’association d’un vecteur & son affixe f : ¥ z € C est une

bijection linéaire, c’est-a-dire que quels que soient v1 — z1 et v5 — 29 :

Ui + 03— 21 + 20

Bijection : H = @ < 2] = 29 Linéarité :
! Vk € R, kol — kz

DEMONSTRATION 2 Bijection :

Le sens direct est évident puisqu’un vecteur est associé & une affixe unique 171) = v—2> = 2] = 29.
Réciproquement si 21 = 23 = z, les composantes de v{ et 3 étant les mémes (Re(z),Zm(z)),
celles-ci désignent un seul et unique vecteur v = v_1> = v_2>

2 Linéarité de 'addition :

Sous forme algébrique, si z1 = a1 + by et zo = ag + ibg alors 21 + 22 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i.

La décomposition de o7 + 75 dans la base (7,7) est (a17+ b17) + (ao?+ bo]) = (a1 + a)7+ (b1 + b2)7J.
On constate que 'affixe complexe de V] + U3 est (a1 + a2) + (b1 + b2)i, soit z1 + z2.

2 Linéarité de la multiplication par un réel :

De méme, si 21 = ay + iby alors kz; = k(ay + ib1) = (kay) + (kby)i.

La décomposition de ki dans la base (7,]) est k(a17+ b1)) = (ka1)7+ (kby)7T.
On constate que l'affixe complexe de kv est (kay) + (kby)i, soit kz1.

Remarques :

+ L’addition d’un complexe z; & un complexe zo prend du sens
si on considére le point M (z1) et le vecteur o d’affixe 2o, M"
car le complexe z = z1 + 29 est alors ’affixe de 'image de M 7
par la translation de vecteur V. Par exemple, lorsqu’on fait
subir au point M (2 + 3i) ci-contre la translation de vecteur
¥(—1 4 2i), on obtient le point M’ d’affixe 5 M
(243i)+ (-142i) =1+ 5

+ Pour des points M (z) et M'(2'), le complexe 2’ —z est I'affixe
du vecteur OM’' — OM = MM'’. La soustraction de deux 7'213101 vvvvvvvvvvv M
complexes permet de calculer la distance MM’ = |2/ — z|.

Sur I'exemple ci-contre, I'affixe du vecteur MM’ est 2
(1+5i)—(2+3i) =—-1+2i 30 3.60555

On en déduit MM’ =| —1+2i| = /(-1)2+22=+/5




10 CHAPITRE 5. NOMBRES COMPLEXES

+ Pour des points M(z) et M'(2'), le complexe %’Z/ est l'affixe du milieu I du segment [MM’].
OM + OM’
En effet, on sait qu’alors 07 =5 I’affixe de I en découle.

+ La traduction de I’égalité vectorielle z@ = ﬁ (ABCD est un parallélogramme) avec les
affixes est zp — 24 = 2o — zp ([AB] et [DC] sont paralléles, égaux et de méme sens) ou, ce qui
revient au méme, z4 + zo = zg + zp ([AC] et [BD] ont méme milieu).

EXEMPLE 6 — Généralisons la situation du triangle dont les sommets ont pour affixes les racines
cubiques de l'unité : Si des points M, M’ et M” ont des affixes z, 2’ et 2" telles que |z| = || = |z
montrons que le triangle M M’ M" est équilatéral si et seulement si z + 2’ + 2 = 0.

Legalité |z| = || = |2"| <= OM = OM' = OM" indique que M, M’ et M" sont sur un méme
cercle de centre O.

Légalité z + 2’ 4+ 2 = 0 traduit I’égalité vectorielle OM + m + OW -7
L’origine du repére — le point O — est donc le centre de gravité du triangle M M'M".

Le centre du cercle circonscrit étant confondu avec le centre de gravité, le triangle est équilatéral.

//|
Y

EXEMPLE 7 — Montrons maintenant que le centre de gravité G, le centre du cercle circonscrit O et
Porthocentre H d’un triangle quelconque M M’'M" sont alignés. Sans perte de généralité, considérons

que les affixes sont données dans un repére d’origine O.
/ " s — ﬁ
L’affixe de G est le complexe g = % car OM +OM' +OM" = 30?.

e I
2+ 2 ﬁ OM' +0M"
car = -

L’affixe du milieu N de [M'M"] est n =

Z/ _|_ Z//

Le point H d’affixe h = 2+ 2/ + 2" est tel que h — 2z = 2 ( ) <= h — 2z = 2n, ce qui traduit le

fait que MH = 20N. La droite (ON) étant la médiatrice de [M'M"], on en déduit que (M H) est
paralléle & cette médiatrice, donc perpendiculaire au coté [M’'M"]. Comme (M H) passe par M, c’est
donc la hauteur issue de M, et il en va de méme pour les autres hauteurs qui passent toutes par H.
Le point H est donc 'orthocentre du triangle.
Les affixes de G et H étant liées par I’égalité h = 3¢, on en déduit que (ﬁf = 30?, ce qui prouve
I’alignement de O, G et H sur une droite appelée « droite de Euler » du triangle. Sur cette droite, un
2+ o + S

2 ' .
=5+ =e—n= 5 Les modules de ces deux complexes

point se distingue : le point F d’affixe e =

Z/+Z”

E est le milieu du segment [OH] et e —

sont donc égaux, or |[e —n| = EN et |=| est la moitié du rayon du cercle circonscrit. En faisant de

méme avec les deux autres sommets, on obtient que E est équidistant des trois milieux des cotés du
triangle. Le cercle centré sur E contient d’autres points remarquables du triangle (les pieds des
hauteurs et les milieux des segments joignant les sommets & 'orthocentre, voir la figure ci-dessous),
on ’appelle « cercle de Euler » ou « cercle des neuf points » du triangle.
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e \
PROPRIETE 5.9 (MULTIPLICATION) Soient z, 21 et zo des complexes quelconques :
+ |21 X 23] = |21] X |22| et arg (21 X z2) = arg z; + argzo [27]
+ Vn € N |2"] = |2|" et arg(z") = nargz [27]
1 1 1
+ Siz#0alors |-| = — et arg(—) = —argz [27]
z' |z z

+ Si 23 # 0 alors |Z—1] = 1] et arg(ﬁ)
29 z2

|22]

=argz; —argzy |27

DEMONSTRATION " Ecrivons z; = 71(cos 0y + isinf) et zo = ro(cos s + isinfy) ou
r1 = |z1|, ro = |22|, 61 = arg(z1) et O3 = arg(z2). On a

21 X 29 = r1ra(cos b1 + isin by )(cos O2 + i sin 63)
= rirg [(cos 01 cos fg — sin 0 sin 03) + i(cos 0 sin O3 + cos O sin 61 )]
= 1179 [cos(01 + O2) + isin(f; + 62)]

La derniére égalité vient des formules de duplication étudiées en classe de 1'¢ grace au produit
scalaire. On tire alors de I’expression finale le module et argument de 21 X 25.

w On montre que |2"| = |z|" et arg(z") = narg z par récurrence sur n € N.

w Pour un complexe non nul z = r(cos @ + isin ), son inverse
1z r(cosf — isinf) _ cos(—0) + isin(—0) Joit ‘1| 1 ot arg(l) _
z  |z)? 72 r zor z

m Comme diviser revient & multiplier par 'inverse, on en déduit :

21 . 1 - r1(cos @ + isinf;)(cosfa — isinby)
Oz T
= :—1 ((cos 01 cos O3 + sin 61 sin ) + i(sin 61 cos fy — cos 61 sin 6s))
2
= :—1 [cos(01 — B2) + isin(6; — O2)]
2

z
La derniére égalité vient ici aussi des formules de duplication, on tire le module et 'argument de ey
z22

Remarques :
+ Si on consideére le point M (z;) et le complexe zp de module r = |z3| et d’argument
0 = arg(z2), le complexe z = 2129 est l'affixe de l'image de M par une rotation d’angle 0 suivie
d’une homothétie de centre O et de rapport 7.
Sur lillustration de la propriété 7?7, le point M (2 + 3i) est envoyé sur le point M” par la
rotation d’angle 30° suivi d’une homothétie de centre O et de rapport 2.
Pour déterminer laffixe z de M”, il suffit de calculer le produit :
z=(2+3i) (2(cos § +isin§)) = 2(2+ 3@)(§ +14)=2v3-3+(2+3V3)i ~ 0,4641 + 7, 1964.
+ Pour deux vecteurs o7 (z1) et v3(22), la division des affixes L a pour argument l'angle (v3,07)
(arag + b1ba) + (brag — arbe)i
a3 + b3 '
La partie réelle du numérateur correspond au produit scalaire des vecteurs o1 - 0% tandis que
la partie imaginaire en est le déterminant det(v],v3).

Autrement dit, Re(ﬂ) =0 <= 0] L3 et Im(ﬂ) =0« 3k e R*, 0] = kus.
Z2 )

et, en notant z; = aj + b1i et z9 = ag + b, vaut

+ On peut redémontrer la partie « argument » de la propriété 77 en écrivant :
— 22 =|2|? € Rt donc arg (22) = 0 <= argz +argz =0 <= argz = —argz [27].
— —z=(—1)x zdonc arg—z = arg ((—1) x z) = arg(—1) +argz =7+ argz [27].
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,

PROPRIETE 5.10 (INEGALITE TRIANGULAIRE) Soient z1 et 29 des complexes quelconques :
|21 + 22| < |21] + | 22| avec égalité pour z; = 0 ou 23 = 0 ou (21 # 0,22 # 0,3k € RT™*, 20 = k21)

\

DEMONSTRATION
|21 4+ 22)? = (21 + 22) (21 + 22) (d’apreés la propriété 77.c)
= (21 + 22)(zZ1 + 22) (d’aprés la propriété 77.a)
= 2171 + 22Z3 + 2123 + Z1 22 (d’apres la propriété 77)
=+ |nlf+um+ 2z (d’apres la propriété ?7.d)
=212 + |20® + 2Re (2172) (d’apres la propriété 77.a)

Or Vz € C,|Re(2)| < |2| et a fortiori Re(z) < |z|, donc Re (z172) < |z172].
De plus |z173| = |2z1]| X |Z2] = |z1| X |22|. On en déduit 2Re (2172) < 2|21]|22], et finalement
|21 + 22|2 < ’21‘2 + ‘2’2’2 + 2|z1]|22| <= |21 + 22‘2 < (|z1] + ‘ZQDZ.
La fonction racine carrée étant croissante sur R™, on obtient l'inégalité cherchée.
L’égalité se produit lorsque Re (2122) = |21]|22|.
Or, si arg(z1) = 01 et arg(z9) = 09, on a arg(z3) = —6 (d’apres la propriété ?7?) et donc
Re (z172) = |z1||22] cos(01 — O2). L’égalité est possible a condition que :

|z1] =0 <= 2z = 0 ou,

|z9| = 0 <= 23 = 0 ou,

COS(91 — 92) =1« 91 — 92 =0 [27‘(] < 91 = 92 [27['].
Dans la derniére possibilité7 les deux vecteurs ont alors méme direction et méme sens, c¢’est-a-dire
que 3k € R, 0] = kv3.

-
PROPRIETE 5.11 (NOMBRES DE MODULE 1) L’ensemble des nombres complexes de module 1,

noté U, est stable pour la multiplication et le passage a l'inverse.

Autrement dit : V(z,2/) € U2,Vn € N, 22/ € U,1 €U, Z € Uet 2" €U
\

DEMONSTRATION Par définition 2 e U<=|z| =1 et 2 € U< |/| = 1.
Comme |z2/| = |z| x |2/| d’apres la propriété 77, on en déduit |z2/| = 1 <= 22/ € U.

EN

|z|—1et]z’|—1<:>]—|—1<:>—€U

1 1
De méme, comme|f|: |z|:1<:>|f|:1<:>76[U

\I
2]

Pour montrer que Vn € N, 2" € U , il suffit blen str de raisonner par récurrence sur mn.

2
et comme || =
2

Remarques :
+ L’ensemble U, doté de la multiplication est un groupe commutatif et un sous-groupe de
(C*, x). 1l correspond sur le plan complexe au cercle trigonométrique car si z € U est Vaffixe
d’un point M alors OM = 1.
L’écriture trigonométrique d’un nombre quelconque de U est cosd + isin 6.
+ Les nombres complexes 1, i, —i, —1, j et j2 = j font partie de U ainsi que les produits i" x j™

quels que soient les entiers n et m. Calculons 'argument de ce produit avec la propriété ?7 :

. o , ‘ nmw  2mm 3n +4m)m
arg(i”) x arg(j") = narg(i) + marg(j) = " 4 207 - G AT oy

+ On peut facilement déterminer des lignes trigonométriques dans U. Exemple : § — 7 = {5,
+isin =) = (1+i\/§) (\/ifzx/i) - x/6+«/§ +i\/€Z\/§7

f+f f\f

si z = (cos § +isin §)(cos "

comme arg(z) = {3, on en déduit cos {5 = et sin {5 =
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( PROPRIETE 5.12 (FORMULE DE MOIVRE) V0 € R,Vn € Z, (cos 0 +isin @)™ = cos(nf)+isin(nh) )

DEMONSTRATION Distinguons deux cas :
mCas n > 0 :
C’est encore une conséquence de la propriété 7?7 arg(z") = narg z [27] avec ici arg z = 6.

mCasn <0 :
On applique la propriété en remarquant que —n > 0 :

1
0 +ising)" =
(cos§ +isind) (cos@ +isinf)—"
_ 1
~ cos(—nb) + isin(—nd)
1

cos(nf) — isin(nd)
_ cos(nf) + isin(nd))

(cos(nf) — isin(nh))(cos(nh) + isin(nh))
_ cos(nf) + isin(nh))

cos2(nf) + sin?(nd)
= cos(nfd) + isin(nf)

Remarques :

+ Une version soustractive de cette propriété s’obtient en prenant 6/ = —6 :
(cosf +isin@)" = cos(nd') + isin(nb’) <= (cosf —isinf)"™ = cos(nf) — isin(nd).

+ Pour n = 2, on retrouve les formules de duplication étudiées en 17 :
(cos@ +isinf)? = cos(20) + isin(20) <= cos? 6 — sin? @ + 2i cos fsin § = cos(26) + i sin(26)
Par identification des parties réelles et imaginaires de cette égalité, on obtient
cos(20) = cos? § — sin? f et sin(20) = 2 cos#sin f. On peut faire de méme pour obtenir des
formules similaires pour n = 3, n = 4, etc.

DEFINITION 5.5 (NOTATION EXPONENTIELLE) Tout nombre complexe non nul z peut étre noté
sous la forme exponentielle z = re? ot r = |z| et 0 = arg(z) [27].
Autrement dit, V(r,0) € R?, re? = r(cosf + isin ).

Remarques :

+ Pour les complexes de module 1, la multiplication satisfait la relation fonctionnelle
f(z) x f(y) = f(x +y) car (cos@ +isinf) x (cos +isin@') = cos(0 + 0') + isin(6 + 6).
Or cette méme relation fonctionnelle est satisfaite par la fonction exponentielle, puisque
V(a,b) € R?, eteb = P,
De plus, 8 = 0[27] = cos@ +isinf = 1 et de méme a =0 =,¢% = 1.
Du fait de cette analogie, Euler proposa en 1748 de noter un élément de U sous la forme
z = e avec § = arg(z) [27]. Par extension, tout complexe de C est noté z = re?? avec r = |2|.

+ Un exemple est fameux : €™ = cosm 4+ isinm = —1 <= €™ +1 = 0.
Qualifiée de « plus belle formule des mathématiques », cette égalité rassemble cing constantes
fondamentales : les entiers 0 et 1 qui sont les éléments neutres de 'addition (x 4+ 0 = 0) et de
la multiplication (x x 1 = z), les nombres transcendants 7 et e qui interviennent partout en
mathématiques et le nombre imaginaire ¢ qui est & 1'origine du déploiement des complexes.

+ Autres exemples : €'2 = cos g +ising =i et €% = cos0 +isin0 = 1.
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+ Pour déterminer la forme exponentielle d'un complexe, comme pour la forme trigonométrique,
on commence par déterminer le module et ensuite on identifie 'argument.

Par exemple z = 1 — i a pour module /12 4+ (—1)2 = V2, du coup z =2 (4 + z%@) et
largument 6 de z vérifie cosf = g et sinf = 77\/5 On en déduit § = =T [27] et z = v/2e¢ E

1
PROPRIETE 5.13 (FORMULES DE EULER) Pour tous complexes z = re'? et 2/ = re?? :
17
. -1 . ’ z re . ’ . .
22 = el x pleitd — ppt i(046") S == 5 et(0—0") Vn € Z,2" = (Tew) — pnenid
z r'e
1 0 10 —1i6
S . 7 e +e” . e’ —e
fzrx(ele):re_w: 7 cosf) = ——— sinf = ———
e 2 27

DEMONSTRATION " Les premiéres propriétés ne font que reécrire sous forme exponentielle des
propriétés déja démontrées : propriété 7?7 pour le conjugué et propriété ?? pour le produit, le
quotient et la puissance (on reconnait dans cette derniére la formule de Moivre).

w Formules de FEuler :
On sait que 2Re(z) = z + 2, mais comme Re(re?) = rcosf, on en déduit :
a4z re? e 62‘9_'_efi6 _— el e
rcosf = 5 = 5 =r d0u0059—72
De méme 2iZm(z) = z — 2, mais comme Zm(re??) = rsin6, on en déduit
. o 74619 —Tre —if _ r(2isinf) N o 629 - 6719
rsinf = ; = ——; — dousinf = ————
21 21

Remarques :
+ Les formules de Euler permettent de (re)trouver des formules de trigonométrie :
2isin 20 = €20 — 7120 = (¢9)2 — (e719)2 = (e 4+ e77) (e — ) = 4icosfsinf d’ot1, en
divisant par 2i, on retrouve la formule de duplication du sinus : sin 20 = 2 cos 8 sin 6.

2 T s

. ] T 21, . N . . . , ¥y 1T NG jus _T
+ Comme ¢ = €'z, I’élévation a la puissance i de i est le réel i* = (e'2)' = e 2 = e 2 & 0,2079.

PROPRIETE 5.14 (HUIT FORMULES) Des formules de Euler se déduisent les suivantes : )
2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b) 2sinasinb = cos(a — b) — cos(a +0b)
2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b) cosa + cosb = 2 cos %4 cos 2 7 b
sina + sinb = 2sin a‘H’ cos “;b cosa — cosb = —2sin a;rb sin 457 b
sina — sinb = 2 cos ‘”b sin 952 z+iy = re’ = x cosatysina = rcos(a—0)
\ J

DEMONSTRATION "Montrons que 2 cosa cosb = cos(a + b) + cos(a — b) :

eia + e—ia eib + e—ib
cosacosb =
(=) (=)

eia+ib 4 e—ia-i-ib + eia—ib + e—ia—ib

4
cila+h) o g=ila+b)  gila—b) 4 o—i(a—b)
B 4 * 4
_ cos(a + b) N cos(a — b)
2 2

De la méme facon, on peut établir que :
+ 2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
+ 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)
NB : on montre également ces formules & partir des formules d’addition (vues en 1%).

m Ltablissons un autre type de formule trigonométrique en remarquant que :
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; ; j(atb  a=b i(“—b+_(a_b>> jatb ([ sa=b ; —(a—b) jatb — ,
ew—&—ezb:el(2+2)+e 2 2 =e"2 (2 472 =2e'2 cos%bet,egalement

. . -(atb | a—b Z’(LH)+7<a7b>> ca+b ca—b . —(a—b) a+b
em—elb:ez(2+2)—e 2 2 =e'2 (2 —e' 2 = 2ie’ 2 sin 2b
Séparons maintenant les parties réelles et imaginaires des membres extrémes de ces égalités :

+ cosa + cosb = 2cos a‘{b cos &2 2 et sina +sinb = 2sin “‘QH’ cos 2b
+ cosa — cosb = —2sin “‘QH’ sin %= et sina — sinb = 2 cos “erb sin 55

w» Transformons une écriture de la forme x cosa + ysina pour tout couple (z,y) # (0,0) en
remarquant que cette expression est la partie réelle du produit e (z + iy).

Supposons que le module et Pargument de x + iy soient r et 6 (autrement dit = + iy = re'”), comme
Re (ei“ (re‘i9)> = Re (rei(a_9)> = rcos(a — 0), on en déduit que xcosa + ysina = rcos(a — 0).

ie)

EXEMPLE 8 — Résolvons 1’équation V3cosa+sina =2 .
Ecrivons pour commencer le complexe z = v/3 + i sous forme trigonométrique :

z a pour module \/(v/3)2 +12 = V4 =2, du coup z = 2 (@ + z%) et 'argument 6 de z vérifie

cosf = @ et sinf = l. On en déduit que § = § [27] et 2z = 2% .

L’ equatlon s’écrit alors 2cos (z — F) = V2 <= cos (z — &) = %2 = cos Z.

Les solutions sont donc :
s2-2=7 2n]<= =247 =22 [27]
s rx—F=—4 2r|<=2=§ -

EXEMPLE 9 — Résolvons I’équation cos 2z + cos 3x 4+ cos4x = 0 .
Remplagons cos 2z + cos 4x par 2 cos w cos # = 2cos3x cos(—x) = 2cos 3z cos z,
L’équation s’écrit 2 cos 3z cosx + cos 3z = 0 <= cos 3z(1 + 2cosz) = 0.
On en déduit les solutions :
+ cos3z =0 <= cos3z = cos§ < 3x =+5 [21] <= z = £ [¥]
+ 14+ 2cosz =0+ cosz = 5 =cos &L <:>x—i27r [27]
Dans un intervalle d’amplitude 2, il y a huit solutions dlstlnctes

Voici celles de l'intervalle [0, 27] : &, %”, %”, %’r =z, 7ér, 11%’ 2r of 4x

Les huit solutions sont dans 'ordre croissant : ¢, 5, 2; , 5gr , 7gr , 4; , ggr et 11”
On peut les retrouver graphiquement a l'intersection de la courbe d’ equatlon

y = cos 2z + cos 3x + cos dx et de ’axe des abscisses.

/ cos(2 x) 4 cos(3 x) + cos(4 x)
2

0 /3 on /" ™ 4f/3 V an W 8/ 3—~

atb atb
EXEMPLE 10 — Les égalités €'® 4+ e = 2¢™2 cos & 5 b et el — e = 2ie'" 7 sin 2b vues plus haut,

dans le cas ot €/ =1 <= a =0 [27] et b = x s’écrivent :
s 146 =2¢"2 cos 5

v 1—e —2ze2sm R sin =~ :2eim%ﬂsin%
Application : calculons zn = (14 e™)n.

Comme on sait transformer la somme 1 + €' en produit 2e'2 cos 5, on en déduit :

2 = (26’% cos %)n =273 cos™ £ d'ott Re(zn) = 2" cos " cos™ (L) et Zm(z,) = 2" sin "Z cos™ (2).
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Du point de vue algébrique, ’ensemble des complexes est appelé par les mathématiciens la « cléture
algébrique » du corps des réels. On entend par 1a que cet ensemble, noté C, prolonge ’ensemble R en
offrant des solutions & toutes les équations polynomiales dont les coefficients sont des réels. Du méme
coup, les équations polynomiales & coefficients complexes ont également leurs solutions dans C.

4.a. Second degré

Les équations du second degré a coefficients réels ont été vues au début de ce chapitre (voir
I'introduction de la définition ?? ainsi que la remarque qui la suit).

4.a.1. Racine carrée d’un complexe

2

,
PROPRIETE 5.15 (RACINES CARREES) Pour tout couple de réels (a,b) # (0,0), 'équation
N z“ = a + 1b admet deux solutions complexes opposées, appelées « racines carrées » de a + b.

DEMONSTRATION Notons z + 4y un complexe satisfaisant I’équation (E) 22 = a + ib.

Comme (z +iy)? = 22 — y? + 2izy, par identification des parties réelles et imaginaires de (E) on
. -y’ =a

obtient le systéme .

2zy =b

L’identité des modules |22| = |a + ib| <= |2|> = |a + ib| <= 22 + y? = Va2 + b2 ajoute & ce systéme

une 3° égalité qui permet, par addition et soustraction avec la 1™ du systeéme, d’obtenir le nouveau

s Va2+b+a

€T = -—
2

systeme { 2 Va®+b*—a
2

b

Ty = —

L)

Comme, d’aprés la propriété 77, Vz € |Re(z)| < |z|, on a |a| < Va? + b2, et comme Va € R, a < |al,
on en déduit Va2 + b2 —a > 0 et donc y2 > 0. Cela assure 'existence des réels +y.
D’autre part, si a > 0, alors va2 + b2 4+ a > 0 et si a < 0, comme |a| = —a < Va2 + b2 (d’aprés la
prop. ?7) alors Va? + b2 +a > 0. Dans tous les cas on a donc va? + b2 +a > 0 et 22 > 0. Cela
assure 'existence des réels +x .
11 suffit de choisir les réels qui conviennent en fonction du signe de b qui est celui du produit zy :

+ Sib >0, on prend x et y de mémes signes

+ Sib <0, on prend x et y de signes opposés

EXEMPLE 11 — Quelles sont les racines carrées de 4 — 3¢ 7
Pour répondre, il faut résoudre 1’équation 22 = 4 — 3i.

2 2
-y =4
Posons z = x + iy et résolvons le systéme { 5 Y 5 avec 1’égalité complémentaire des modules
Ty = —
2 +y? = /42 + (-3)2 = V16 + 9 = V25 = 5.
2 -yt =4 22 =4+4+5=9 ;ﬂzg
2 2 2 _ _
Le systéme a résoudre { & TY =5 = 2" =5-4=1__) , 1
-3 -3 Y79
Ty = — Ty = —
2 2 xy <0
( 3 1 ), soit —1
T = —7=Y == ) 2=
conduit aux deux solutions V2 2 \/§
( 5 L ), soit St
xr = — =, = —_— 5 10 2 =
V2l T V2
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,
PROPRIETE 5.16 (COORDONNEES POLAIRES) Pour tout couple de réels (r,0) avec r > 0,

EENG

arg(2) =

2

I'équation 22 = re’ admet deux solutions complexes opposées telles que

[]

NGRS

. N . ; 2 ; .
DEMONSTRATION D’aprés la propriété 7?7, 22 = (arg(z)e’arg(z)) = arg(z)? x ¢228(2) mais comme

22 = ret? Tégalité des modules égaux donne |22| = r <= |z|? = r <= |z| = /7 tandis que I'égalité

des arguments donne 2arg(z) = 0 [27] <= arg(z) = g [7].

EXEMPLE 12 — Quelles sont les racines carrées de 215 7
2 =2 o= V2
2
2arg(z) = % [27]
On en déduit que z = V265 Th7) avec k € Z, soit z = ﬂei% x etk
+ Pour k = 2k (k pair), z = v/2€'5 x ei?k/” =25 ' '
+ Pour k = 2k’ + 1 (k impair), z = V265 x DT — | /9615 x i = —\/2¢5

Pour répondre, il faut résoudre le systéme {

arg(z) = = [n]’

T
)

4.a.2. Equation a coefficients complexes

-
PROPRIETE 5.17 (COEFFICIENTS COMPLEXES) Pour tout triplet de complexes (a # 0,b, ¢),

léquation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions complexes qui sont,
—b+d

2a

en notant § une des racines carrées du complexe A = b — dac, z =
\

DEMONSTRATION Cela se montre comme dans R en factorisant la forme canonique du trinéme. La
seule différence est qu’il n’y a pas & discuter selon le signe de A puisque ¢’est un complexe et un
complexe n’a pas de signe mais a toujours deux racines opposées (éventuellement nulles si A = 0),
comme on vient de le voir.

EXEMPLE 13 — Résolvons équation iz + (1 + 3i)z + 4 =0
Ona A= (1+3i) —4i8 =14 6i — 9 — 22i + 8 = —16i.

3im

T im 3
Comme —16i = 16i> et i =e2, on a A = 16 (67> = 16e 2 .
On cherche une racine carrée ¢ telle que 6 = 166%, son module est |§| = v/16 = 4 et son argument

est arg(§) = 2F [r]. On peut donc prendre, en choisissant 'argument 27,
§ =46t = 4(22 +i2) = 2v/2(—1+1i).
Les deux solutions de 1’équation sont :
~1-3i £ 2v2(-1+414) —i(—1—-3i +2v2(=1+414)) i—3+2(-2i—2))
z = = = .
2i

2 2
-3 1 -3 1
Ontrouvedoncz:7—\/§+i<§—ﬂ> Ouz=?+\/§+i(§+ﬁ)

4.b. Factorisation d’un polynéme

La définition d’un polynéme & coefficients complexes, la factorisation de z” — @™, 'unicité de
Pécriture polynomiale et la méthode d’identification des coefficients ainsi que la factorisation du
polynome P(z) par z — a lorsque a en est une racine, toute cette partie est reprise du cours de 1%.
Les démonstrations ne seront pas refaites ici, seules les définitions et propriétés seront rappelées, en
les étendant a C.
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e N
DEFINITION 5.6 (POLYNOME) On appelle polynéme de degré n toute fonction P définie sur C
par P(2) = ap2™ + an 12"t + - 4+ a32® + a2z? + a1z + ag, ot les nombres ag, k € {0,1,...,n}
sont des complexes tels que a, # 0. Les nombres ax sont les coefficients d’ordre k du polynéme

P et on note le degré deg(P) = n.
\ J

e N
PROPRIETE 5.18 (POLYNOMES EGAUX) Voici trois propositions vraies et équivalentes :

(i) Deux polynéomes complexes P et @ sont égaux si et seulement si ils ont méme degré n et
que les coefficients d’ordre £ < n sont égaux deux a deux.

(i) La fonction f: 2z — ap2" 4+ an_12" "1+ -+ a323 + a2z + a1z + ag est la fonction nulle si
et seulement si les coefficients ay, k < n sont tous nuls.

(iii) L’écriture du polynéme complexe a, 2"+ a, 12" 1+ - - +a32z3 +az2% + a1z + ag est unique.
\ J

e “
PROPRIETE 5.19 (DEGRE) Soient P et @ deux polynomes complexes et A un complexe non nul :

+ Le produit AP, défini par A x P(z), est un polynome de degré égal a celui de P.

+ Le produit PQ, défini par P(z) x Q(z), est un polynome de degré égal a la somme des
degrés de P et de @, soit deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

+ La somme P + @, définie par P(z)+Q(z), est un polynéme de degré inférieur ou égal au
plus grand des degrés de P et de @, soit deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).

r N
DEFINITION 5.7 (RACINE) Soit P un polynéme complexe et a un complexe.

Le nombre a est une racine de P (on dit aussi un « zéro » de P) si et seulement si P(a) = 0.
\ J

( )
PROPRIETE 5.20 (FACTORISATION PAR (z —a)) Un polynome complexe P admet le complexe

a comme racine si et seulement si on peut écrire P(z) sous la forme (z — a)Q(z), ou @ est un
polynéme complexe de degré égal a deg(P) — 1.
\

Factorisation de 2" — a" :

n—1
Mgt = (z_a)(zn—l +azn—2 +a2zn—3+_.'+an—2z+an—1) — (z_a)zakzn—k—l
k=0

En particulier :

n—1
z"—lz(z—1)(2”71+z”72+z”73+~-+z+1):(z—l)sz
k=0

Autre exemple :

P Zdn — (ZS)n — (—l)n
= (242" —i2" 24 (=) 2" (=) 2 4 (=)D

n—1

— (Z +Z')Z(*7;)kzn_k_1

k=0

EXEMPLE 14 — La méthode des « coefficients indéterminés » utilisée largement en 1™ reste valable
et particuliérement utile pour factoriser un polynéme complexe du moment qu’on peut en identifier
certaine(s) racine(s).
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Résolvons I'équation du 3¢ degré 2% + (i — 2)22 — (1 +1i)(2z + 3) = 0 en commengant par chercher une
racine réelle zo = x (les équation du 3¢ degré en ont toujours au moins une) ; celle-ci vérifie 1’égalité
23+ (i—2)2? - (14+49)(22 +3) =0 < (23 — 222 — 22— 3) +i(2? — 22— 3) = 0.

22 —2x—-3=0

2 —2r—-3=0
2EVIHAXS = 2516 — 1 1+ 2 s0it 3 et 1.

z =2
Comme les parties réelles et imaginaires sont nulles, on a le systéme {

L’équation 22 — 22 — 3 = 0 a pour racine
L’autre équation est satisfaite pour z = 3 car 33 —2x 32 —2x 3 -3 =27 — 18 — 6 — 3 = 0 mais pas
par —1 ((—=1)? =2 x (-1)2—=2x (=1) =3 =—-1—-2+2—3 = —4 # 0), du coup on peut mettre z — 3
en facteur : 23 + (i — 2)2% — (1 +4)(22 +3) = (2 — 3)(az? + bz + ¢) ol a, b et ¢ sont & déterminer.

(z —3)(az? +bz+c)=az®+ (b—3a)z? + (c — 3b)z + (—3c) or ce polynome est égal &

24 (i—2)22 = (1+i)(224+3) =22 + (i — 2)22 + (=2 — 2i)z + (=3 — 3i).

Par identification des coefficients de méme degré de ces polynémes, on obtient le systéme

a=1
] a=1
b—3a=1i—2 ) ) .
” 5 o; b=1i—2+3=1+1 (la4° égalité confirme ces valeurs)
c—3b=-2-2
, c=-2-24+3(1+i)=1+i
—3c=-3-31

Il reste & résoudre I'équation du 2¢ degré 22 + (1 + i)z + (1 +4) = 0.
Le discriminant est A = (1 +4)2 —4(1+4) =2i —4 — 4i = —2i — 4;
Cherchons la racine § = a + i de A :

. . o’ — = —4
Comme (a+i8)% = (a® — 82) +i(2aB), on a {
208 = -2
L’égalité des modules ajoute une 3° équation au systéme : a4+ B2 = (—2)2 + (—4)2 = 20.
o’ =8
Par addition et soustraction des égalités contenant les carrés, cela se réduit a { 32 = 12
af = -1

a et 3 sont de signes opposés d’ott § = /8 — iy/12 = 2(\@ — z\/g) ouod = —2(\/5 — z\/g)

Les trois solutions de I’équation de départ sont finalement :

+ 20 =3
_ —(1+)+2(v2—iv3) _ —14+2v2+i(—1-2V/3)
+ 2= 2 = 2
' > —(14i)—2(v2—-iv3) _ —1-2v24i(—1+2V3)
2 = 3 = 5 .
def Pf{z):

a=complex (1,0)
b=complex (-2, 1)
c=complex (-2,-2)
d=complex (-3,-3)
return d+mualt {z, (c+malt (z, (b+mult (z,a)))))
def malt(zl,=2):
return complex(zl.real*z2.real-zl.imag*z2.imag,zl.real*z2.imag+z]l.imag*z2.real)

a=cnmﬁ;ex[i:t[i:p:t[";a::;e réelle de z = ")) ,int(input {"partie imaginaire de z = "}))

Pa=P (a)
if Pa==complex(0,0): 4 ] ] Y
print("{} es3t une racine évidente FP.".format (a)) partie réelle de z = -1
e . partie imaginaire de z = 0
else @ print("P{{})={}\n".format (a, Pa)) P{{-1+03))=(-4+03)
partie réelle de z = 0
partie imaginaire de z =1

P(l3)=(1-73)

partie réelle de z = 3

partie imaginaire de z =0

(3+04) est une racine é&wvidente P.
S w

Pour la recherche d’une racine évidente, il peut étre utile de calculer les images des petits nombres
entiers 0, 1, —1, 2, —2,.... ou de complexes simples tels que ¢, —¢, j,.... Le programme trés simple
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ci-dessus est écrit dans ce but; il suffit de tester jusqu’a z = 3 pour pouvoir factoriser le polynome.
Le programme demande d’entrer les parties réelles et imaginaires d’un complexe z et détermine si ce
nombre est une racine évidente d’un polynéme complexe du 3° degré dont on a rentré au préalable les
coefficients complexes a, b, c et d.

J’ai dt programmer le produit de deux complexes car le module complex ne réalise pas cela par
défaut et j’ai utilisé pour évaluer le polynéme la forme de Hérner b qui limite le nombre de produits 2
effectuer. On peut facilement développer cette idée en bouclant sur une liste pour modifier les parties
réelles et imaginaires du complexe z.

4.c. Racines de l'unité

,
PROPRIETE 5.21 (RACINE N-IEME DE 1) n > 0 étant un entier, I’équation z" = 1 admet n

solutions distinctes, appelées « racines n® de l'unité », égales a e'™» avec k € {0,1,...,n — 1}.

\

DEMONSTRATION Comme 2z = 1 alors le module de z est 1 (car |2"| = |z|" = 1),
ainsi les solutions de I’équation complexe du n® degré s’écrivent ¢’ ol Pargument 6 vérifie
(6“9> =1 = e =0 = nf =0 [27].

On en déduit, en divisant par n, que § = 0 [2%] soit 6 € {0, 1Xn27r, 2 (n_l)w”}.

n n ’ n

Remarques :

+ Nous connaissons les 2 racines 2¢ de 'unité qui sont les nombres opposés 1 et —1.

Nous connaissons également les 3 racines 3¢ de 'unité qui sont 1, j et j2; ce sont les affixes des
sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique.

De méme, les 4 racines 4¢ de I'unité sont 1, 7, i> = —1 et i3 = —i; ce sont les affixes des
sommets d’un carré inscrit dans le cercle trigonométrique ; et d’'une facon générale, les n
racines n® de 'unité sont les affixes des sommets d'un polygone régulier & n c6tés inscrit dans
le cercle trigonométrique (voir ci-dessous jusqu’a n = 5).

+ L’ensemble des racines n® de I'unité — noté U,, — forme un groupe multiplicatif qui est un
sous-groupe de U (I’ensemble des complexes de module 1, voir la propriété ??) car le produit
de deux éléments de U,, est un élément de U,,, et aussi 'inverse d’'un élément de U,, est un
élément de U,,. Nous laissons les démonstrations trés simples de ces propriétés au lecteur.

+ En notant u la premiére racine n® de 'unité d’argument non nul (modulo 27), soit u = e"%ﬂ,
on remarque que toutes les racines n® de I'unité s’expriment comme des puissances de u :

Vk e {0,1,...,n— 1},6i2k% = u*. De plus, comme u" = eI = 1, on en déduit que
u"—1=0oru”—1=(u—1)(u" 1 +u" 2+ .- +u+1) daprés la propriété ??. On en
déduit que v P+ 24 fu+ 1= “::11 = 0, la somme des racines n® de 'unité est nulle.

1. La forme de William George Horner (1819-1845) pour a X z X z +b X z+ c est ¢+ z X (b+ z X ¢), on voit que dés
le 2¢ degré, on gagne un produit ; au 3¢ degré on en gagne trois (az® + bz? + cz + d s’écrit d + z(c + z(b + za)).
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e —)
PROPRIETE 5.22 (RACINE N-IEME) n > 0 étant un entier et » # un réel, 'équation 2" = re®
. - 0+2kT
admet n solutions distinctes (les « racines n¢ de re®) égales a {/re’l ) avec k € {0,1,...,n—1},
|Z’ - {L/,F - 27 - 0
soit 0  9kr. Autrement dit, en notant u = €' , z = ruFelln) |
argz = — +
n n
\ y,

DEMONSTRATION si r = 0 alors ’équation devient z” = 0 et n’a qu’une seule racine z = 0.
Pour cela on suppose r # 0.
D’aprés la propriété 77, on en déduit que :

+ 2" =z|" =r dou|z| = IUr

+ arg 2" =nargz [2n] d'on argz = % (22

n

_ 9 2k
| <=3k e€Zargz =, + =7

n

Remarque : On en déduit que si on arrive & déterminer une racine z, de I’équation 2" = re', alors
on détermine les autres en les multipliant par les racines n® de 'unité égales a e’ » avec

ke {1,2,...,n—1}. Autrement dit, les racines n® de re?? sont zq, zou, zou2, zou®, ..., zou™ L.
bl b ) ) ? ) ) ? )

4.d. Linvention des algébristes italiens

Revenons aux formules qui ont tout déclenché, les formules de Tartaglia-Cardan.

L’¢quation réelle du 3¢ degré est az® + bx? 4+ cx +d = 0, oil a, b, c et d sont des réels.

En divisant par a # 0, on obtient x3 4+ b'z? 4+ ¢’z + d’ = 0 et, avec le changement de variable
X=x+ %, elle se transforme en une équation de la forme X3 + pX + ¢ = 0 ot le terme de degré 2 a
disparu. En effet, on a :

/ / 12 13 / 12 13 ’
@+%P +pl+8)+q=ad + 022+ Lo+ St pr+ B g =2 +V2? + (5 +p)z+ (& + & +q),

="
a
12
il suffit de prendre V', ¢ et d’ vérifiant % +p=( = ¢ ,
a
e pbf
i 7 =d ==
ST
c b2
Pe LT 3a
ce qui conduit & prendre 5
_d [b3 (& L)i]_g be 2
1= e T 973 e T 30230 T 4 3a2 T 27a°

Les coefficients p et ¢ sont, comme a, b, ¢ et d, des réels.

Une fois cette forme trouvée, un nouveau changement de variable intervient : on pose X = u + v,
avec u et v complexes (astuce : en prenant deux inconnues au lieu de une, on va pouvoir trouver une
combinaison qui simplifie le probléme).

L’équation X3 + pX + ¢ = 0 s’écrit alors :

(u4v)2+p(utv)+q = 0 <= v +3u?v+3uv? +v3 +putpv+q = 0 <= w3 +v3+(Buv+p)(u+v)+q = 0.

Comme on a le choix de la décomposition de X en w4+ v, on choisit d’avoir 3uv + p = 0, soit uv = —%.
L’équation devient alors u® +v® + ¢ = 0 et on doit trouver deux nombres complexes v et v tels que
ud 03 = —q
3
udo® = —12)—7 (en élevant au cube la condition sur le produit)

On est ainsi ramené au second degré?, car u? et v3 sont les solutions de 1’équation x> — Sz + P = 0,
. 2 . , . .. 3
ot S est leur somme et P leur produit. L’équation que vérifient u3 et v3 est donc ici 22 + gz — 72’—7 =0.

2. C’est du faux second degré. Il s’agit plutot du sixiéme degré, car on cherche u et v, non pas u® et v3, et ces nombres
3 P 3
vérifient I'équation z° + gz — L= = 0. C’est important de le souligner car une équation du sixiéme degré a six solutions.

Il faudra sélectionner, parmi ces six nombres, celles qui conviennent.
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et v sont réelles si

Son discriminant est A = ¢ + %p‘?’ et les solutions u3 = % V=4 3 = % V=4
A > 0 et complexes sinon.

D’aprés la propriété ?? et sa conséquence, soulignée dans la remarque, les trois racines cubiques de u?
sont uy = \ % V_A, w1 = jug et us = j2ug, de méme pour les racines cubiques de v3.
Il faut alors combiner deux & deux ces six solutions qui doivent avoir un produit réel, car on doit

/
avoir uv = —£&. Ce choix conduit aux trois solutions en X = u + v et, finalement, en z = X — %.
EXEMPLE 15 — Dans le cas oil I'équation z2 + gz — p— = 0 a un discriminant positif, I’équation du
3¢ degré a une solution réelle et deux solutions complexes conjuguées.
Résolvons 'équation 23 + 222 + 3z + 5 = 0.
Avec le changement de variable X = x + %, celle-ci se transforme en X3 + %X + % =0 car

3 22 9-4 5
P=27 5 =73 73
- 6+2><23_3+16_97
1=°73 T o7 T T T o7
Aprés le changement de variable X = u + v et uv = —g, on obtient I'équation u? 4 v3 = g; avec
wdrd = — 53 125
277 = —75g- Les nombres complexes u? et v3 sont les solutions de I’équation
2 /
%+ 2737 — % = 0 dont le discriminant est A = %72“25 = 9792099 >0 d’ot u? _972‘;2390
3 _ —97—1/9909
vt = oo
Les racines cubiques de ces nombres réels sont réelles également :
u 3/—974++/9909 _ 1 3/ —97+4/9909
+ Uo = 2x27 3 2
vy = &/ =97=v9909 _ 1 3/ —97-1/9909
MU 2x27 3 2
(ug,vp) est un couple vérifiant uv = —2, les deux autres couples qu1 conviennent sont constitués de

nombres complexes conjugués : (ug j,vg j ) pour le premier et (ugj2,v07) pour le second.
Il ne reste plus qu’a exprimer les solutions de I’équation de départ, sous la forme z = u + v —
cest-d-direiciz =u+v — % La seule solution réelle est

_ ¥ 97+\/9903J\rf\/ 97—1/9909 % ~ 1, 8437342779
On peut vérifier cette valeur en tracant la courbe d’équation y = x> + 222 + 3z + 5.

Cette courbe coupe I'axe des abscisses en un seul point d’abscisse approximative —1, 8437342779, ce
qui correspond bien & la valeur trouvée. Les deux autres solutions sont les complexes :

.z = 5 ¥/ —97+/9909+52 Y/ —97-1/9909 g ~ —0.078 + 1.645

b
3a?

3V2
.2 3 .3
v ay = PNV 2 078 + 16450

20

(-1.8437342779, 0)

2 +22° 43045

-20

Ces valeurs n’apparaissent pas sur la représentation graphique, car celle-ci ne prend en abscisse que
des valeurs réelles.

EXEMPLE 16 — Dans le cas ou A < 0, les trois solutions de I’équation de départ sont réelles.
Résolvons 1’équation 23 4+ 522 +2 — 1 = 0 qui a trois solutions réelles si on en juge par les trois points
d’intersection de la courbe d’équation y = 2% + 522 + x — 1 avec I’axe des abscisses.
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20

/' -4 3 2 a0 1o 1 2 3
(-4.7448260777, 0) (-0.6040881398, 0)  (0.3488942175, 0)

-10

Le changement de variable X = x + % conduit a I'équation X3 — 23—2X + % = 0.

On pose ensuite X = u + v avec uv = 22, et on on est ramené a chercher deux complexes u? et v?
solutions de I’équation x? + %x + % =0.

L 2”
Le discriminant est A = 178 742X910648 = — 10908 < 0.

Le premier couple (ug,vg) vérifiant uv = % est donc un couple de nombres complexes.

v un — &) =178+iV10908 _ 1 3/ —178+iv/10908
0= 2%27 -3 2

v vy — &/ =178-iV10008 _ 1 3/ —178—i/10908
0= 2% 27 -3 2

Les deux autres couples sont (ugj,v052) et (ugj2,v0).
Les solutions de I’équation de départ sont les nombres réels :
_ 3/—1784iV/10908+ 3/ —178—i\/10908 _ 5 __
— 3 ~0,3489

+ To = 332
_ N/ —1784iv/10908442 ¥/ —178—iv/10908 _ 5 .
R - _ 54,7448
32 3
23/ -178+i\/10908+; ¥/ —178—i/10908 5
R L — %~ —0,6041

Remarque n°1 : Déterminer la racine cubique d’'un nombre complexe n’est pas une tache facile en
général, surtout si 'on ne veut pas se satisfaire de valeurs approchées. Si on écrit un nombre
complexe a + ib, alors son carré est a? — b% + i(2ab) et son cube a(a? — 2b%) + i3b(a® — b?).
Par conséquent, la racine cubique d’un nombre A + iB est le nombre zy = a + ib tel que

A = a(a® — 2b?)
{B = 3b(a® — b%)
En dehors de certains cas particuliers, on ne sait pas exprimer, en général, les valeurs de a et b — la
partie réelle et imaginaire de la racine cubique d’un complexe — de fagon algébrique, sans les
radicaux. Bien sir le probléme se simplifie beaucoup lorsqu’on arrive & identifier la forme

. Ce systéme conduit aux trois complexes solutions : zg, jzo et j22o.

trigonométrique du nombre zg.

Remarque n°2 : Lorsque 'équation du troisiéme degré a une solution réelle évidente, le passage par
C n’est pas obligatoire, et il complique notablement I’expression des solutions.
L’équation 2% — 152 — 4 = 0, pour donner un exemple historique résolu par Bombelli en 1560, a une
solution évidente qui est x = 4, et deux autres solutions réelles —2 + v/3 et —2 — /3 que l'on trouve
en factorisant le polynome initial : 2% — 152 — 4 = (z — 4)(2? + 42 + 1) .
La méthode de Tartaglia-Cardan exprime les racines comme la somme de racines cubiques de
nombres complexes : I’équation que doit vérifier u? et v3 est ici 2 — 4a + 125 = 0, son discriminant
étant négatif (A = 16 — 500 = —484 = —222), on en déduit le couple de complexes (ug, vg) suivant :
v up = YEE = 3L
= YEE = Y710
La 1™ solution qui s’en déduit est le complexe /2 + 114 + /2 — 114, or ce nombre est égal a 4, cela se
prouve en développant (2 +i)3 = (3 +4i)(2+1i) =2+ 1liet (2—1i)3 = (3 —4i)(2—1i) =2 — 11i.
Les autres solutions ne sont pas moins réelles que la premiére, mais la méthode de Cardan en donne &
nouveau, des expressions complexes : jv/2 + 11i 4 j2/2 — 11i et j2/2 + 11i + j/2 — 114
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En dehors des équations polynomiales et autres questions algébriques qui furent le point de départ
des nombres complexes, de multiples applications utilisent ces nombres comme des outils pour
résoudre autrement, représenter ou étudier certains problémes. Nous envisagerons deux domaines : la
géométrie et les suites.

5.a. Applications en géométrie

Les propriétés 77 et ??, notamment dans les remarques associées, établissent plusieurs points
importants qui permettent de résoudre des problémes de géométrie.
Développons cet aspect sur deux exemples.

EXEMPLE 17 (FIGURE DE VECTEN) — Soit ABC un triangle de sens direct (le sens A - B — C
est trigonométrique).

On construit des carrés ABDE et ACGF sur les cotés [AB] et [AC], plus précisément E est I'image
de B par une rotation de centre A et d’angle = (ce qu’on notera E = rA%W(B)) et F est I'image de
C par une rotation de centre A et d’angle § (F =14,2(C)). Montrons que la médiane issue de A
dans le triangle ABC est la hauteur issue de A dans le triangle AFF.

Notons a, b et c les affixes de A, B et C.

+ La rotation 7, —» transforme un point M(z) en M’(z’) de telle facon que le rapport des affixes
2

) d
—=  —— — Y
des vecteurs AM' et AM (AM'(2' — a) et AM(z — a)) soit égal au complexe T = —i.
On a donc la traduction complexe de cette rotation : i 4= —j<=2 —a=—i(z—a).
CommeE:rAfﬂ(B) onazg—a=—i(zp—a)=—i a) <= zp =a—1i(b—a).

0“;}

(b —

+ De méme, la rotation 74 ,Z & pour expression complexe Z=2% =i <= 2’ —a = i(z — a) et donc,

zZ—
comme F' =71y z(C), on a zp —a =i(2c —a) =i(c—a) <= zp = a+i(c—a).
b+c

Notons I le milieu de [BC], son affixe est zy =
Laffixe du vecteur EE' est zpp=2F — 2 =a+ z(c —a)—(a—i(b—a)) =i(—2a+b+c).
L’affixe du vecteur ﬂ est 23 =21 —za = % —a= 5(—2& +b+c).

On en déduit que zgp = 2izg; < f; — 9 — 215

Cela signifie que Pangle ( ﬁ ﬂ = 5 (les droites (E'F') et (AI) sont donc bien perpendiculaires) et
aussi que EF = 2AI (ce résultat non cherché est donné en supplément).

Remarque : On simplifie le raisonnement en choisissant l'origine du repére en A.
Dans un tel repére, les points ont pour affixes A(0), B(b), C(c), I(%), E(—ib) et F(ic).
Du coup, les affixes des vecteurs sont ﬁ(z(b +c)) et H(%)
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On calcule alors (ﬁ,ﬂ) = arg <z%) = arg <i(fif)> = arg(2i) = 3, et on conclut.
A 2

EXEMPLE 18 (THEOREME DE PTOLEMEE) — A, B, C et D étant quatre points distincts, montrons
quon a AC x BD < AB x CD + AD x BC. Puis, en interrogeant les cas d’égalité de cette formule,
montrons que quatre points distincts sont cocycliques ou alignés si et seulement si

AB x CD + AC x BD + AD x BC = 0 (pas les deux + en méme temps).

Notons a, b, ¢ et d les affixes de A, B, C et D.

Ce théoréme apparait ici comme une application de I'inégalité triangulaire de la propriété 77 :

En effet, AB x CD 4+ AD x BC = |b—al|d — ¢[+ |c = b||d — a| = |(b—a)(d — ¢)| + |(c — b)(d — a)|
(d’apres la propriété 77).

Et d’apres I'inégalité triangulaire, |(b — a)(d — ¢)| + |(c — b)(d — a)| = |(b—a)(d — ¢) + (¢ — b)(d — a)|.
Développons et réduisons :

(b—a)(d—c)+(c—b)(d—a) = bd+ac—ad—bc+cd+ab—bd—ac = —ad—bc+cd+ab = (a—c)(b—d)
On en déduit :

ABxCD+ AD x BC 2 |(a—c¢)(b—d)| <= ABXxCD+ AD x BC > |a—¢| x |b—d]
<= ABxCD+ AD x BC > AC x BD

Il y a égalité dans l'inégalité triangulaire si 'un des vecteurs est nul ou s’ils sont colinéaires et de
méme sens. Lci les affixes des vecteurs concernés sont (b — a)(d — ¢) et (¢ — b)(d — a) qui ne sont pas
nuls car les points sont distincts. L’égalité a donc lieu lorsque les vecteurs sont colinéaires et de méme
sens, c’est-a-dire lorsque le rapport de leurs affixes est un réel strictement positif (la partie imaginaire
de ce rapport étant le déterminant des vecteurs). On doit donc avoir :

(b—a)(d—c) (b—a)(d—c) ba
ed=a) X g <% < <F
<:>arg<§:2> = [27r]<:>arg(l;:2) :arg<fl:i>+ﬂ [27]
d—c

— (BC, 54) — (DC,DA) + 7 [2n]

Cette derniére égalité traduit une situation de cocyclicité décrite par le théoréme de 'angle inscrit
(dans le cas d’un birapport négatif comme ici, les points B et D sont de part et d’autre de la droite
(AC), voir la figure) ou d’alignement (avec B € [AC] = D ¢ [AC] ou D € [AC] = B ¢ [AC]).
Sans tenir compte du sens, il y a trois ordres possibles pour quatre points (A — B — C — D,
A—-B—-D—-CetA—C— B—D),
d’ou les trois possibilités pour avoir A, B, C et D cocycliques ou alignés :

+ ACx BD=ABxCD+ AD x BC

+ AD x BC =AB xCD + AC x BD

+ ABxCD = AC x BD+ AD x BC
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5.b. Etude de suites

5.b.1. Suites récurrentes d’ordre 2

Pour chercher le terme général d’une suite (u,)<o récurrente d’ordre 2, ¢’est-a-dire définie par une
relation du type unp42 = aun41 + bu, ol a et b ne sont pas nuls, on cherche & écrire cette relation sous
la forme up49 — rup+1 = $(Ups41 — ruy,) car ainsi, la suite (v,) définie par v, = up41 — TUy, est une
suite géométrique de raison s.

r+s=a

Comme Up4+2 — TUpt+1 = $(Upt1 — TUp) <= Upyo = (1 + S)Upt1 — TSU,, on doit avoir { -
rs = —

2 _ax—b=0 et selon les cas :

+ SiI’équation admet deux racines réelles distinctes, alors les suites cherchées ont pour terme
général u, = ar™ + Bs"

+ Si I’équation admet une seule racine réelle r = ¢, alors les suites cherchées ont pour terme
général u, = (a+nB)r", autrement dit la suite (7#) est arithmétique.

+ Si I’équation n’admet aucune racine réelle (si a® + 4b < 0), elle en admet deux complexes avec
lesquelles on exprime wu, = ar™ + 8™, voyons cela sur un exemple.

Il faut choisir r et s solutions de I’équation x

ExXEMPLE 19 — Etudions la suite (un)<o définie par la relation w42 = 2up11 — 2u, et les conditions
initiales ug = 0 et uq = 1.

r+s=2
Cherchons r et s tels que { 5 : ce sont les solutions de 22 — 2z + 2 = 0 dont le discriminant
rS = —
est A = —4 < 0. Les solutions sont % =1++—1,s0it 14+7et1—1.
r=141
Posons { L ; comme ces deux solutions sont interchangeables :
s=1—1

+ d’une part on a up+1 — ruy = S(Up — rUp—1) = s"(u1 — rug) = s" (car up =0 et ug = 1)
+ et d’autre part up 1 — Sty = 7(Up — SUp—1) = r"(ug — Sug) = r"
Par soustraction des membres extrémes, on obtient
(Unt1 — TUp) — (Ung1 — SUp) = " — 1" <= (s —T)up = s" — 1"
Ainsi, en remplacant r et s par leurs valeurs :

(=i 1= iuy = (1= )" = (1 4+0)" = —2iup = (1= i) — (1 +)" = u,, = LHLZT
Ecrivons 7 = 144 et s = 1 — i sous forme exponentielle : |r| = |s| = v/2 et,
comme cos(argr) = @ et sin(argr) = g, onaargr="71;
de méme comme cos(arg s) = @ et sin(args) = _T\/Q7 on a arg sr = =~.
2e'T)" — (V/2e' T )" U
On en déduit u, = (v2e't) 2.(\fe ) = (ﬂ)”%
i i

Cette derniére égalité peut étre réduite a I'aide de la formule de Euler en u, = (v/2)" sin(ZF).
Malgré le passage par des nombres complexes et irrationnels, tous les nombres de la suites (u,) sont
entiers puisque la relation de récurrence initiale ne fait qu’ajouter ou multiplier des entiers.

5.b.2. Série trigonométrique

Nous étudions ici certaines suites (S,,) dont le terme général est la somme des premiers termes d’une
suite (up), soit Sy, = ug + u1 + - - - + up—1. En particulier lorsque les nombres complexes permettent
d’exprimer S, d’'une facon simplifiée.

EXEMPLE 20 — On définit la suite (S, )ns0 par Sp = sin © +sin 2% 4 ... 4 sin @07,
Posons z = cos - +isin I = eln.
1—2" n

On sait que lasomme S =1+ z+ 22+ 42" 1 = 7 mais comme 2" = ¢e'n = €™ = —1, on en
—z
1—(-1 2
déduit S = (=1) = )
1-=2 1—-2
Mais comme 1 — cos § = 2sin? g et sinf = 2sin % cos g, on peut écrire

1—z=(1-cosZ)—i(sinZ) = 2sin® T — i(2sin 2= cos - ) = 2sin 7= (sin 7~ — i cos 2-).
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. 2 Sin &~ + 4 coS o 7
OnendédultSzz- — - — = 2n_ - n — 1 4 -
sin - (sin 5 — 4 cos 5.-) sing, tan o
1 cosg.

Comme S,, = Zm(S), on obtient finalement S,, = — =
tan 5~ sin 5 -

5.b.3. Lensemble de Mendelbrot

Cet ensemble, appelé simplement M dans la suite, a été découvert au début du 20¢ siécle par les
mathématiciens Pierre Fatou et Gaston Julia, mais ne fut connu du grand public qu’aprés que Benoit
Mandelbrot (1924-2010) en produise des images a 1’aide d’un ordinateur (1980) et que le magazine
Scientific American les publie (1985).

Pour tout nombre complexe ¢ = a + bi, on définit la suite complexe (z,) par la relation de récurrence
Zn+1 = 22 + c avec zg = 0. Selon la valeur de ¢, on observe deux comportements de la suite (2;,) :

+ elle a tendance a rester bornée (IX € RT,Vn > ng, |2, < \)
+ elle diverge, les modules se mettant & croitre indéfiniment
(VA € RT,3ng € N,Vn > ng, |zn| > \)

L’ensemble M contient tous les points ¢ pour lesquels la suite est bornée.

Si on colore les points de cet ensemble en noir, on obtient I'image désormais célébre ci-dessous. J’ai
ajouté une ébauche de graduation afin de remarquer que l’essentiel de cet ensemble semble limité au
domaine —1,5 <a < 0,5et —1 <b < 1.

Bien sir, la vérification du fait que la suite est bornée, lorsqu’on utilise un ordinateur, ne peut pas
étre faite jusqu’a l'infini. Il faut se contenter d’effectuer pour chaque point d’affixe ¢ (chaque pixel de
Iimage que on veut créer), un nombre limité ¢ d’itérations. Le paramétre ¢ est appelé « profondeur »
de la représentation.

Pour I'image globale ci-dessus, la profondeur ¢t = 100 a suffi.

Choisir ¢t = 1000 permettrait d’obtenir des détails du bord mais impliquerait beaucoup plus de calculs
et demanderait beaucoup plus de temps (d’ou la lettre t).

Heureusement, cette suite a une propriété qui évite d’aller a chaque fois jusqu’a t :

Si il existe un rang ng a partir duquel |z,| > 2, alors la suite diverge et le point d’affixe ¢
n’appartenant pas & M reste en blanc. Seuls les points suspectés jusqu’au bout d’appartenir & M
nécessitent d’aller jusqu’a ¢ et seront coloriés en noir.
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Re(ec) =1
Im(c) =1
rang 1 1.041.01i - module=1.4142135623730851
rang 2: 1.0+43.01 - module=3.1622776601683795
rang 3: -7.0+47.0i - module=9,.8994094936611665
rang 4: 1.0-97.0i - module=97.0051545022222
rang 5: -9407.0-193.0i - module=9408,979647124337
rang 6: ©8454401.0+3631103.0i - module=88528899.0401745
rang T: T810996147272193.0+4642374081668607.01 - module=7837365965265411.0
Re(c) = -0.5
Im(c) = 0.5
rang -0.5+0.5i - module=0.7071067611865476
rang -0.5+40.0i - module=0.5
-0.25+0.51 - module=0,5590169943749475

5+0.25i - module=0.,7315437444199766

75+0.156251 - module=0.180238624922802
-0.5163421630859375+0.4719238281251 - module=0.6995150669802755
-0.45610287017188966+0.0126516595482826231 - module=0.456278306155
-0.29213023631029+0.,48845908353518141 - module=0,5691505523626725
.6532522013213234+0.214612664997919531 - module=0,68760238111037
rang 10: -0.11932015744635432+0.219607608317346661 - module=0,249929593293

H
w
H
5

W o e W R

"
o
]

a
w

!
o

rang 95: =0.4730460259734365+0.30415532027901951 = module=0,56239043514563
368737916164771840.21224106892666411 - module=0.42545730944087

: .4090786205215947+0.343477341038796351 - module=0.5341554095719
rang 98: -0.4506313660392307+0.218981526294847741 - module=0.5010204955057
rang 99: -0.34488428080003797+0.30264011133679411 - module=0.4588422431870
rang 100: -0.47264586984698764+0.29124836572073271 - module=0.555175403650

Observons ci-dessus le comportement de la suite (z,) pour deux valeurs de ¢ :
+ Lorsque ¢ = 1+ i, dés la 2¢ itération, le module dépasse 2. A la 4¢ étape il atteint déja presque
100, et a la 6° presque le million...
+ Pour c = —% + %, apres t = 100 itérations, le module n’a toujours pas dépassé 1. Il a oscillé
gentiment entre 0,18 et 0,73 approximativement. Si on augmente le nombre d’itérations, pour
1000 d’entre elles, les oscillations du module ne sortent pas de ces limites. Les plus grands
écarts sont au début, et la valeur des z, se stabilise progressivement sur une valeur limite qui
est, dans le cas de ¢ = —% + %, d’environ —0,409 + 0, 2754.
L’algorithme qui est nécessaire pour effectuer cette exploration est extrémement simple. De plus, la
plupart des environnements de programmation ont implémenté le type « nombre complexe » et il
suffit, par exemple, d’écrire z? pour avoir le carré de z et |z| ou abs(z) pour en avoir le module.
Le caractére fractal de I'image apparait lorsqu’on cherche & agrandir une des zones frontiére entre M
et le reste du plan complexe. L’image ci-dessous montre un tel agrandissement, obtenu en zoomant
d’un facteur 10 la partie supérieure de M pour laquelle —0,15 < a < —0,05 et —0,9 < b < —0,8.

NB : Sur ces images, les ordonnées croissent vers le bas. A droite la convention de coloration est
différente : en dehors de M, la couleur va du blanc lorsque ’échappement est obtenu pour n =¢ — 1,
au noir lorsque ’échappement est obtenu pour n = 1. Avec ce nuancier de gris, le contraste est
maximum entre I’'intérieur et 'extérieur de M et on voit se dessiner des lignes extrémement fines qui
irriguent l'espace extérieur. 1l est bien sfir possible de créer un nuancier de couleurs en exploitant
toute la palette RGB comme sur I'image ci-dessous (Wikipedia) qui montre un détail de M centré sur
la valeur —0, 068 + 0, 662¢ pour ¢t = 300.




