
CORRECTION             DM n°3 : conjectures sur les nombres                    novembre 2022

1. Les entiers     : des sommes d'entiers consécutifs     ?
On voudrait  répondre à cette question : « les nombres entiers
peuvent-ils  tous être  constitués  par  une  somme  d'entiers
consécutifs  (si la réponse est non, déterminer les nombres qui
ne sont pas reconstituables ainsi) ? » 

Le nombre 25, par exemple, peut être constitué par la somme
12+13 de deux entiers consécutifs, et on peut aussi obtenir 25
avec une somme d'entiers consécutifs plus petits : 3+4+5+6+7.
On dit que 25 se décompose de deux façons différentes comme
somme de nombres entiers consécutifs.

a) Exploration systématique
Chercher les décompositions en somme d'entiers consécutifs des
nombres entiers inférieurs à 36. Parmi ces nombres, certains ont
deux ou trois décompositions différentes : lesquels ?
On trouve ces décompositions pour tous les nombres sauf pour :

1, 2, 4, 8, 16, 32
On  en  trouve  parfois  plusieurs,  comme  15  qui  peut  être
décomposé de trois façons différentes : 1+2+3+4+5 mais aussi
4+5+6 et 7+8. Le nombre suivant qui peut être décomposé de
trois façons différentes est 21=1+2+3+4+5+6 mais aussi 6+7+8
et 10+11. 
Cela  semble  assez  remarquable  (la  plus  longue  de  ces  trois
sommes  commence dans  les deux cas  à  1),  mais  le  prochain
nombre qui a cette propriété, 28=1+2+3+4+5+6+7, ne peut être
reconstitué que d'une seule façon.
Les nombres qui ont deux décompositions différentes sont :

9, 18, 25, 36, (49, 50, etc.)
Les nombres qui ont trois décompositions différentes sont :

15, 21, 27, 30, 33, 35, (39, 42, 51, etc.)

Un complément à cette étude systématique est ébauché sur la
copie d'une élève (OS pour ne pas la nommer) :

• S2 : Somme de 2 nombres consécutifs n et n+1 : 2×n+1. 
On reconnaît là les nombres impairs. Ceux-ci sont donc toujours décomposables comme somme de 2 nombres 
consécutifs. 

• S3 : Somme de 3 nombres consécutifs n, n+1 et n+2 : 3×n+3=3×(n+1). 
On reconnaît là les multiples de 3. Ceux-ci sont donc toujours décomposables comme somme de 3 nombres 
consécutifs. Ceux qui sont impairs (comme 9 ou 15) sont toujours décomposables d'au moins 2 façons.

• S4 : Somme de 4 nombres consécutifs n, n+1, n+2 et n+3 : 4×n+6=2×(2×n+3). 
On reconnaît là les doubles des nombres impairs. Ceux-ci sont donc toujours décomposables comme somme de 4 
nombres consécutifs. Ce sont des nombres pairs. Sans compter 6 qui s'obtient avec n=0 (il est plutôt du type S3), les 
premiers de ce type sont 10 (le double de 5 obtenu pour n=1), 14 (le double de 7 obtenu pour n=2), 18 (le double de 9 
obtenu pour n=3), etc. Ceux qui sont multiples de 3 (comme 18 ou 30) sont toujours décomposables d'au moins 2 
façons.

• S5 : Somme de 5 nombres consécutifs n, n+1, n+2, n+3 et n+4 : 5×n+10=5×(n+2). 
On reconnaît là les multiples de 5. Ceux-ci sont donc toujours décomposables comme somme de 5 nombres 
consécutifs. Les premiers de ce type sont 15 (n=1), 20 (n=2), 25 (n=3), etc. Ceux qui sont multiples de 3 et impairs 
(comme 15 ou 45) sont toujours décomposables d'au moins 3 façons.

• S6 : Somme de 6 nombres consécutifs n, n+1, n+2, n+3, n+4 et n+5 : 6×n+15=3×(2×n+5). 
On reconnaît là les triples des nombres impairs. Ceux-ci sont donc toujours décomposables comme somme de 6 
nombres consécutifs. Les premiers de ce type sont 21 (n=1), 27 (n=2), 33 (n=3), etc. Ils sont tous impairs donc 
décomposables d'au moins 2 façons.
On peut continuer longtemps comme ça : les nombres de type S7 commencent à 28, ce sont les multiples de 
7 ; les nombres de type S8 commencent à 36, ce sont les quadruples des nombres impairs ; etc.

1
2
3 1+2
4
5 2+3
6 1+2+3
7 3+4
8
9 2+3+4 4+5

10 1+2+3+4
11 5+6
12 3+4+5
13 6+7
14 2+3+4+5
15 1+2+3+4+5 4+5+6 7+8
16
17 8+9
18 3+4+5+6 5+6+7
19 9+10
20 2+3+4+5+6
21 1+2+3+4+5+6 6+7+8 10+11
22 4+5+6+7
23 11+12
24 7+8+9
25 3+4+5+6+7 12+13
26 5+6+7+8
27 2+3+4+5+6+7 8+9+10 13+14
28 1+2+3+4+5+6+7
29 14+15
30 4+5+6+7+8 6+7+8+9 9+10+11
31 15+16
32
33 3+4+5+6+7+8 10+11+12 16+17
34 7+8+9+10
35 2+3+4+5+6+7+8 5+6+7+8+9 17+18



b) C  onjecture
À partir de cette exploration de la situation, émettre une conjecture1 qui réponde à la question.
Il semblerait  que tous les nombres peuvent être constitués par une somme d'entiers consécutifs sauf les
puissances de deux : 

2, 4, 8, 16 et 32 sont égaux à 2, 2×2, 2×2×2, 2×2×2×2
1 est 2 à la puissance 0 (diviser 2 par 2, on trouve 1)

À ce stade, notre conjecture n'est pas forcément très solide. 
Il est possible d'étendre un peu notre exploration systématique en allant jusqu'à la prochaine puissance de
deux. Nous avons fait cela pour nous fortifier dans cette conviction que la conjecture est juste : 64 n'est pas

décomposable alors que tous les nombres  compris  entre 32 et  64 le sont !  Cela a beau être une solide
confirmation, cela ne constitue cependant pas une preuve définitive. 
Si ça se trouve, la conjecture est fausse, mais on ne s'en aperçoit que plus loin... En réalité elle est vraie et
cela se prouve (voir par exemple l'article sur les nombres trapézoïdaux de Charles-É. Jean).
Par  curiosité,  j'ai  écrit  un petit  programme  qui  me donne la  liste  des  nombres  qui  ont  0,  1,  2,  3,  etc.
décompositions. Pour les cent premiers entiers, le résultat est le suivant :

Ainsi, il y a 53 nombres ayant une seule décomposition, 25 qui en ont 3, 9 qui en ont 2 et 7 (les puissances
de 2) qui en ont 0. 45 est le premier entier à avoir 5 décompositions, 81 est le premier à en avoir 4... 

Si on continue jusqu'à 1000 (ce n'est rien pour le programme) : il n'y a que 81, 162, 324, 625 et 648 pour
avoir 4 décompositions. Par contre, il y a une liste importante de nombres qui en ont 5 :
45 63 75 90 99 117 126 147 150 153 171 175 180 198 207 234 243 245 252 261 275 279 294 300 306 325
333 342 350 360 363 369 387 396 414 423 425 468 475 477 486 490 504 507 522 531 539 549 550 558
575 588 600 603 605 612 637 639 650 657 666 684 700 711 720 725 726 738 747 774 775 792 801 828
833 845 846 847 850 867 873 909 925 927 931 936 950 954 963 972 980 981.
Il y a un seul nombre inférieur à 1000 qui a 6 décompositions : 729, et un seul qui en a 15 : 945.
Par contre, il y en a beaucoup qui en ont 7 :
105 135 165 189 195 210 231 255 270 273 285 297 330 345 351 357 375 378 385 390 399 420 429 435
455 459 462 465 483 510 513 540 546 555 561 570 594 595 609 615 621 627 645 651 660 663 665 690
702 705 714 715 741 750 756 759 770 777 780 783 795 798 805 837 840 858 861 870 875 885 897 903
910 915 918 924 930 935 957 966 969 987 999.
On en trouve encore qui ont 8 (225 441 450 882 900), 9 (405 567 810 891) ou 11 (315 495 525 585 630 675
693 735 765 819 825 855 975 990) décompositions. 

Si on continue jusqu'à 10000 (cela commence à prendre du temps pour exécuter le programme) : 
La liste est très longue pour les nombres ayant 1 ou 3 décompositions. Pour les nombres qui ne sont pas
décomposables, il n'y a que les puissances de 2. Sinon, voici le nombres d'entiers ayant  n décompositions
(parmi les 10000 premiers entiers, n est écrit dans les colonnes grises) :

0 14 4 15 8 39 12 0 16 0 20 0

1 2718 5 811 9 66 13 5 17 33 21 0

1 Une conjecture est une propriété qui semble vraie (car elle se vérifie sur tous les exemples étudiés) mais que l'on n'a pas encore
prouvée d'une façon générale. 

http://www.recreomath.qc.ca/art_trapezoidaux_n.htm


2 91 6 4 10 0 14 7 18 0 22 0

3 3894 7 1632 11 452 15 181 19 11 23 27

Un dernier tableau : il donne le premier nombre ayant n décompositions :
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

premier 1 3 9 15 81 45 729 105 225 405 59049 315 531441 3645 2025 945
Cette liste de nombres est-elle importante ou remarquable ? Je cherche dans l'encyclopédie en ligne des
suites d'entiers, avec le début 1, 3, 9, 15, 81, 45, 729, 105, 225, 405. La réponse ne se fait pas attendre : oui,
cette liste est répertoriée, sous le numéro A038547. En voici la suite :  

1, 3, 9, 15, 81, 45, 729, 105, 225, 405, 59049, 315, 531441, 3645, 2025, 945,
43046721, 1575, 387420489, 2835, 18225, 295245, 31381059609, 3465, 50625, 2657205,
11025, 25515, 22876792454961, 14175, 205891132094649, 10395, 1476225, 215233605 ...

Je complète alors mon tableau (nombres surlignés en jaune).

NB : ce qui est amusant c'est que cette liste est aussi la liste des plus petits nombres ayant exactement  n
diviseurs impairs (least number with exactly n odd divisors) ce qui n'est pas tout-à-fait la même chose : 1 a
un seul diviseur impair (1), 3 en a 2 (1 et 3), 9 en a 3 (1, 3 et 9), 15 en a 4 (1, 3, 5 et 15), etc.
C'est aussi la liste des plus petits nombres impairs ayant exactement  n diviseurs (least odd number with
exactly n divisors) ce qui n'est pas, non plus, la même chose : ici on regarde parmi les nombres impairs (1,
3, 5, 7, 9, 11, etc.) et on compte les diviseurs : 1 a un seul diviseur (1), 3 en a 2 (1 et 3), 9 en a 3 (1, 3 et 9),
15 en a 4 (1, 3, 5 et 15), etc.

2. Un algorithme pour les nombres à   n   chiffres
Choisir un nombre à trois chiffres non tous égaux (A peut commencer par 0), on note ce nombre A

1. Disposer les chiffres du nombre A dans l'ordre décroissant : on obtient le nombre B
2. Disposer les chiffres du nombre A dans l'ordre croissant : on obtient le nombre C

3. Retrancher le nombre C au nombre B : on obtient le nombre D
Recommencer les étapes 1 à 3 à partir du nombre obtenu D que l'on renomme A

On s'arrête lorsque le nombre final D fait partie des nombres déjà obtenus
a) E  xemple
Si on choisit A=142, on obtient à la 1ère étape D=297. Expliquer pourquoi.
Recommencer alors avec A=297. Qu'obtient on alors à la 2ème étape comme nombre D ? 
Vérifier qu'il faut arriver à la 5ème étape pour obtenir un nombre qui a déjà été obtenu.

• On obtient 297 à la 1ère étape car 421−124=297.
Comme ce n'est pas le nombre de départ (142), on recommence en partant de 297

• On obtient 693 à la 2ème étape car 972−279=693.
Comme ce nombre n'a pas été obtenu, on recommence en partant de 693

• On obtient à la 3ème étape 594 car 963−369=594.
Comme ce nombre n'a pas été obtenu, on recommence en partant de 594 

• On obtient à la 4ème étape 495 car 954−459=495. 
Comme ce nombre n'a pas été obtenu, on recommence en partant de 495

• On obtient à la 5ème étape le même nombre 495 car 954−459=495
On s'arrête puisque 495 a déjà été obtenu à l'étape précédente. Si on continuait cela donnerait toujours 495.
b) Conjecture
Essayer ce programme en partant d'autres nombres (une dizaine) à trois chiffres. 
Noter à chaque fois les résultats des différentes étapes pour vos différents essais.
Observer quelle propriété semble se dégager de vos essais. Formuler alors votre conjecture.
Voici quelques essais pour illustrer ce que nous avons fait.
Le nombre 101 conduit à 99 qui conduit à 891 qui conduit à 792 qui conduit à
693, et on connaît déjà la suite... Nous noterons cela : 

101-099-891-792-693-594-495-495
On a traité déjà 8 nombres. 
Que l'on parte de 101, 142, 297, 495, 594, 693, 792, 891 (099 n'a que deux
chiffres), on arrive toujours à 495.
Pour arriver à une dizaine il en faut un peu plus, prenons 987.

NBR DCR CR DIF
1 142 421 124 297
2 297 972 279 693
3 693 963 369 594
4 594 954 459 495
5 495 954 459 495

NBR DCR CR DIF
1 101 110 11 99
2 099 990 99 891
3 891 981 189 792
4 792 972 279 693
5 693 963 369 594
6 594 954 459 495
7 495 954 459 495

https://oeis.org/
https://oeis.org/


La suite obtenue est : 987-198-792-693-594-495-495
On peut ajouter 987 et 198 à notre liste. Le résultat final est toujours le même :
On observe que dans tous les cas étudié, on arrive à 495. 

On peut émettre la conjecture suivante :  avec n'importe quel nombre de trois
chiffres,  le programme proposé s'achève au bout d'un nombre limité d'étapes
sur le nombre 495. 

c) M  aximum d'étapes
Peut-on trouver des nombres pour lesquels le programme s'achève en 1 étape, en 2 étapes, en 3 étapes, etc. ?
Donner un exemple pour justifier vos réponses, en les présentant dans un tableau.
D'après vos observations, combien d'étapes peut-il y avoir au maximum ?

1. Pour obtenir 1 seule étape il faut que le nombre obtenu soit identique au nombre de départ. Cela
arrive seulement avec 495.

2. Pour 2 étapes il y a 116, 126, 136, 146, 150, 156 ou encore 954, 459 et 945. 
3. Pour 3 étapes il y a 127, 137, 147, 157. Tous ces exemples se terminent par 594-495-495
4. Pour 4 étapes il y a 125, 128, 135, 138, 140, 145, 148, 151, 152, 153, 154, 187. Ces exemples se

terminent par 693-594-495-495 ou 396-594-495-495.
5. Pour 5 étapes il y a 124, 129, 130, 134, 139, 141, 142, 143, 144, 149.
6. Pour 6 étapes il y a 123, 131, 132, 133.
7. Pour 7 étapes il y a 101, 110, 112, 121, 122.

La fin arrive généralement rapidement,  en 7 étapes
au plus semble t-il. L'illustration ci-contre montre la
répartition irrégulière des résultats sur cet extrait du
tableau complet qui comporte 999 lignes.
En plaçant la cinquantaine de nombres extraits du
tableau, la cartographie des nombres à trois chiffres
devrait ressembler à quelque chose comme ça (en
réalité, il y a 999 nombres à y mettre !) :

Certains d'entre vous ont remarqué que, dès la 1ère étape, on ne pouvait tomber que sur les nombres 495,
594, 693, 396, 297, 792, 891, 198 et 099, soit tous les nombres qui s'écrivent x9y avec x+y=9. C'est une très
bonne remarque. Nous avons ainsi souligné cette prédominance dans l'illustration en les plaçant au centre et
en noir. Cela s'explique par un raisonnement un peu au-delà du niveau 6ème : un nombre à trois chiffres
différents  comma  abc a  pour  valeur  a×100+b×10+c.  Quand  on  enlève  le  nombre  cba qui  vaut
c×100+b×10+a à ce nombre, on trouve :

a×100+b×10+c − ( c×100+b×10+a) = a×100−a + b×10− b×10 + c − c×100 = a×99 − c×99 = (a − c)×99
Ainsi le nombre D est un multiple de 99. Or ceux-ci sont 099, 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792 et 891.
Le raisonnement mériterait d'être poursuivi, en particulier lorsque a=c.

d) Exception
Vous avez noté dans la règle, l'expression « trois chiffres non tous égaux ». Que se passerait-il si les chiffres
étaient tous égaux ? Reformuler votre conjecture pour qu'elle s'applique à tous les nombres à trois chiffres.

1 987 987 789 198
2 198 981 189 792
3 792 972 279 693
4 693 963 369 594
5 594 954 459 495
6 495 954 459 495

KAPREKAR 4 chiffres
NBR DCR CR DIF
1234 4321 1234 3087 1
3087 8730 378 8352 2
8352 8532 2358 6174 3
6174 7641 1467 6174 4



Avec les neuf nombres constitués des trois mêmes chiffres (111, 222, …, 999), le programme s'achève sur
un 0 (que l'on devrait écrire 000) car nnn−nnn=0 quel que soit le chiffre n. 
À la 2ème étape, on obtient alors forcément 0 (car 000−000=0) et le programme s'arrête.

Si deux chiffres seulement sont égaux, par exemple avec le nombre 112 (ou avec 454 ou 988), on obtient
toujours la fin commune 495. 
La suite est : 112-099-891-792-693-594-495-495.

La conjecture reformulée :  avec n'importe quel nombre de trois chiffres non tous égaux, le programme
proposé s'achève au bout d'un nombre d'étapes inférieur ou égal à 7 sur le nombre 495. Dans le cas où les
chiffres sont tous égaux, le programme s'achève sur 0.

e) Facultatif
Les scripts ci-contre adaptent
l'algorithme aux nombres à
deux chiffres. Améliorer le
script n°2 pour tenir compte
du cas où « nombre1 »
commence par le chiffre 0.

Ces  scripts  fonctionnent
correctement pour tous les nombres à deux chiffres, sauf quand le « nombre1 » commence par le chiffre 0.
En effet, le « nombre2 » vaut alors 9 et le suivant est alors 0.
Il faut savoir que Scratch comprend les nombres comme si c'était des mots, écrits avec des lettres :

• dans un nombre à deux chiffres comme 28, la « lettre 1 » est 2 et la « lettre 2 » est 8
• dans un nombre à un chiffre comme 9, la « lettre 1 » est 9 et il n'y a pas de « lettre 2 » car Scratch

considère tout de même les zéros inutiles éventuels d'un nombre et les élimine
Quand il effectue  il met 9 dans « nombre2 » au lieu de
90. Pour que cela fonctionne correctement avec les nombres à un seul chiffre, il faut ajouter un test :

Avec cette modification du script n°2 « nombre2 » vaut 90 quand « nombre1 » vaut 9 et les scripts ainsi
modifiés ci-dessous permettent d'explorer le comportement des nombres à deux chiffres :

Choisir  n'importe quel nombre à deux chiffres et observer ce qui se passe. Recommencer  avec d'autres
nombres à deux chiffres. Les résultats obtenus permettent-ils d'émettre une conjecture semblable à celle qui
concerne les nombres à trois chiffres ? 
Si j'essaie avec 48, j'obtiens la suite : 48-36-27-45-9-81-63-27
On s'arrête là car 27 a déjà été obtenu. Si on continuait, on obtiendrait toujours la même suite :

27-45-9-81-63-27-45-9-81-63-27-45-9-81-63-27-45-9-81-63-27-45-9-81-63-27-45-9-81-63-....



Il s'agit d'un cycle de longueur 5, des
multiples de 9, qui reviendraient
périodiquement.
En partant du nombre 26 on obtient la suite : 

26-36-27-45-9-81-63-27- …
En partant du nombre 25 on obtient la suite : 

25-27-45-9-81-63-27- …
En partant du nombre 24 on obtient la suite : 

24-18-63-27-45-9-81-63-27- …
En partant du nombre 23 on obtient la suite : 

23-9-81-63-27-45-9-81-63-27- …
En partant du nombre 22 on obtient la suite : 

22-0-0
En partant du nombre 21 on obtient la suite : 

21-9-81-63-27-45-9-81-63-27- …
Le schéma semble se répéter : 

• soit on tombe sur ce cycle de 5
nombres  27-45-9-81-63

• soit on tombe sur 0, si les chiffres  du
nombre de départ sont égaux

On doit la découverte de cette propriété des
nombres  entiers  à  D.R.  Kaprekar  (1905-
1986), un mathématicien indien qui inventa beaucoup de situations amusantes avec les nombres. Avec les
nombres à quatre chiffres, on tombe toujours sur 6174, avec les nombres à cinq chiffres on a une situation
plus  compliquée :  le  cycle  53955,  59994,  …(dans  3002  cas)   ou  bien  le  cycle  62964,  71973,  83952,
74943… (dans  43219  cas)   ou  bien  le  cycle  61974,  82962,  75933,  63954… (dans  43770  cas)  .  Ces
informations sont extraites de l'article « Algorithme de Kaprekar » de Wikipédia.
On peut représenter l'ensemble des nombres à deux chiffres par le graphique de droite, extrait du Hors Série
n°20 de la bibliothèque Tangente (éditions POLE), p.114.


