Exercices de révision n°1 : Généralités sur les fonctions

exercices extreaits di

On donne les informations suivantes pour une fonc-
tion f définie sur Uintervalle [—1;5] :

f(=1)=f(5)=0 f2)=3 f4)=-
f est croissante sur [—1;2] et sur [4;5]

f est décroissante sur [2;4]

Dresser le tableau de variation de f

Les variations d'une fonction f définie sur U'intervalle

[-5; 10] sont consignées dans le tableau suivant :
z |-5 -3 1 5 10

AN AN

1) Construire une courbe a) flz)=87
susceptible de représenter b) f(x)=3 ?

la fonction f. 5

c) flzx)=0 7

2) Quel est le minimum de la
fonction f :

a) sur [-5; 10]7
b) sur [-5; 1]7

5) Comparer si possible les

nombres suivants :

a) f(2) et f(3):

¢) sur [-5; —3]? b) f(=4) et £(=3);
3) Quel est le maximum de la c) f(2)et f(7):

fonction f : d) f(0)etO;

a) sur [-h; 10]7 e) f(-2)et2;

b) sur [-5; 1]7 £) f(3)et —

¢) sur [-5; =3]? g) f(—4) et £(6
4) Quel est sur [-5 ; 10] h) f(v2) et (3 )

le nombre de solutions de

i) 7(=2,5) et £(0,5).

|'équation :

Pour chacune des fonctions :

o Tracer sa représentation graphique sur 'écran de la cal-
culatrice.

o Conjecturer l'existence d'un maximum ou d'un minimum
ainsi que la valeur a pour lequel il est atteint.

e Démontrer cette conjecture en étudiant f(x) — f(a)

1) k la fonction définie sur R par k(z) = —z? A4
2) f est définie sur R par f(z) = z? -8z +3

3) g est définie sur [1; 4oo] par g(z) =2 — /o — 1
4) h est définie sur ]3; +oo[ par h(z) =2 — 8+ .1[:;f3

Ex 22
. . 9
1) On considére sur |0; 4oo[ la fonction f: 2+ x+ p

a) Pourquoi minimiser f(z) revient & minimiser (f(:ﬂ))2 ?
9)? 92
b) Montrer que (:r + 5) = (g; — E) + 36.

. .. 9
¢) En déduire que f est minimum quand z = o
2) En s'inspirant de cette méthode, déterminer la valeur mi-
nimale sur |0; +oo[ de

) g(z) = 4x+@ \ b) h(z) = a? +E

cours de L. Lemaire

On désire cloturer un terrain rectangulaire de
450 m?, dont un cété s'appuie sur le bord d'une riviére

de fagon que la longueur de la cloture soit minimale.

z
-
1) Montrer que la longueur de
cette L:lc")tur(é. est T
f(.r) =T+ T m

2) Conclure.

Un fabriquant envisage la production de boites
de lait en carton obtenues en dé-

- 30 em >
coupant deux bandes (hachurées N
2]

sur le dessin) de méme largeur x ==y i
(en cm) dans une feuille carrée de | : : :
coté 30 em et pliant suivant les 2 [ I

P = (. I
pointillés. Lo |
Quelles valeurs peut prendre z7 -—— Rl l .

Montrer que le volume V' de la boite (en cm®) en fonction
de zest: V(z) = 22% — 6072 4 450z,
Pour quelle valeur de z le volume de la boite est-il maximal 7
Le fabricant veut obtenir des boites a4 base carrée. Quelle va-

leur de  doit-il prendre 7 Quel est alors le volume de la boite ?

Les dimensions intérieures d'une boite de
conserve cylindrique contenant 425 mL sont
une hauteur x = 8,1 cm et un rayon r =
4,1 cm.
Pourquoi lentreprise qui I'a congue a-t-elle
choisi ces dimensions ?

1) a) Exprimer le volume V du cylindre en fonction de r et

z.
b) La surface du cylindre est composée de trois parties.
Lesquelles 7 Exprimer la surface totale S du cylindre

en fonction de r et .

¢) Calculer, a 102

2 . . . i .
S en em” du eylindre présenté dans |'énoncé.

pres, le volume Voen mL et la surface

2) Daus la suite, on considére que la hautenr x est un nombre

variable.
425
a) Démontrer que pour & >0, r =4/ —.
e
b) En déduire que pour z > 0, la surface est donunée par

S(z) = 80 + 21z 425
T i
¢) A laide de la calculatrice, dresser le tablean de varia-
tions de S(z) en fonction de z
d) Expliquer le choix des dimensions de la hoite de
CONSErve.
3) Quelle volume offre le meilleur rapport de volume et de sur-
face 7 Pourquoi ce volume n'est-il pas choisi comme conte-

nant 7



2% Révisions TD n°l1 : Généralités sur les fonctions CORRECTION

Ces notions sont transversales et correspondent globalement au chapitre 1 de notre cours.

Exercice n°21 :

1) k est la fonction définie sur R par k(x)=—x>+4x .

Le graphique est donné par la calculatrice.

D'apres ce graphique, la fonction £ étant croissante puis décroissante,

elle passe par un maximum, atteint visiblement pour x=2. B -4 g ] 8
* La forme canonique de k(x), un polyndme du second degré : 4°
@

Fonctions Graphigue Tableau

Axes Zoom Imitialisatien

k(x)z—x2+4x=—(x2—4x)=—((x—2)2—22)=—(x—2)2+4 : | ea
De 13, on montre que, comme V xER(x—2>0 avec égalité pour
x—2=0<x=2,ona —(x—2)’<0 et donc:
—(x—2)+4<d4<=k(x)<4 avec égalité pour x=2. x=0 fo)=0
C'est ce qu'il fallait prouver : le maximum est 4, atteint pour x=2.
On remarque que k(2)= —2°+4X2=—4+8=4 .
* Laméthode préconisée (en cours) revient a utiliser le taux de variation de & entre x; et x; :

k(x)—k(x,)  —xi+dx—(—x3+4x,) . . .
= = , cela se simplifie grandement avec la forme canonique

X=X, X=X,

*(X172)2+47(7(X2*2)2+ 4) ._ 7(x],2)2+(x272)2 _ <Xz*27<X1*2))<Xz*2+<x1*2)) . (Xzfxl)(xzfer(sz)) . _(x _2+ X _2) Ouf |
- - - - 2 1 . .

=
11 ne reste plus qu'a remarquer que si X;<2 et x,<2 avec x,<x, alors x;—2<0 et x,—2<0 et
donc x,—2+x,-2<0 soit —(x,—2+x,—2)<0< <0 . Cela montre que k est croissante sur ] = ;2].
De méme on montre que k est décroissante sur [2 ;] +oo [ et, finalement, cela implique la présence d'un
maximum pour x=2.

* Laméthode préconisée dans I'énoncé est d'étudier k(x)—k(2), soit k(x)—4.
k(x)—4=—x>+4x—d=—(x’—dx+4)=—(x—2).
Comme on l'a remarqué plus haut Vx€R—(x—2)’<0 avec égalité pour x=2, on a donc
V xER, k(x)—4<0=k(x)<4, ce qui prouve que 4 est le maximum, et ce maximum est atteint pour x=2
(lorsqu'il y a égalit¢).

X1~ Xy X1~ Xy X1~ X, X1 X

Fonctions Graphigue Tableau

2) f'est la fonction définie sur R par f(x)=x>—8x+3. Axes Zoam Imitislisation
La méthode est la méme (f est une fonction du second degr¢) :

le minimum est atteint pour x = 4 et vaut f(4) = 16—32+3 = —13.
La forme canonique est f (x)=(x—4)>—4+3=(x—4)—13.
On arrive au méme résultat en écrivant que f (x)— f(4)=(x—4)*>0, A

etcomme f(4)=—13,0ona VxeR, f(x)=—13. -8 -4 ——— 8
x=0 f(x)=3

3) g est la fonction définie sur [2; +oo[ par g(x)=2—x—1.
La courbe montre une fonction décroissante.

Fonctiens Tableau

Pour x=1, la fonction g est définie : g(1)=2—+/0=2. s doom mtstrzation
Par contre, pour x<2 il n'y a pas d'image réelle, la racine carrée d'un
nombre négatif n'étant pas définie dans IR . L

Le maximum est donc 2 et il est atteint pour x = 1.

g(x)—g(l)_zz—\/ﬁi:—\/):. -8 -4 8 4 8
Vx>1,Vx—120e—x—1<0eg(x)-g(1)<0= g(x)<g(1). L, %\

x=f Fix) =undef

4) h est la fonction définie sur
]3 , +oo[ par h(x):x—g -‘,—% . Fonctions Graphigue Tableau

Axes Zoom Initialisatien

Graphigue Tableau

Axes Zoom Initialisatien

Sur l'intervalle considéré, la courbe de
gauche montre que la fonction / est
décroissante, mais sans changer les
bornes de la fenétre d'affichage, il est

difficile de distinguer l'allure véritable /
de la courbe. A droite, j'ai pris x et y g ——— &

n=5 fix)=-1

x=0 f(x)=-9.3333




entre 0 et 10, puis j'ai déplacé le point rouge pour trouver le minimum : c'est
—1 et il est atteint pour x = 5. Montrons cela :
4 4 4 4 (x=7)(x=3)+4_x~10x+25 (x—5)
h(x)=h(5)=x—8+—=—(5—8+——)=x—8+ +1=x—T7+ = = =
(¥)=h(3)=a=8+ 73 =(5=84 g )ma 8t et I =x =T x—3 x—3 x—3
Le numérateur est positif et le dénominateur aussi lorsque x>3, d'ou & (x)—4(5)=0< h(x)=h(5) .

Exercice n°22 :
1) fest la fonction définie sur IR** par f (x)=x+% .

a) Minimiser fpour x > 0 revient & déterminer s'il existe k tel que V x>0,x+>>k < sz+92k .

On sait déja que k=0 convient car, quand x>0, ona f (x):#>0 (quotient de deux nombres positifs).
Le probléme est de trouver une valeur de £>0 qui est atteinte par la fonction f.

Comme la fonction carrée est strictement croissante sur IR™, prendre le carré d'une inégalité sur R*
respecte le sens de l'inégalité On en déduit que f (x)=k>0= (f (x))22k2>0 .
b) [/ (x ))2—(X+ =B (S =x+ 1845

(x—2P+36=x"—2224 (x) +36=x"—18+(2)+36=x"+18+(2)

On a donc bien (f (x))zz (x—%)2+36 )

¢) Trouver le minimum de (x—=)+36 est évident puisque YV x€ER,(x—2)’=0 avec égalité¢ lorsque
x—%Z 0= x=% , et donc (x——) +36>36 @(f (x))2236 . Le minimum de ( ( )) étant 36, on en déduit
que le minimum de f(x) est 6, et que ce minimum est atteint lorsque x=%

solution positive de cette équation est x=3. Le minimum est donc atteint pour x=3.

, soit lorsque x*=9. La

2-a) g est la fonction définie sur R™ par g(x)=4x+12
lg(x ))2—(4x+w)2=16x2+800+(100) =(4x—12)+1600 et donc (g( ))2>16OO avec égalité pour

4 x—m , donc pour la solution positive de 4 x*=100 < x?=25, soit pour x=5. Le minimum est la racine

carrée de 1600, soit 40 (on peut le retrouver en calculant g(4)=4X5+12=20+20=40).

2-b) h est la fonction définie sur R** par /(x)=x"+1%

(A (x)P=(+28 )= x*+32+(L9P=(x*~ 191 +64 et donc (h(x)]=64 avec égalité pour x*=% donc
pour la solution positive de x*=16, soit pour x = 2. Le minimum est la racine carrée de 64, soit 8 (on peut
le retrouver en calculant /(2)=2+ 12—§= 4+4=8),

Exercice n°23 :
1) La longueur de la cloture est x+2L, ou L est la largeur du champ. Comme l'aire de ce champ est 450 m?,

on a Lxx=450 d'ou L="2 et donc la longueur de la cloture est x+=E=x+2%

X

En notant / la fonction définie sur IR*™ par / (x )—x+7 , on peut apphquer la méthode précédente pour
minimiser /.

2) (l< )) =(x+ 900) =x"+1800+ (22 =(x—22)*+3600 et donc (l(x))223600 avec égalité pour x:%
donc pour la solution positive de x*=900 , soit pour x = 30. Le minimum est la racine carrée de 3600, soit
60 (on peut le retrouver en calculant /(30)=30+22=30+30=60 ). La cloture minimum mesure 60 m de
long qui se répartissent entre les 30 m de long et les deux largeurs de 15 m, ce qui fait bien 30x15=450 m?.

Exercice n°25 : N ' |—<— 30 em —>—|
Les bandes ne peuvent dépasser la moiti¢ de la hauteur de la feuille M -

(30 ¢m), donc 0 <x < 15. I

Si on note / la hauteur de la brique de lait, on a /=30—2x. | | | W
[ [
[ |
|
I

—

De méme, la largeur de la brique étant noté L, l'autre longueur est x,
d'ou L=(30—2x)+2. On en déduit le volume V de la brique : L
-(—:-J

J0 cm

L
V(x)=ﬁ%l><(30—2x)=2x(15—)6)2 , d'ou, en développant

V{(x)=2x(225+x-30x)=2x>-60x>+450 x .

H-J x i
Pour connaitre le sens de variation et le maximum de cette fonction,

. | e NNNE
appliquons la méthode de l'exercice 21 : estimation de la valeur de a pour

laquelle le maximum semble atteint et vérification que V(x)—V(a) est négatif pour toutes les valeurs de [0;15].

e cE—




La courbe donnée par la calculatrice est tracée ci-contre.

La calculatrice donne également le maximum : 1000, atteint pour x=5.
C'est trop facile ! Montrons que cette valeur convient bien.

V) —V(5)=V (x)=2x-60 x> +450 x—1000=2(x>—30x>+225x—500) |20
Pour étudier le signe de cette expression, ce n'est pas si facile.
On peut vérifier qu'elle est égale & 2(x—20)(x—5)* et cela devient plus aisé |0

Fanctions Graphigue Tableau

car le seul facteur qui peut changer de signe est x—20 qui est négatif sur [0;15].
V(x)—V(5)<0 avec égalité¢ pour x=5 (et x=20 mais cette valeur est en dehors du
domaine), donc ¥(x) < 1000 pour 0 <x < 15. x=5 f(x) =1080

Si la base est un carré, on veut avoir x=(30—2x)+2 soit 4x=30, il faut prendre x=7,5 cm. Dans ce cas, le
volume devient V(7,5)=2x7,5(15—7,5)?=2X7,5=843,75 cm?, ce qui est assez loin du maximum mais
sans doute plus pratique a ranger.

Exercice n°26 :
La question posée attendra sa réponse, 1'objet de l'exercice étant d'en apporter une.

1-a) Le volume d'un cylindre de hauteur x et de rayon rest V (x,7)=xX(nr?)=mxr?.

1-b) La surface d'un cylindre est composée de deux bases circulaires (deux disques de rayon r) et d'un
rectangle enroulé de longueur x et de largeur 27 r (le périmétre des bases). L'aire d'un disque de rayon r
étant 772, on obtient l'aire totale des parois de la boite avec S (x,7)=2X(mr?)+xX(2nr)=2nr(x+r).
1-¢) Avec x=8,1 cm et r=4,1 cm, le volume de la boite est V=mnX8,1X4,12~427,7624 cm’ , soit environ
427,76 mL. La surface des parois a une aire S=2mn4,1 (8,1 +4,1 )N314,28 cm? .

2-a) Si x est variable, r étant fixé de manicre a ce que V=425 mL, c'est-a-dire de maniére a avoir
. . 2 425 425
425=nxr?, cela implique que 7"=-= et donc, comme >0 et x>0 (ce sont des longueurs), que r=4— .

X X

2-b) La valeur de r en fonction de x peut alors étre reportée dans la formule donnant l'aire, et on obtient

(e rj=2m 25 (o 25 50425 ¢@+@
TTX TTX TT TTX TTX X

2-c) La courbe de cette fonction est donnée par la calculatrice.
La calculatrice Numworks donne aussi le minimum quand on lui
demande (apres affichage, taper OK puis choisir calculer et puis
minimum). On constate alors que le minimum de S(x) est obtenu
pour x=8,1489 cm approximativement, ce minimum étant égal
environ a 312,93 mL.
2-c¢) Le choix du fabriquant a donc été un choix économique :
pour minimiser la surface de la boite, donc son colt de .
fabrication (prix en partie proportionnel au poids donc a la fzee
surface), il a choisi la valeur de x donnant I'aire minimum.

Fonctions Graphigue Tableau

x=0 1483 f(x)=-313.93

, ) _V(X,I’): xr __xr 1 |
3) Le rapport volume/surface est donné par V/S= S(x,r) 2nr(xtr) 2(x+r) St 2(l+l)
xr roox

La question porte sur le volume V" qui maximise ce rapport V/S, l'industriel cherchant, en effet, a avoir le
plus grand volume (plus de quantité) pour une surface minimale (moins chére).

Comme V/S= —1 1. -bourquece rapport soit maximum, il faut que le dénominateur soit minimum. On

2(;+;)

cherche donc le minimum de 7+;. Mais les deux quantités n'atteignent pas de minimum sur leur

1 1
ensemble de définition : - s'approche de 0 quand r s'approche de l'infini, de méme pour P 11 suffit de

faire tendre x et 7 vers l'infini pour que le rapport V/S soit maximisé... Ce n'est pas trés pratique. Le choix
retenu fixe le volume et une des dimensions (pour des raisons pratiques) et minimise le cott de fabrication
en choisissant l'autre dimension comme on I'a vu question 2.



