
4.1. CORRECTIONS 1

4.1 Corrections

4.1.1 Majoration, minoration, comparaison, variations

Correction de l'exercice 4.1 (Encadrements)

1. On sait que ∀x ∈ R,−1 6 sinx 6 1.
Par conséquent, on a ∀x ∈ R, 0 6 sin2 x 6 1⇐⇒ 1 6 1 + sin2 x 6 2.
La fonction inverse étant décroissante sur ]0; +∞[, on en déduit que ∀x ∈ R, 11 > 1

1+sin2 x
> 1

2 .

Cela montre que ∀x ∈ R, 12 6 f(x) 6 1. La fonction f est minorée par 1
2 et majorée par 1.

On sait que ∀x ∈ R, x2 > 0⇐⇒ 1 + x2 > 1.
La fonction inverse étant décroissante et positive sur ]0; +∞[, on en déduit que ∀x ∈ R, 0 < 1

1+x2
6 1.

La fonction F : x 7→ 1
1+x2

est majorée par 1 et minorée par 0.
On a donc ∀x ∈ R, 0 < F (x) 6 1⇐⇒ 1 < 1 + F (x) 6 2.
En passant à l'inverse ∀x ∈ R, 1 > 1

1+F (x) >
1
2 ⇐⇒ 1 > g(x) > 1

2 .
La fonction g est donc bornée mais elle n'atteint jamais son plus petit majorant 1, la courbe de g étant
toujours en-dessous de son asymptote, la droite d'équation y = 1.
Les paramètres de la fenêtre d'a�chage du graphique ci-dessous sont

xmin = −5;xmax = 5;xstep = 1; ymin = 0, 5; ymax = 1; ystep = 0, 1
(bien sûr, il y a d'autres possibilités pour visualiser les bornes de f et g).

2. a) Montrons que ∀x > 0, x+ 1
2 < h(x) < x+ 1

2 + 1
2x ⇐⇒ 0 < h(x)− (x+ 1

2) < 1
2x .

Rappel : La quantité conjuguée de
√
a−
√
b est

√
a+
√
b. Son intérêt tient dans l'égalité (

√
a−
√
b)(
√
a+√

b) = a− b (identité remarquable) et aussi, au fait que
√
a+
√
b est positif tant que a et b le sont. On

dé�nit de même, la quantité conjuguée de
√
a− b qui est

√
a+ b.

En faisant appel à la quantité conjuguée de h(x)− (x+ 1
2), on a h(x)− (x+ 1

2) =
(h(x))2−(x+ 1

2
)2

h(x)+(x+ 1
2
)

.

Le numérateur de cette fraction vaut (
√

1 + x+ x2)2 − (x+ 1
2)2 = 1 + x+ x2 − (x2 + x+ 1

4) = 3
4 .

Le dénominateur est
√

1 + x+ x2 + (x + 1
2), une somme de deux nombres positifs : le premier est

supérieur à x car ∀x > 0, 1+x+x2 > x2 et, la fonction racine étant croissante sur R+,
√

1 + x+ x2 >√
x2 = x ; le second x + 1

2 est aussi supérieur à x. Le dénominateur D > 2x ; son inverse 0 < 1
D < 1

2x
(l'inverse d'un nombre positif est positif). Finalement 0 < h(x) − (x + 1

2) < 3
4 ×

1
2x <

1
2x , ce que l'on

devait démontrer.
Une autre méthode, plus directe, prouve séparément les deux inégalités de l'encadrement :

F

√
1 + x+ x2 =

√
(x+ 1

2)2 + 3
4 (forme canonique du trinôme sous le radical) or, comme (x+ 1

2)2+

3
4 > (x+ 1

2)2 et que la fonction racine est croissante sur R+,
√

(x+ 1
2)2 + 3

4 >
√

(x+ 1
2)2 = x+ 1

2

(car
√
a2 = a,∀a > 0). Cela justi�e donc x+ 1

2 < h(x).
F (x+ 1

2 + 1
2x)2 = x2 + x+ 1 + 1

4 + 1
2x + 1

4x2
. Comme x2 + x+ 1 < x2 + x+ 1 + 1

4 + 1
2x + 1

4x2
(car

1
4 + 1

2x + 1
4x2

> 0 puisque les 3 termes sont positifs), en appliquant la fonction racine, croissante

sur R+, on obtient
√
x2 + x+ 1 >

√
(x+ 1

2 + 1
2x)2 = x+ 1

2 + 1
2x ce qui justi�e h(x) < x+ 1

2 + 1
2x .



2

b) Pour x > 10 ⇐⇒ 2x > 20 on a, en passant à l'inverse, 1
2x 6 1

20 et donc ∀x > 10, y = x + 1
2 6

h(x) 6 x+ 1
2 + 1

20 , ce qui montre que la courbe de h est contenue dans D .
Les paramètres de la fenêtre d'a�chage du graphique sont di�ciles à �xer. Pour visualiser l'allure
générale de la courbe (à gauche), on peut prendre les valeurs suivantes qui permettent tout de même
de di�érencier les deux droites.

xmin = −1;xmax = 2;xstep = 0, 1; ymin = −1; ymax = 3; ystep = 0, 2
Pour observer la courbe dans la bande D (à droite), il faut augmenter x et fortement zoomer.

xmin = 9, 5;xmax = 10, 1;xstep = 0, 05; ymin = 9, 5; ymax = 10, 5; ystep = 0, 1

En me situant aux alentours de 10, je m'aperçois qu'on est déjà dans la bande depuis un moment. Pour
quelle valeur de x entre t-on dans D ?

h(x) = x+
1

2
+

1

20
⇐⇒ 3

4
(√

1 + x+ x2 + (x+ 1
2)
) =

1

20

⇐⇒ 15− (x+
1

2
) =

√
1 + x+ x2

⇐⇒ (
29

2
− x)2 = 1 + x+ x2 j'ai élevé au carré des nombres positifs

⇐⇒ (
29

2
)2 − 1 =

837

4
= 30x⇐⇒ x =

279

40
= 6, 975

On peut observer cette valeur en zoomant sur la zone de l'intersection (au centre, en rouge) mais j'ai
dû employer des tirets pour distinguer à cette échelle la courbe de la droite.

Correction de l'exercice 4.2 (Minoration)

1. Le taux d'accroissement de f entre x1 et x2, deux valeurs di�érentes de ]0; +∞[ est :

τ =
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
=
x1 + 1

x1
−
(
x2 + 1

x2

)
x1 − x2

=
x1 − x2 + x2

x1x2
− x1

x1x2

x1 − x2

=
x1 − x2 + x2−x1

x1x2

x1 − x2
=

(x1 − x2)
(

1− 1
x1x2

)
x1 − x2

= 1− 1

x1x2
=
x1x2 − 1

x1x2
j'ai simpli�é par x1 − x2 6= 0

Comme le dénominateur est positifs (produit de deux nombres positifs), τ est du signe de x1x2 − 1.
Il faut donc distinguer les deux cas :

F Si x1 6 1 et x2 6 1 alors x1x2 6 1⇐⇒ τ 6 0, f est décroissante sur ]0; 1]
F Si x1 > 1 et x2 > 1 alors x1x2 > 1⇐⇒ τ > 0, f est croissante sur [1; +∞[

f décroit puis croit, elle passe donc par un minimum, atteint pour x = 1 et égal à f(1) = 2.
Le tableau des variations de f résume ces informations :

x

1 + 1
x

0 1 +∞

+∞
22

+∞+∞
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2. Application :
Regroupons autrement les termes de la somme :

a

h
+
b

g
+
c

f
+
d

e
+
e

d
+
f

c
+
g

b
+
h

a
=

(
a

h
+
h

a

)
+

(
b

g
+
g

b

)
+

(
c

f
+
f

c

)
+

(
d

e
+
e

d

)
= f

(a
h

)
+ f

(
b

g

)
+ f

(
c

f

)
+ f

(
d

e

)
Quelques soient donc les réels positifs a, b, c, d, e, f, g et h, d'après les conclusions de la question précé-
dente, les quatre termes sont minorés par 2. Leur somme l'est donc par 4× 2 = 8.

Correction de l'exercice 4.3 (Olympiades)

Question des Olympiades : comparer les nombres A = 1,000000004
1,0000000062

et B = 0,9999999952

0,999999998
1. Utilisons la calculatrice.
En réglant ma Numworks sur la précision maximum (elle a�che alors 14 chi�res signi�catifs), j'obtiens
les résultats suivants :

1,000000004
1,0000000062

= 0, 999999992 et 0,9999999952

0,999999998 = 0, 999999992
Dois-je en déduire que A = B ?
Ces deux nombres ont les mêmes premières décimales, mais rien ne permet de se prononcer : on pourrait
aussi bien avoir A < B ou A > B. On ne peut rien déduire de ce résultat.
Avec les valeurs d'origine des années 80, mais avec une Numworks des années 2020, on obtient :

1,000004
1,0000062

= 0, 99999200006 et 0,9999952

0,999998 = 0, 999992000009
La précision de ma calculatrice d'aujourd'hui dépasse celle que présuppose les auteurs de la question, ce
qui fait qu'une petite di�érence entre les deux nombres est détectée et il semble qu'on puisse conclure
ici que A > B.

2. A(10−9) = 1+4×10−9

(1+6×10−9)2
= 1,000000004

1,0000000062
= A et B(10−9) = (1−5×10−9)2

1−2×10−9 = 0,9999999952

0,999999998 = B.
Pour comparer les fonctions A et B, calculons :

A(x)−B(x) =
1 + 4x

(1 + 6x)2
− (1− 5x)2

1− 2x
=

(1 + 4x)(1− 2x)− (1− 5x)2(1 + 6x)2

(1 + 6x)2(1− 2x)

=
(1 + 4x− 2x− 8x2)− (1− 5x+ 6x− 30x2)2

(1 + 6x)2(1− 2x)
=

(1 + 2x− 8x2)− (1 + x− 30x2)2

(1 + 6x)2(1− 2x)

=
(1 + 2x− 8x2)− (1 + 2x− 59x2 − 60x3 + 900x4)

(1 + 6x)2(1− 2x)

=
1 + 2x− 8x2 − 1− 2x+ 59x2 + 60x3 − 900x4

(1 + 6x)2(1− 2x)
=

3x2(17 + 20x− 300x2)

(1 + 6x)2(1− 2x)

Comme, pour tout x ∈ [0; 1
2 [, on a 0 < 1− 2x < 1 et donc 3x2

(1+6x)2(1−2x) > 0, A(x)−B(x) est du signe

du trinôme 17 + 20x − 300x2. Le discriminant étant ∆ = 400 + 20400 = 20800 > 0, le trinôme est
positif entre les deux racines x = −20±

√
20800

−600 = 1±2
√
13

30 .

Ces racines sont de signes opposés, la racine positive étant a = 1+2
√
13

30 ≈ 0, 2737.
Ainsi, pour x ∈]0; a] on a A(x)−B(x) > 0⇐⇒ A(x) > B(x).
En prenant x = 10−7 ou x = 10−8 (ou même x = 10−9), on se situe dans l'intervalle ]0; a] et donc on a
A(x) > B(x). La di�érence est de plus en plus ténue au fur et à mesure que x s'approche de 0 (la limite
de A(x)−B(x) est nulle en 0) et donc elle est de moins en moins détectable avec la calculatrice, d'où
la première question. Notez qu'aux Olympiades on ne donne pas d'indice, l'introduction des fonctions
A et B est une bonne idée puisqu'elle aboutit. Il peut y avoir d'autres manières de traiter la question.

Correction de l'exercice 4.4 (Tangente)

1. Calculons f(x)− g(x) = −1+
√
1+x2

x − x
2 = 2

√
1+x2−x2−2

2x Pour x ∈]0; +∞[ cette expression est du
signe du numérateur 2

√
1 + x2 − x2 − 2.

Résolvons l'inéquation 2
√

1 + x2 − x2 − 2 > 0 ⇐⇒ 2
√

1 + x2 > x2 + 2 qui, comme x2 + 2 > 0 et
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1 + x2 > 0 est équivalente à :(
2
√

1 + x2
)2

> (x2 + 2)2 ⇐⇒ 4(1 + x2) > x4 + 4x2 + 4⇐⇒ 0 > x4

Cette dernière inégalité étant toujours fausse lorsque x > 0, on peut conclure que ∀x ∈]0; +∞[, f(x)−
g(x) < 0⇐⇒ f(x) < g(x).

2. La fonction f n'est pas dé�nie en 0. Elle est dé�nie sur D =]−∞; 0[∪]0; +∞[, un intervalle

centré sur 0 et elle véri�e la propriété ∀x ∈ D , f(−x) = −f(x). En e�et, f(−x) =
−1+
√

1+(−x)2
−x =

−−1+
√
1+x2

x = −f(x). Cette fonction est donc impaire et sa courbe, Cf , admet l'origine comme centre
de symétrie.
La fonction g est dé�nie sur R et elle est impaire aussi, donc sa courbe, Cg, admet l'origine comme
centre de symétrie.
La disposition Cf au-dessous de Cg pour x > 0 est inversée pour x < 0, par symétrie par rapport à
l'origine : Cf est au-dessus de Cg sur ]−∞; 0[.

3. C'est un peu gênant d'a�rmer que la droite d'équation y = x
2 est tangente en 0 à la courbe

de f puisque la fonction f n'est pas dé�nie en 0. Si on faisait un � prolongement par continuité �
de la fonction f en posant f(0) = 0, alors on pourrait a�rmer cela plus sereinement. Toujours est-
il que la droite ne rencontre jamais la courbe, et pourtant elle la traverse ! Le graphique montre ce
comportement général (l'absence de contact et le positionnement des deux courbes pour x 6= 0) mais
ne peut montrer cette invisible rupture de continuité de f en 0.

Correction de l'exercice 4.5 (Patron de boîte)

1. Le patron est dessiné ci-dessous. Comme on ne peut pas retirer davantage que 25 cm, la feuille
n'ayant que 50 cm de large, le domaine de dé�nition de V est l'intervalle [0; 25].
Les dimensions de la boîte sont 50− 2x, 80− 2x et x d'où

V (x) = x(50− 2x)(80− 2x) = 4x(25− x)(40− x)

= 4x(x2 − 65x+ 1000) = 4x3 − 260x2 + 4000x

2. Calculons :
V (x)−V (x0) = 4x3−260x2+4000x−(4x30−260x20+4000x0) = 4(x3−x30)−260(x2−x20)+4000(x−x0).
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Or sait factoriser x2 − x20 = (x− x0)(x+ x0) et x3 − x30 = (x− x0)(x2 + xx0 + x20).
On obtient V (x)− V (x0) = 4(x− x0)(x2 + xx0 + x20)− 260(x− x0)(x+ x0) + 4000(x− x0)
On peut donc mettre x− x0 en facteur :
V (x)− V (x0) = (x− x0)

(
4(x2 + xx0 + x20)− 260(x+ x0) + 4000

)
.

On a donc bien V (x)−V (x0) = (x−x0)P (x) avec P (x) =
(
4(x2 + xx0 + x20)− 260(x+ x0) + 4000

)
=

4x2 + (4x0 − 260)x+ (4x20 − 260x0 + 4000).

3. Un argument pour le maximum :
Comme V (0) = 0 (la hauteur de la boite est nulle pour x = 0) et V (25) = 0 (la largeur 50− 2x de la
boite est nulle pour x = 25), et comme le volume est positif entre 0 et 25, on est forcé d'admettre que
celui-ci doit nécessairement croître puis décroître et, par conséquent, admettre une valeur maximum
pour une certaine valeur de x située entre 0 et 25 qu'il reste à déterminer.

4. Supposons que le maximum est atteint pour la valeur x0.
Cela signi�e que ∀x ∈]0; 25[,V (x) 6 V (x0)⇐⇒ V (x)− V (x0) 6 0.

F ∀x < x0 ⇐⇒ x− x0 < 0, d'après la règle des signes on doit donc avoir P (x) > 0
F ∀x > x0 ⇐⇒ x− x0 > 0, d'après la règle des signes on doit donc avoir P (x) < 0

Le polynôme du second degré P passe d'une valeur positive à une valeur négative quand x passe par
x0, c'est donc qu'il s'annule pour x = x0.
On a donc P (x0) = 4x20 + (4x0 − 260)x0 + (4x20 − 260x0 + 4000) = 0.
x0 est alors la solution contenue dans ]0; 25[ de l'équation 4x2 + (4x− 260)x+ (4x2 − 260x+ 4000) =
0 ⇐⇒ 12x2 − 520x + 4000 = 0 ⇐⇒ 3x2 − 130x + 1000 = 0. Les solutions de cette équation étant
130±

√
4900

6 = 65±35
3 .

La solution qui convient est donc x0 = 65−35
3 = 30

3 = 10 (l'autre solution dépasse 25).
Comme le polynôme P s'annule en x0, d'après la propriété 1.7 du cours, on peut écrire P (x) =
(x− x0)Q(x) où Q est un polynôme de degré 1 (car P est de degré 2) qu'on écrit Q(x) = ax+ b.
P (x) = 4x2 + (4x0 − 260)x+ (4x20 − 260x0 + 4000) = (x− x0)(ax+ b) = ax2 + (b− ax0)x+ (−bx0).

Par identi�cation, les coe�cients a et b véri�ent


a = 4

b− ax0 = 4x0 − 260

−bx0 = 4x20 − 260x0 + 4000
Des deux premières égalités, on déduit que b = 8x0 − 260, soit avec x0 = 10, b = 80− 260 = −180.
Résumons ce qu'on vient d'obtenir :
P (x) = (x− 10)(4x− 180) et donc V (x)− V (10) = (x− 10)2(4x− 180).
Le signe de 4x− 180 lorsque x ∈]0; 25[ est négatif car alors −180 < 4x− 180 < −80. On a donc bien
V (x)− V (10) < 0⇐⇒ V (x) < V (10) pour tout réel x de ]0; 25[, ce qui achève la démonstration.

Remarque :
La méthode de Fermat vue au chapitre 1 est plus expéditive. En écrivant V (x0 + h) = V (x0) ⇐⇒
4(x0 + h)3 − 260(x0 + h)2 + 4000(x0 + h) = 4x30 − 260x20 + 4000x0,
on obtient : 4(3hx20 + 3h2x0 + h3)− 260(2hx0 + h2) + 4000h = 0
On simpli�e cette égalité par h 6= 0, ce qui donne 4(3x20 + 3hx0 + h2)− 260(2x0 + h) + 4000 = 0.
Et là, audace du mathématicien toulousain, on prend h = 0. Il reste 12x20 − 520x0 + 4000 = 0, ce qui
conduit à l'abscisse du maximum x0 = 10 (l'autre solution 100

3 est l'abscisse du minimum de la fonction
sur R mais elle sort du domaine).
La méthode de la dérivée est encore plus rapide car elle donne tout de suite le polynôme à annuler
V ′(x) = 12x2 − 520x+ 4000 pour obtenir l'abscisse du maximum de V .

4.1.2 Fonctions de référence

Correction de l'exercice 4.6 (Portée d'un phare)

Dans le schéma ci-contre, j'ai noté un angle droit en P car la tangente à un cercle est toujours perpen-
diculaire au rayon correspondant. J'ai noté O le centre de la Terre.
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Dans le triangle MOP rectangle en P , d'après le théorème de Pytha-
gore, on a MP 2 = MO2 −OP 2 = (MI + IO)2 −OP 2 = (x+R)2 −R2

où R est le rayon de la Terre. En prenant R = 6400, on obtient donc
MP =

√
(x+ 6400)2 − 64002 (x est alors exprimé en km).

Simpli�ons l'expression
√

(6400 + x)2 − 64002 =
√
x(12800 + x).

La fonction f : x 7−→
√
x(12800 + x) est dé�nie pour x > 0.

Elle est composée de la fonction trinôme x 7−→ x(12800 + x) qui est
croissante et de la fonction x 7−→

√
x qui est aussi croissante. La compo-

sée de fonctions de même monotonie étant croissante, la fonction f est
croissante sur R+.

En l'absence de ce théorème sur les fonctions composées de même monotonie, on peut toujours étudier
le signe du taux de variation. Comme dans l'exercice 4.1.2.a, je vais utiliser la quantité conjuguée
puisqu'il y a une di�érence de racines carrées au numérateur. Pour simpli�er, je note d = 12800 le
diamètre de la Terre :

τ(x1, x2) =

√
x1(d+ x1)−

√
x2(d+ x2)

x1 − x2

=

(√
x1(d+ x1)−

√
x2(d+ x2)

)(√
x1(d+ x1) +

√
x2(d+ x2)

)
(x1 − x2)

(√
x1(d+ x1) +

√
x2(d+ x2)

)
=

(√
x1(d+ x1)

)2
−
(√

x2(d+ x2)
)2

(x1 − x2)
(√

x1(d+ x1) +
√
x2(d+ x2)

)
=

x1(d+ x1)− x2(d+ x2)

(x1 − x2)
(√

x1(d+ x1) +
√
x2(d+ x2)

)
=

d(x1 − x2) + (x21 − x22)

(x1 − x2)
(√

x1(d+ x1) +
√
x2(d+ x2)

)
=

(x1 − x2)(d+ x1 + x2)

(x1 − x2)
(√

x1(d+ x1) +
√
x2(d+ x2)

)
=

d+ x1 + x2√
x1(d+ x1) +

√
x2(d+ x2)

On peut alors observer que le numérateur et le dénominateur sont des nombres positifs d'où le sens de
variation de la fonction : elle est strictement croissante sur R+.
Plus on monte haut, plus on voit loin derrière l'horizon.

Application : L'éclat du phare de l'Île Vierge se voit, en théorie, jusqu'à
une distance d =

√
(0, 084 + 6400)2 + 64002 ≈ 32, 8 km. En réalité, la

lumière de ce phare est visible de beaucoup plus loin, d'une part parce que
l'observateur a rarement ses yeux au niveau de la mer. D'autre part, la
variation de la densité atmosphérique entraine une réfraction des rayons
lumineux qui allonge leur portée. Habituellement, on multiplie la portée
par un coe�cient égal à 2, 08 pour tenir compte de cet e�et (cela amène
notre portée théorique à 68 km). D'autres facteurs limitent la portée : la
transparence de l'air qui est rarement parfaite et la puissance du phare
qui va rarement permettre de l'apercevoir jusqu'à la limite théorique. Le
phare de l'Île Vierge est donné pour avoir une portée de 27 miles, soit
50 km environ.

Correction de l'exercice 4.7 (Devinette)

On sait que f est une fonction associée à x 7−→
√
x (f(x) = a

√
x+ b+c) et on remarque qu'elle décroit

(f(0) > f(10) > f(27)). On devine donc que a < 0. De plus, f(0) étant dé�ni, on doit avoir b > 0.
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Comme f(0) = a
√
b+ c = 4⇐⇒ a

√
b = −c+ 4 < 0 (car a < 0) on a c > 4.

Ceci dit, écrivons les équations que doivent véri�er les nombres a, b, c :
F f(0) = a

√
b+ c = 4⇐⇒ a

√
b = −c+ 4

F f(10) = a
√

10 + b+ c = 2⇐⇒ a
√

10 + b = −c+ 2
F f(27) = a

√
27 + b+ c = 0⇐⇒ a

√
27 + b = −c

En élevant toutes ces égalités au carré, on obtient le système :
a2b = (−c+ 4)2

a2(10 + b) = (−c+ 2)2

a2(27 + b) = c2
⇐⇒


a2b = (−c+ 4)2

a2(10 + b) = (−c+ 2)2

a2(27 + b) = c2

De la dernière égalité, je tire b = c2

a2
− 27 et je remplace b par cette valeur dans les deux premières :

a2
(
c2

a2
− 27

)
= (4− c)2

a2
(
c2

a2
− 17

)
= (2− c)2

⇐⇒

{
c2 − 27a2 = (4− c)2

c2 − 17a2 = (2− c)2
⇐⇒

{
−27a2 = 16− 8c

−17a2 = 4− 4c

En enlevant deux fois la 2e égalité de la 1re, je trouve 7a2 = 8 d'où a = −
√

8
7 ≈ −1, 069.

J'en déduis que c = b+17a2

4 = 41
7 ≈ 5, 857 et b = c2

a2
− 27 = 169

56 ≈ 3, 018.

Conclusion : f(x) = −
√

8
7

√
x+ 169

56 + 41
7 .

Ci-dessous, je trace la courbe d'équation y = f(x) avec l'expression trouvée.
Je constate qu'elle passe bien par les points de coordonnées (0; 4), (10; 2) et (27; 0).

Correction de l'exercice 4.8 (Distances)

1. Le point M d'abscisse x se déplace sur la courbe C d'équation y =
√
x.

La distance AM est égale à
√

(
√
x)2 + (2− x)2 =

√
x+ x2 − 4x+ 4 =

√
x2 − 3x+ 4.

Le trinôme g(x) = x2 − 3x+ 4 =
(
x− 3

2

)2 − (32)2 + 4 =
(
x− 3

2

)2
+ 7

4 est décroissant sur ]−∞; 3
2 ] et

croissant sur [32 ; +∞[. Son minimum est atteint pour x = x0 = 3
2 , et vaut

7
4 .

La fonction f : x 7−→
√
x étant croissante sur R+, la composée f ◦ g est, comme g, décroissante puis

croissante, son minimum étant atteint pour x = x0 = 3
2 , et vaut

√
7
4 =

√
7
2 ≈ 1, 3228756555 (la valeur

trouvée en tâtonnant sur GeoGebra est légèrement supérieure à cette valeur).

2. Le point N de la droite (BO) a la même abscisse x queM sur la courbe C . La droite (MN) est donc
parallèle à l'axe (Oy). La droite (BO) a pour équation y = x

2 , le point N a donc pour coordonnées
(x; x2 ) et la distance MN s'écrit :

MN =
√

(
√
x− x

2 )2 =
√
x− x

2 , du moins tant que M est situé entre O et B.

L'expérimentation sur GeoGebra permet de conjecturer que le maximum est 1
2 atteint pour x1 = 1.

Montrons que ∀x ∈ [0; 4],
√
x− x

2 −
1
2 6 0, ce qui prouverait bien que MN − 1

2 6 0⇐⇒MN 6 1
2 .
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Il nous faut donc résoudre l'inéquation
√
x− x

2 −
1
2 6 0⇐⇒ 2

√
x 6 x+ 1.

Puisque les deux membres de la dernière inégalité sont dé�nis et positifs, élevons celle-ci au carré.
On obtient 4x 6 (x+ 1)2 ⇐⇒ x2 − 2x+ 1 > 0⇐⇒ (x− 1)2 > 0.
Cette inégalité étant véri�ée pour tout x ∈ [0; 4], on a bien MN 6 1

2 , avec l'égalité pour x1 = 1.

3. Le point N d'abscisse x se déplace sur la droite (BO) et on s'intéresse à la distance AN . Il n'est plus

question de la courbe de la fonction racine carrée ici, cette distance s'écrit AN =
√(

x
2

)2
+ (2− x)2 =√

5x2

4 − 4x+ 4.

Le trinôme h(x) = 5x2

4 − 4x+ 4 = 5
4

(
x− 8

5

)2
+ 4

5 (je passe sur les détails du calcul) est décroissant sur
]−∞; 8

5 ] et croissant sur [85 ; +∞[. Son minimum est atteint pour x = x2 = 8
5 , et vaut

4
5 .

La fonction f : x 7−→
√
x étant croissante sur R+, la composée f ◦ h est, comme h, décroissante puis

croissante, son minimum étant atteint pour x = x2 = 8
5 , et vaut

√
4
5 = 2

√
5

5 ≈ 0, 89442719 (la valeur

trouvée en tâtonnant sur GeoGebra est légèrement supérieure à cette valeur).

Remarques : la distance minimale trouvée dans la dernière question correspond est la � distance entre
le point A et la droite (BO) �. Cette distance entre un point est une droite est mesurée entre le point
et la projection orthogonale du point sur la droite. C'est approximativement la position de N sur la
�gure de droite.
Dans la 1re partie de ce problème, la distance minimale entre le point A et la courbe C est la distance
entre ce point et la tangente lorsque celle-ci est perpendiculaire à la droite (AM).

Correction de l'exercice 4.9 (Courbes symétriques)

1a). Pour le cas f(x) = x2 et g(x) = 3 − x2 la valeur de a est 3 et la droite d'équation y = 3
2

est un axe de symétrie horizontal pour la �gure constituée des deux courbes (�gure de gauche). Pour
une valeur quelconque de x, on a f(x)+g(x)

2 = x2+3−x2
2 = 3

2 , autrement dit le milieu entre le point de
coordonnées (x; f(x)) et (x; g(x)) est sur la droite d'équation y = 3

2 ce qui prouve la symétrie annoncée.
b) Pour le cas f(x) = 1

x−1 et g(x) = 1 − 1
x−1 la valeur de a est 1 et la droite d'équation y = 1

2 est
un axe de symétrie horizontal pour la �gure constituée des deux courbes (�gure du centre). Pour une

valeur quelconque de x, on a f(x)+g(x)
2 =

1
x−1

+1− 1
x−1

2 = 1
2 , autrement dit le milieu entre le point de

coordonnées (x; f(x)) et (x; g(x)) est sur la droite d'équation y = 1
2 ce qui prouve la symétrie annoncée.

c) Pour le cas f(x) =
√
x et g(x) = 1 −

√
x la valeur de a est encore 1 et la droite d'équation y = 1

2
est un axe de symétrie horizontal pour la �gure constituée des deux courbes (�gure de droite). Pour
une valeur quelconque de x, on a f(x)+g(x)

2 =
√
x+1−

√
x

2 = 1
2 , autrement dit le milieu entre le point de

coordonnées (x; f(x)) et (x; g(x)) est sur la droite d'équation y = 1
2 ce qui prouve la symétrie annoncée.
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2a). Pour le cas f(x) = 2x2 et g(x) = 2(1− x)2 la valeur de a est 1 et la droite d'équation x = 1
2

est un axe de symétrie vertical pour la �gure constituée des deux courbes (�gure de gauche). Pour une
valeur quelconque de x, on a g(1 − x) = 2 (1− (1− x))2 = 2(1 − 1 + x)2 = 2x2 = f(x), autrement
dit f(x) et g(1 − x) ont les mêmes images. Or, le milieu entre le point de coordonnées (x; f(x)) et
(1− x; g(1− x)) a pour abscisse x+(1−x)

2 = 1
2 est sur la droite d'équation x = 1

2 ce qui prouve la
symétrie annoncée.
b) Pour le cas f(x) = 1

x et g(x) = 1
5−x la valeur de a est 5 et la droite d'équation x = 5

2 est un axe
de symétrie vertical pour la �gure constituée des deux courbes (�gure du centre). Pour une valeur
quelconque de x, on a g(5 − x) = 1

5−(5−x) = 1
5−5+x = 1

x = f(x), autrement dit x et 5 − x ont les
mêmes images par f et g. Or, le milieu entre le point de coordonnées (x; f(x)) et (5− x; g(5− x)) a
pour abscisse x+(5−x)

2 = 5
2 est sur la droite d'équation x = 5

2 ce qui prouve la symétrie annoncée.
c) Pour le cas f(x) =

√
x et g(x) =

√
1− x la valeur de a est 1 et la droite d'équation x = 1

2 est un
axe de symétrie vertical pour la �gure constituée des deux courbes (�gure de droite). Pour une valeur
quelconque de x, on a g(1 − x) =

√
1− (1− x) =

√
1− 1 + x =

√
x = f(x), autrement dit f(x) et

g(1−x) ont les mêmes images. Or, le milieu entre le point de coordonnées (x; f(x)) et (1− x; g(1− x))

a pour abscisse x+(1−x)
2 = 1

2 est sur la droite d'équation x = 1
2 ce qui prouve la symétrie annoncée.

Correction de l'exercice 4.10 (Composition)

1.a) L'ensemble de dé�nition de la fonction x 7→ (3x− 2)2 est R.
On peut la décomposer sous la forme f ◦ g avec f : x 7→ x2 et g : x 7→ 3x− 2.
b) L'ensemble de dé�nition de la fonction x 7→ 5

√
x+ 2 est R+.

On peut la décomposer sous la forme f ◦ g avec f : x 7→ 5x+ 2 et g : x 7→
√
x.

c) L'ensemble de dé�nition de la fonction x 7→ 1
4x−3 est R \ {34}.

On peut la décomposer sous la forme f ◦ g avec f : x 7→ 1
x et g : x 7→ 4x− 3.
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d) L'ensemble de dé�nition de la fonction x 7→
√

1− 2x est ]−∞; 1
2 ].

On peut la décomposer sous la forme f ◦ g avec f : x 7→
√
x et g : x 7→ 1− 2x.

2.a) f3 ◦ f4(x) = f3 (f4(x)) = f3
(
x2
)

= x2 + 1 = f1(x).
b) f4 ◦ f3(x) = f4 (f3(x)) = f4 (x+ 1) = (x+ 1)2 = (x2 + 1) + (2x) = f1(x) + f2(x).
c) f1 ◦ f2(x) = f1 (f2(x)) = f1 (2x) = (2x)2 + 1 = 4x2 + 1 = 4f4(x) + 1.
d) f2 ◦ f1(x) = f2 (f1(x)) = f2

(
x2 + 1

)
= 2(x2 + 1) = 2x2 + 2 = 2(x2 + 1) = 2f1(x)

Et comme on l'a vu f1 = f3 ◦ f4, on peut conclure f2 ◦ f1(x) = 2(f3 ◦ f4(x)).

3.a) La fonction x 7→ 1
x2+2

est la composée g ◦ f de f : x 7→ x2 + 2 et g : x 7→ 1
x .

La fonction f est dé�nie sur [0;∞[⊂ R, à valeurs dans [2;∞[, et elle est croissante. La fonction g est
dé�nie sur [2;∞[⊂]0;∞[, à valeurs dans ]0;∞[ et elle est décroissante. La composée de deux fonctions
de monotonie di�érente étant décroissante, g ◦ f est décroissante sur [0;∞[.
Sur ]−∞; 0[, la fonction f est décroissante (polynôme du second degré) et prend toujours ses valeurs
dans [2;∞[. On l'a dit, g est décroissante sur cet intervalle. La composée de deux fonctions de même
monotonie étant croissante, g ◦ f est croissante sur ]−∞; 0[.
La représentation graphique ci-dessous (en haut à gauche) con�rme cette analyse.
b) La fonction x 7→

√
1− sinx est la composée f ◦ g de f : x 7→

√
1− x et g : x 7→ sinx.

Sur l'intervalle [0; π2 ], la fonction sin est croissante et à valeurs dans [0; 1]. La fonction f est dé�nie sur
[0; 1] mais c'est une fonction composée de f1 : x 7→ 1− x qui est décroissante, à valeurs dans [0; 1], et
f2 : x 7→

√
x qui est croissante. La fonction f est donc décroissante car composée de deux fonctions de

monotonie di�érente. Pour la même raison, f ◦ g est décroissante sur [0; π2 ].
Sur l'intervalle [π2 ;π], la fonction sin est décroissante et à valeurs dans [0; 1]. La fonction f , comme on
l'a vu, est décroissante sur cet intervalle. La composée de deux fonctions de même monotonie étant
croissante, f ◦ g est croissante sur [π2 ;π].
La représentation graphique ci-dessous (en haut au centre) con�rme cette analyse.
c) La fonction x 7→ 2 + (1− x)3 est la composée f ◦ g de f : x 7→ 2 + x et g : x 7→ (1− x)3.
Sur R, la fonction g1 : x 7→ 1 − x est décroissante et à valeurs dans R ; la fonction g2 : x 7→ x3 est
croissante ; la composée g = g2 ◦ g1 de deux fonctions de monotonie di�érente est décroissante. La
fonction f est croissante et donc f ◦ g est décroissante sur R.
La représentation graphique ci-dessous (à droite) con�rme cette analyse.
d) La fonction x 7→ 1−

√
1 + x2 est la composée f ◦ g de f : x 7→ 1− x et g : x 7→

√
1 + x2.

Sur R+, la fonction g1 : x 7→ 1+x2 est croissante et à valeurs dans [1; +∞] ; la fonction g2 : x 7→
√
x est

croissante ; la composée g = g2 ◦ g1 de deux fonctions de même monotonie est croissante. La fonction
f est décroissante et donc f ◦ g est décroissante sur R+.
Sur R−, la fonction g1 : x 7→ 1 +x2 est décroissante et à valeurs dans [1; +∞] ; la fonction g2 : x 7→

√
x

est croissante ; la composée g = g2 ◦ g1 de deux fonctions de monotonie di�érente est décroissante. La
fonction f est décroissante et donc f ◦ g est croissante sur R−.
La représentation graphique ci-dessous (en bas) con�rme cette analyse.
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4.1.3 Limites de fonctions

Correction de l'exercice 4.11 (Limites en un point)

1. Pour commencer, remarquons que l'on n'accède pas directement à la limite en 0 de f car le
numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers 0 et 0

0 est une forme indéterminée. C'est
également le cas pour la fonction g.

Pour x 6= 0, on a f(x) =
1

1+x
−1
x =

1−(1+x)
1+x

x = 1−(1+x)
x(1+x) = −x

x(1+x) = −1
1+x .

Ainsi, puisque l'on a pu simpli�er par x 6= 0, on peut faire tendre x vers 0, la fractions s'approche alors
de −1. On note donc lim

x→0
f(x) = −1.

De même, pour x 6= 0, on a g(x) =
√
1+x−1
x =

(
√
1+x−1)(

√
1+x+1)

x(
√
1+x+1)

= 1+x−12
x(
√
1+x+1)

= 1√
1+x+1

.

Ainsi, puisque l'on a pu simpli�er par x 6= 0, on peut faire tendre x vers 0, la fractions s'approche alors
de 1

2 . On note donc lim
x→0

g(x) = 1
2 .

2. Ainsi présenté, g(x) apparait être le taux d'accroissement de la fonction x 7→
√
x entre 1 et

1 + x. Dans ce contexte, lim
x→0

g(x) = 1
2 est la pente de la tangente à la courbe de la fonction g au point

d'abscisse 1.
L'équation de cette tangente est y = 1

2x+ b mais comme cette droite passe par le point A(1;
√

1 = 1),
le coe�cient b véri�e l'égalité 1 = 1

2 + b ⇐⇒ b = 1
2 , d'où l'équation y = 1

2x + 1
2 (en pointillés rouges

ci-dessous).

De même pour f(x) qui apparait être le taux d'accroissement de la fonction x 7→ 1
x entre 1 et 1 + x.

Dans ce contexte, lim
x→0

f(x) = −1 est la pente de la tangente à la courbe de la fonction f au point

d'abscisse 1.
L'équation de cette tangente est y = −x + b mais comme cette droite passe par le point A(1; 1

1 = 1),
le coe�cient b véri�e l'égalité 1 = −1 + b ⇐⇒ b = 2, d'où l'équation y = −x + 2 (en pointillés verts
ci-dessus).

3. Il y a, pour ces limites, un problème du même type que dans la question 1.
Pour la fonction f , la forme indéterminée 0

0 vient du fait que le trinôme du numérateur s'annule pour
x = 4. On peut donc l'écrire sous forme factorisée : x2 − 3x − 4 = (x − 4)(x + 1), et par conséquent
simpli�er f(x) quand x 6= 4 : f(x) = x2−3x−4

x−4 = (x−4)(x+1)
x−4 = x+ 1.

On a donc lim
x→4

f(x) = lim
x→4

x+ 1 = 5.

Pour la fonction g, utilisons la quantité conjuguée. Pour x 6= 4, on a :

g(x) =
x
√
x− 8

4− x
=

(x
√
x)

2 − 82

(4− x) (x
√
x+ 8)

=
x3 − 43

(4− x) (x
√
x+ 8)

=
(x− 4)(x2 + 4x+ 16)

(4− x) (x
√
x+ 8)

= −x
2 + 4x+ 16

x
√
x+ 8

= −(x+ 2)2 + 12

x
√
x+ 8

On a donc lim
x→4

g(x) = lim
x→4
− (x+2)2+12

x
√
x+8

= −48
16 = −3.
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Ces limites en 4 sont les coe�cients directeurs des tangentes au point d'abscisse 4 pour les courbes
des fonctions x 7−→ x2 − 3x− 4 (pour lim

x→4
f(x) = 5) et x 7−→ 8− x

√
x (pour lim

x→4
g(x) = −3).

Correction de l'exercice 4.12 (Sinus et Cosinus)

1. Approche directe :
Le numérateur de f(x) est sinx, sa limite en 0+ est 0 ; le dénominateur de f(x) est x, sa limite en 0+

est 0 ; La limite du rapport des deux n'est donc pas accessible d'une façon directe.
De même, le numérateur de x(x) est 1− cosx, sa limite en 0+ est 0 ; le dénominateur de g(x) est x, sa
limite en 0+ est 0 ; La limite du rapport des deux n'est donc pas accessible d'une façon directe. 2.
Expérimentation :
Utilisons un tableur pour nous approcher expérimentalement de ces limites :

Au vu de ces résultats, la fonction x 7−→ sinx semblant s'approcher de la fonction identité x 7−→ x
pour les valeurs proches de 0, le rapport des deux tend à se rapprocher de 1 (ce n'est encore qu'une
conjecture).
Au contraire, la fonction x 7−→ 1 − cosx s'approche de 0 beaucoup plus vite que la fonction identité
x 7−→ x au voisinage de 0, le rapport des deux tend à se rapprocher de 0 (ce n'est encore qu'une
conjecture).

3.a) Encadrement :
L'aire du triangle TOI est TI×OI2 = tanx×1

2 = tanx
2 ; l'aire du triangleMOI est MC×OI

2 = sinx×1
2 = sinx

2 .
L'aire du secteur circulaire MOI est x

2 .

b) Comme l'aire du secteur circulaire est comprise entre celles des deux triangles � l'extérieur
TOI qui le contient et l'intérieur MOI qui est contenu � on peut écrire l'encadrement suivant :
sinx
2 < x

2 <
tanx
2 , valable sur ]0; π2 [. En multipliant par 2, on obtient sinx < x < tanx. En divisant par

sinx 6= 0, on a 1 < x
sinx <

sinx
cosx×sinx = 1

cosx . Il ne reste plus qu'à inverser ces inégalités ne contenant
que des nombres positifs pour obtenir 1 > sinx

x > cosx (l'inversion inverse aussi les inégalités).

c) Comme lim
x→0+

cosx = cos 0 = 1, sinx
x est encadré par deux nombres qui s'approchent l'un de

l'autre quand x tend vers 0+. On en déduit que lim
x→0+

sinx
x = 1 (théorème des gendarmes).
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d) Utilisons la quantité conjuguée de 1 + cosx pour transformer cette expression :

1

1 + cosx

(
sinx

x

)2

=
(1− cosx)

(1 + cosx)(1− cosx)

(
sinx

x

)2

=
(1− cosx)× sin2 x

(1− cos2 x)× x2

=
(1− cosx)× sin2 x

sin2 x× x2
=

1− cosx

x2

D'une part on sait que lim
x→0+

1
1+cosx = 1

1+cos 0 = 1
2 et d'autre part on a vu que lim

x→0+
sinx
x = 1.

Par produit de deux expressions ayant une limite �nie lim
x→0+

(
sinx
x

)2
= 1 et,

�nalement lim
x→0+

1
1+cosx

(
sinx
x

)2
= 1

2 × 1 = 1
2 .

Cela revient, d'après l'égalité des deux expressions, à lim
x→0+

1−cosx
x2

= 1
2

En multipliant cette expression par x (qui a évidemment pour limite 0 en 0), on obtient
lim
x→0+

1−cosx
x = lim

x→0+

(1−cosx)×x
x2

lim
x→0+

1−cosx
x2

× lim
x→0+

x = 1
2 × 0 = 0.

Correction de l'exercice 4.13 (Asymptotes obliques)

1. f(x) = x3

x2+1
= x×x2(

1+ 1
x2

)
×x2

= x
1+ 1

x2
. Cette dernière expression est le quotient d'un dividende de

limite in�nie ( lim
x→+∞

x = +∞) et d'un diviseur de limite �nie ( lim
x→+∞

1 + 1
x2

= 1) ; sa limite est donc

in�nie : lim
x→+∞

f(x) = +∞. f(x) − x = x3

x2+1
− x3+x

x2+1
= (−1)×x

(x+ 1
x)×x

= −1
x+ 1

x

. Cette dernière expression est

le quotient d'un dividende �ni et d'un diviseur de limite in�nie ( lim
x→+∞

x + 1
x = +∞) ; sa limite est

donc nulle : lim
x→+∞

f(x) − x = 0. L'écart entre la courbe de f et la droite d'équation y = x tend à

s'approcher de 0 : la courbe de f admet pour asymptote la droite d'équation y = x.
L'illustration montre ce comportement asymptotique au voisinage de +∞.
Le même raisonnement se transpose au voisinage de −∞. En outre, la fonction f est impaire, car
f(−x) = (−x)3

(−x)2+1
= −x3

x2+1
= −f(x). La courbe admet donc l'origine comme centre de symétrie et le

comportement asymptotique au voisinage de −∞ se déduit plus simplement encore de cette symétrie.
L'illustration de gauche ci-dessous montre la courbe de f et son asymptote.

2. g(x) =
√

1 + x2 + x est la somme de deux termes qui ont pour limite +∞ en +∞, sa limite est
donc in�nie : lim

x→+∞
f(x) = +∞. Par contre, g(x)− 2x =

√
1 + x2− x est une expression indéterminée

au voisinage de +∞ car c'est la di�érence de deux termes qui ont pour limite +∞ en +∞.
Dans l'espoir de lever cette indétermination, écrivons

g(x)− 2x =
√
x2
(

1
x2

+ 1
)
− x = x

√
1
x2

+ 1− x = x
(√

1
x2

+ 1− 1
)
.

Ainsi écrit, g(x)−2x apparait comme le produit d'un facteur de limite in�nie ( lim
x→+∞

x = +∞) et d'un

autre de limite nulle ( lim
x→+∞

√
1
x2

+ 1 − 1 = 0) ; sa limite est donc toujours indéterminée. Pour lever
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dé�nitivement l'indétermination, il faut employer la quantité conjuguée :

g(x)− 2x =
√

1 + x2 − x =
(
√
1+x2−x)(

√
1+x2+x)√

1+x2+x
= 1+x2−x2√

1+x2+x
= 1√

1+x2+x
.

Ainsi écrit, g(x)− 2x apparait comme le quotient d'un dividende �ni par un diviseur de limite in�nie ;
sa limite est donc nulle. L'écart entre la courbe de g et la droite d'équation y = 2x tend à s'approcher
de 0 : la courbe de g admet pour asymptote la droite d'équation y = 2x au voisinage de +∞.

Au voisinage de −∞, g(x) =
√

1 + x2 + x est la somme d'un terme de limite +∞ en −∞ et
d'un autre de limite −∞ en −∞, sa limite est donc indéterminée au voisinage de −∞. Écrivons

g(x) =
√

1 + x2+x =
(
√
1+x2−x)(

√
1+x2+x)√

1+x2−x = 1√
1+x2−x . Ainsi, le dénominateur tend vers l'in�ni, comme

la somme de deux termes de limite +∞ en −∞. La limite du quotient est donc nulle : lim
x→−∞

g(x) = 0.

Cela implique qu'au voisinage de −∞, la courbe de g admet pour asymptote la droite d'équation y = 0
(l'axe des abscisses).
L'illustration de droite ci-dessus montre la courbe de g et ses deux asymptotes.

3. La fonction h : x 7−→ 2x2+3x−1
x+2 a pour limite −∞ en −∞ et +∞ en +∞ car on peut écrire

cette expression comme le quotient d'un numérateur de limite in�nie (2x+ 3− 1
x , une fois qu'on a mis

x en facteur et simpli�é la fraction par ce facteur) et d'un dénominateur de limite �nie (1 + 2
x).

On peut écrire h(x) = (2x−1)(x+2)+2−1
x+2 = (2x−1)(x+2)+1

x+2 = 2x− 1 + 1
x+2 pour tout x 6= 2.

Au voisinage de l'in�ni h(x)− (2x−1) = 1
x+2 a une limite nulle, la courbe de h admet pour asymptote

la droite d'équation y = 2x− 1 au voisinage de l'in�ni (−∞ et +∞).
L'illustration montre la courbe de h et son asymptote.

4.1.4 Fonctions dérivées et applications

Correction de l'exercice 4.14 (Secteur circulaire)

Le périmètre p = 4 du secteur circulaire est égal à 2r + αr = r(2 + α).
On en tire l'expression de r en fonction de α : 4 = r(2 + α)⇐⇒ r = 4

2+α ;
on peut aussi en tirer l'expression de α en fonction de r : 4 = r(2 + α) = 2r + rα⇐⇒ α = 4−2r

r .

L'aire du secteur circulaire est égal à αr2

2 , soit 42α
2(2+α)2

= 16α
2(2+α)2

(en prenant α comme variable) ou
(4−2r)r2

2r = (4−2r)r
2 (en prenant r comme variable).

L'aire est maximum lorsque la dérivée s'annule. Selon qu'on prenne l'une ou l'autre des expressions, la
variable change :

F En prenant α comme variable, on a A (α) = 16α
2(2+α)2

, d'où A ′(α) = 16×2(2+α)2−16α×4(2+α)
4(2+α)4

=
8×(2+α)−16α

(2+α)3
= 16−8α

(2+α)3
.

Cette dérivée s'annule pour 16− 8α = 0⇐⇒ α = 2.
F En prenant r comme variable, on a A (r) = (4−2r)r

2 , d'où A ′(r) = 4−4r
2 = 2− 2r.

Cette dérivée s'annule pour 2− 2r = 0⇐⇒ r = 1.
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Noter bien que r et α sont liés l'un à l'autre, aussi les deux solutions
sont la même unique solution : si α = 2 alors r = 4

2+α = 4
2+2 = 1 et

inversement si r = 1 alors α = 4−2r
r = 4−2

1 = 2. La �gure ci-contre

montre ce secteur de périmètre 4 et d'aire maximum égale à (4−2)
2 = 1.

Correction de l'exercice 4.15 (Fonction de 2 variables)

Dans le repère orthonormé (O,
−→
OI,
−→
OJ), la distance du point M(x; y) à l'origine est OM =

√
x2 + y2.

En notant ρ =
√
x2 + y2 cette distance, on a ρ2 = x2 + y2.

L'angle (
−→
OI,
−−→
OM) ayant pour mesure un nombre θ, l'abscisse de M est x = ρ cos θ et l'ordonnée vaut

y = ρ sin θ. Avec ces notations, on peut écrire f(x, y) = x+y
1+x2+y2

= ρ cos θ+ρ sin θ
1+ρ2

. Cette expression est

devenue une fonction de (ρ, θ) : f(x, y) = ρ(cos θ+sin θ)
1+ρ2

= ρ
1+ρ2

× (cos θ + sin θ) = F (ρ)×G(θ).
On a d'une part la fonction F : x 7−→ x

1+x2
et d'autre part la fonction G : x 7−→ (cosx + sinx) qu'il

faut maximiser, étant entendu que les deux maximums sont indépendants (j'ai utilisé un même nom
de variable, z, pour les dé�nir et les étudier mais les vraies variables, ρ et θ, sont indépendantes).

La dérivée de F est dé�nie par F ′(z) =
(

z
1+z2

)′
= 1+z2−z×(2z)

(1+z2)2
= 1−z2

(1+z2)2
. Cette dérivée s'annule

pour 1 − z2 = 0, soit z2 = 1 ⇐⇒ z = ±1. Comme z est ici ρ, on a obtenu ρ = ±1 mais comme ρ est
une distance, un nombre positif, la seule valeur qui convienne est ρ = 1. Le(s) point(s) M qui vont
convenir se trouvent sur le cercle trigonométrique.

La dérivée de G est dé�nie par G′(z) = (cos z + sin z)′ = − sin z + cos z (propriété 4.18 du cours).
Cette dérivée s'annule pour sin z = cos z ⇐⇒ cos

(
π
2 − z

)
= cos z, soit π

2 − z = z [2π] ⇐⇒ π
2 =

2z [2π]⇐⇒ π
4 = z [π] ou bien π

2 − z = −z [2π]⇐⇒ π
2 = 0 qui n'est jamais vrai. Les seules solutions

dans [0; 2π] sont z1 = π
4 et z2 = π

4 + π = 5π
4 . Comme z est ici θ, on a obtenu θ1 = π

4 et θ2 = 5π
4 .

La dérivée s'annule pour θ1 et θ2 mais dans un cas on obtient un maximum (pour θ1) et dans l'autre
un minimum (pour θ2). Comment montrer cela ? On peut étudier le signe de G′ pour θ ∈ [0; 2π]. On
a G′(θ) = cos θ − sin θ et il faut montrer que G′(θ) > 0 pour θ ∈ [0; π4 ] puis négatif pour θ ∈ [π4 ; 5π

4 ]
et à nouveau positif. On peut aussi se rappeler l'exercice 3 du DS4 dans lequel on a montré que
cosx+sinx =

√
2 sin

(
x+ π

4

)
. L'avantage de cette expression : on sait déjà qu'elle est croissante quand

x 7−→ sin
(
x+ π

4

)
est croissante, c'est-à-dire quand −π

2 < x+ π
4 <

π
2 ⇐⇒ −

3π
4 < x < π

4 .

Au point M1 la fonction f est maximalisée. En ce point M1 on a (x1 = cos π4 =
√
2
2 ; y1 = sin π

4 =
√
2
2 ).

La valeur maximale de f est x1+y1
1+x21+y

2
1

=

√
2
2
+
√
2
2

1+ 1
2
+ 1

2

=
√
2
2 ≈ 0, 707.

Pour donner une idée graphiquement des valeurs de cette fonction,
j'ai écrit un petit programme qui colorie un pixel avec une valeur
de gris qui dépend de la valeur de f(x, y). Comme ces valeurs se
répartissent entre −

√
2
2 et

√
2
2 , j'ai attribué le noir à la première

et le blanc à la dernière, ce qui fait que le point M1 est au centre
de la zone claire et le point M2 est au centre de la zone sombre.
Les lignes de niveau de cette fonction sont des cercles sauf la ligne
de niveau 0 qui est la droite (un cercle de rayon in�ni) d'équation
y = −x. La ligne de niveau 0, 5 par exemple est le cercle de centre
A(1; 1) et de rayon

√
3 ; pour s'en convaincre écrire x+y

1+x2+y2
= 0, 5

sous la forme (x− 1)2 + (y − 1)2 = 3.

Correction de l'exercice 4.16 (Boîte de conserve)

1) La variable est la hauteur x, comme le volume V est constant et égal à πR2x, on en déduit que

R2 = V
πx et donc, comme R > 0, R =

√
V
πx = λ√

x
où λ est une constante (λ =

√
V
π ).

L'aire des parois du cylindre est la somme des deux bases circulaires et de la face latérale (de dimensions
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x sur 2πR) : A = 2πR2 + 2πRx. En remplaçant R par sa valeur en fonction de x, on obtient A (x) =

2π λ
2

x + 2πλ
√
x = 2π

(
λ2

x + λ
√
x
)
.

En remplaçant les λ par leur valeur et en simpli�ant : A (x) = 2V
x + 2

√
πV
√
x.

Pour minimiser A , dérivons la fonction : A ′(x) = −2V
x2

+
√
πV√
x
.

Le minimum de cette dérivée est obtenu pour la solution de l'équation −2V
x2

+
√
πV√
x

= 0.

Cette équation équivaut à
√
πV x2 = 2V

√
x⇐⇒ x

√
x = 2

√
V
π .

Élevons cela au carré, on obtient x3 = 4V
π et prenons la racine carré : x = 3

√
4V
π .

Pour cette valeur, le carré du rayon R de la base est donné par l'égalité R2 = V
πx =

3√πV

π
3√
4V

=
3

√(
V
2π

)2
et donc, le rayon R est 3

√
V
2π .

Application numérique : Prenons V = 1 dm3, dans ce cas la hauteur optimum est x = 3

√
4
π ≈ 1, 083852

et le rayon optimum R = 3

√
1
2π ≈ 0, 5419261, autrement dit la moitié de la hauteur.

Correction de l'exercice 4.17 (Loi de Snell-Descartes)

1) Exprimons en fonction des données la durée t(x) du trajet M1 − I −M2 :

F La partie M1 − I du trajet qui mesure M1I est parcourue à la vitesse v1 pendant une durée t1

égale à M1I
v1

; or, d'après Pythagore, M1I
2 = m2

1 + x2 et donc t1 =

√
m2

1+x
2

v1
.

F La partie I −M2 du trajet qui mesure M2I est parcourue à la vitesse v2 pendant une durée t2

égale à M2I
v2

; or, d'après Pythagore, M2I
2 = m2

2 + (d− x)2 et donc t2 =

√
m2

2+(d−x)2
v2

.

Finalement, la durée du trajet M1 − I −M2 est t(x) =

√
m2

1+x
2

v1
+

√
m2

2+(d−x)2
v2

.
Exprimons également les sinus des angles i et r en fonction des données :

F Le sinus de l'angle d'incidence est aussi le cosinus de π
2 − i et donc sin i = cos(π2 − i) = H1I

M1I
=

x√
m2

1+x
2
.

F Le sinus de l'angle de réfraction est aussi le cosinus de π
2 − r et donc sin r = cos(π2 − r) = H2I

M2I
=

d−x√
m2

2+(d−x)2
.

2) Déterminons, à l'aide de la dérivée, la valeur x0 de x pour laquelle le trajet a une durée minimale :

Dérivons t(x) =

√
m2

1+x
2

v1
+

√
m2

2+(d−x)2
v2

.

t′(x) = 2x

2v1
√
m2

1+x
2

+ −2(d−x)
2v2
√
m2

2+(d−x)2
= x

v1
√
m2

1+x
2
− d−x

v2
√
m2

2+(d−x)2
.

t′(x) s'annule pour la valeur x0 de x solution de l'équation x

v1
√
m2

1+x
2

= d−x
v2
√
m2

2+(d−x)2
.

Si on dispose des valeurs de m1, m2, d, v1 et v2, l'équation n'est pas des plus simples à résoudre (après
transformation, sauf erreur de ma part, elle revient à une équation du 4e degré). On peut cependant
utiliser un algorithme de dichotomie pour en déterminer une valeur approchée aussi précise que l'on
veut.
Juste pour voir, déterminons la valeur de x0 lorsque m1 = 3, m2 = 2, d = 8, v1

v2
= 1, 5 (environ la

valeur de l'application numérique qui suit). L'équation à résoudre devient x
1,5
√
9+x2

= 8−x√
4+(8−x)2

ou,

plus simplement, 2x
√

4 + (8− x)2 = 3(8 − x)
√

9 + x2. Le programme Python qui suit nous montre
qu'alors la solution est x0 ≈ 6, 48038.
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3) D'après la question 1 où on a déterminé sin i et sin r, l'égalité x

v1
√
m2

1+x
2

= d−x
v2
√
m2

2+(d−x)2
peut

s'écrire sin i
v1

= sin r
v2

et se mettre sous la forme sin i
sin r = v1

v2
.

Cette forme est connue sous l'appellation � loi de Snell-Descartes pour la réfraction �.

Application :
Milieu 1 (air) : v1 = 300 000 km/s
Milieu 2 (verre) : v2 = ?
Le rapport v1

v2
, tel qu'il apparait mesuré sur la photo est donné par les angles i = 60� et r = 35�.

On en déduit sin i
sin r = sin 60

sin 35 ≈ 1, 51 (j'arrondis au centième cette mesure qui n'est pas très précise).
De là on détermine v2 ≈ v1

1,51 = 300 000
1,51 ≈ 200 000 km/s.

L'angle de réfraction augmente moins vite que l'angle d'incidence ; lorsque celui-ci tend vers i = 90�,
le sinus de r tend vers v2

v1
≈ 1

1,51 ≈ 0, 662 (car sin i = 1) d'où la valeur limite r ≈ sin−1(0, 662) ≈ 41, 5�.
Dans l'autre sens, du verre à l'air, passée cette valeur de l'angle, la lumière est entièrement ré�échie sur
le dioptre. Autrement dit, si un rayon lumineux arrive du verre avec un angle d'incidence de 45� (plus
que la valeur limite), il sera complètement ré�échi dans le verre (voir l'illustration de droite, extraite
de Wikipédia, dans laquelle sont notés les indices de réfraction n = c

v , inversement proportionnels aux
vitesses).

Correction de l'exercice 4.18 (Cône)

1) Exprimons h et r en fonction de R et x :

L'unique arête du cône est constituée par l'enroulement de l'arc MM ′ de longueur R(2π − x).
La longueur de cette arête est égale au périmètre d'un cercle de rayon r, d'où 2πr = R(2π − x).
On en tire l'expression de r cherchée : r = R(2π−x)

2π = R(1− x
2π ) = R

2π (2π − x).
La génératrice SM du cône est de longueur R. Le théorème de Pythagore dans le triangle SOM nous

donneR2 = r2+h2. De là, on extrait l'expression de h cherchée : h =
√
R2 − r2 =

√
R2 −R2

(
1− x

2π

)2
=

R
√

1−
(
1− x

2π

)2
= R

2π

√
4πx− x2.

2) Le volume du cône est égal au tiers du produit de la base par la hauteur, soit V (x) = πr2h
3 =

πR3(2π−x)2
√
4πx−x2

3×8π3 = R3

24π2 (2π − x)2
√

4πx− x2.
Déterminons la valeur de x pour laquelle le volume V du cône est maximal en dérivant cette fonction
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et en déterminant la valeur qui annule la dérivée :

V ′(x) =
R3

24π2

[(
(2π − x)2

)′√
4πx− x2 + (2π − x)2

(√
4πx− x2

)′]
=

R3

24π2

[
−2(2π − x)

√
4πx− x2 + (2π − x)2

4π − 2x

2
√

4πx− x2

]
=

R3

24π2
(2π − x)

−2(4πx− x2) + (2π − x)2√
4πx− x2

=
R3

24π2
(2π − x)

3x2 − 12πx+ 4π2√
4πx− x2

L'expression de V ′(x) n'est pas particulièrement simple, mais elle s'annule de façon évidente pour
x = 2π et pour les racines éventuelles du polynôme 3x2 − 12πx+ 4π2.
Celles-ci valent x = 12π±

√
96π2

6 = 2π 3±
√
6

3 .

Seule, la racine 2π 3−
√
6

3 = 2π − 2π
√
6

3 ≈ 1, 15 est inférieure à 2π (x, étant un angle géométrique, est
nécessairement inférieur à 2π). C'est donc la valeur cherchée pour laquelle le volume V du cône est
maximal, je la noterai x0. Cet angle mesure environ 66, 06�.
Le sinus de l'angle α

2 mesure r
R , soit sin α

2 = r
R = 1− x

2π .

Pour la valeur x0 qui maximise V , on obtient sin α
2 = 1− x0

2π = 1− 3−
√
6

3 =
√
6
3 ≈ 0, 8165.

L'angle du cône de volume maximal mesure donc 2 sin−1
(√

6
3

)
≈ 1, 9106 rad, soit environ 109, 47�.

3) En découpant le patron dans une feuille de format A4 (21 × 29, 7cm) en s'arrangeant pour faire
tenir le secteur de disque comme indiqué sur la �gure (a�n de perdre le moins de feuille possible), on
a d = SN = 21− SM ′ = 21−R. Le rayon R n'est pas encore connu, on va le déterminer.
On peut déterminer d par trigonométrie : d

R = cos x2 ⇐⇒ d = R cos x2 .
Par identi�cation, on obtient d = 21−R = R cos x2 d'où R = 21

1+cos x
2
.

La formule pour V (x) établie dans la partie 2 reste valable, mais cette fois, la contrainte de faire tenir
le patron comme indiqué, oblige à avoir R = 21

1+cos x
2
.

On obtient ainsi V (x) = 213

24π2(1+cos x
2 )

3 (2π − x)2
√

4πx− x2.

On a beau être dans un chapitre sur la dérivée, il y a parfois une grande lassitude à dériver des
expressions abracadabrantes que l'on ne saura ensuite pas annuler sans le recours à un programme.
Pour cette raison, je me contenterai de l'approche algorithmique de cette question :
Mon programme fait croître x dans cette formule avec un pas p régulier jusqu'à ce que le volume
décroisse. Il a�che alors la valeur de x obtenue � je la noterai x1 � et on peut recommencer en partant
de x1 − p avec un pas dix ou cent fois plus petit, jusqu'à la précision désirée.
Les contraintes liées à l'utilisation de la feuille de format A4 ne s'arrêtent pas à l'expression de R en
fonction de x : il faut également que 2R < 29, 7 pour que ce patron ne dépasse pas. Cela revient à
limiter le domaine de validité de notre formule. C'est la raison pour laquelle j'ai ajouté le test R < 14, 85
dans le programme et un a�chage spéci�que indiquant que la valeur limite est atteinte. C'est ce test
qui entraine ici l'arrêt du programme montrant que le cône de volume maximum est celui qui est en
contact avec les 4 bords de la feuille (voir l'illustration ci-dessous où SA = SB = SC = 14, 85 cm.
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Je trouve ainsi la valeur de x1 pour laquelle il y a un volume maximum : x1 ≈ 2, 28759401417 rad, soit
environ 131, 07�. Pour cette valeur, le volume est environ égal à 1070, 26 cm3, soit environ 1, 07 L.
La longueur de sa génératrice est alors évidemment égale à R = 14, 85 cm.
La hauteur de ce cône est h ≈ 11, 46 cm, le rayon de sa base mesure r ≈ 9, 44 cm et l'angle au sommet
vaut α ≈ 1, 378 rad, soit environ 79�.
Pour la réponse à la question posée (à quelle distance d du milieu N d'une longueur doit-on placer
le point S pour que le cône obtenu ait un volume maximal ?), la distance est donc la valeur exacte
d = 21−R = 6, 15 cm.

Correction de l'exercice 4.19 (Rectangle dans ellipse)

1) Dans le repère (O, I, J), le point D ayant pour abscisse x, la longueur du rectangle est 2x et sa

largeur est 2y = 2

√
b2
(

1− x2

a2

)
= 2 ba

√
a2 − x2 (j'ai utilisé la relation liant les coordonnées d'un point

de l'ellipse donnée dans l'énoncé). J'en déduis l'expression de l'aire du rectangle A (x) = 4b
a x
√
a2 − x2.
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Pour maximaliser A , on doit annuler la dérivée :

A ′(x) =
4b

a

[
(x)′

√
a2 − x2 + x

(√
a2 − x2

)′]
=

4b

a

[√
a2 − x2 + x

−2x

2
√
a2 − x2

]
=

4b

a

(a2 − x2)− x2√
a2 − x2

=
4b

a

a2 − 2x2√
a2 − x2

La dérivée s'annule pour a2 − 2x2 = 0⇐⇒ x2 = a2

2 =⇒ x = a√
2
.

Pour cette valeur, on a y = b
a

√
a2 − a2

2 = b√
2
et l'aire maximale du rectangle est A (x0) = 4b

a x0
√
a2 − x20 =

4b
a

a√
2

√
a2

2 = 4b
a
a2

2 = 2ab, soit la moitié de l'aire du rectangle dans lequel on a inscrit l'ellipse. Les coor-

données du point D (le sommet du rectangle situé dans le 1er cadran) sont donc x0 = a√
2
et y0 = b√

2
.

D'après l'indication, il y a un intérêt à maximaliser A 2(x) = 16b2

a2
x2(a2 − x2) = 16b2

a2
(a2x2 − x4).

La racine carrée ne complique pas inutilement l'expression de la dérivée :
(
A 2
)′

(x) = 16b2

a2
(2a2x−4x3).

Cette dérivée s'annule pour 2a2x− 4x3 = 0⇐⇒ 2x(a2 − 2x2) = 0 =⇒ x = a√
2
.

Cette méthode donne le résultat attendu car le maximum de A et celui de A 2 coïncident.

Application numérique : si le parterre mesure a = 4, 162 m sur b = 2, 885 m, on a x0 = 4,162√
2
≈

2, 943 m et y0 = 2,885√
2
≈ 2, 04 m. L'aire du rectangle d'aire maximale est 2ab = 24, 01474 m2. L'ellipse

et les deux rectangles sont représentés ci-dessous, à gauche (le rectangle dans lequel est inscrit l'ellipse
mesure 2a = 8, 324 m sur 2b = 5, 77 m).
Á droite, j'ai représenté la situation dans le cas a = b où l'ellipse est réduite à un cercle. Dans ce cas,
on comprend plus facilement d'où vient le rapport 1√

2
=
√
2
2 : la diagonale du carré intérieur est égale

au côté du carré extérieur. L'ellipse est obtenu en appliquant une dilatation selon la direction d'un
axe ; la maximalisation de l'aire du rectangle inscrit ne semble pas a�ectée par cette dilatation.
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Correction de l'exercice 4.20 (Minimum)

a) Transformons l'expressions E(a, b) où a et b sont des réels strictement positifs en posant x = b
a :

E(a, b) =
√
a+ b

(
1√
a

+
1√
b

)
=

√
a

(
1 +

b

a

)
× 1√

a

(
1 +

√
a√
b

)

=

√
a√
a
×
√

1 +
b

a
×

1 +
1√
b
a


= 1×

√
1 + x×

(
1 +

1√
x

)
=
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)
= f(x)

b) Dérivons f(x) =
√

1 + x
(

1 + 1√
x

)
sur R+∗ :

f ′(x) =
(√

1 + x
)′(

1 +
1√
x

)
+
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)′
=

(1 + x)′

2
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)
+
√

1 + x

(√
1

x

)′

=
1

2
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)
+
√

1 + x

(
1
x

)′
2
√

1
x

=

√
x+ 1

2
√
x
√

1 + x
+
√

1 + x
−1
x2

2
√

1
x

=

√
x+ 1

2
√
x
√

1 + x
−
√
x
√

1 + x

2x2

=

√
x+ 1

2
√
x
√

1 + x
−
√
x
√

1 + x

2x
√
x

=
x(
√
x+ 1)−

√
x(
√

1 + x)2

2x
√
x
√

1 + x

=
x
√
x+ x−

√
x− x

√
x

2x
√
x
√

1 + x

=
x−
√
x

2x
√
x
√

1 + x

Le dénominateur de cette expression est positif sur R+∗.
Le signe de f ′(x) est donc celui du numérateur.
Or x−

√
x > 0⇐⇒ x >

√
x⇐⇒

√
x > 1⇐⇒ x > 1.

La fonction f ′ est négative jusqu'à x0 = 1 puis positive. Par conséquent f est décroissante puis crois-

sante : pour x = x0 = 1 elle passe par un minimum m = f(1) =
√

1 + 1
(

1 + 1√
1

)
= 2
√

2.

Le tableau de variation suivant résume cela :
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x

f ′(x)

f(x)

0 1 +∞

− 0 +

2
√

22
√

2

c) Le minimum de E(a, b) est donc 2
√

2 ; il est atteint lorsque x = b
a = 1, c'est-à-dire lorsque a = b.

On peut donc a�rmer que pour tout couple de réels positifs (a, b), on a
√
a+ b

(
1√
a

+ 1√
b

)
> 2
√

2.

4.1.5 Fonction Exponentielle

Correction de l'exercice 4.21 (Concentration d'un médicament)

1) Comme g(t) = 6te−t = uv, on a g′(t) = u′v + uv′ = 6e−t + 6t(−e−t) = 6e−t(1− t).
On sait que ∀t ∈ R, e−t > 0 donc g′(t) > 0⇐⇒ 1− t > 0⇐⇒ t < 1.
La fonction g est donc croissante pour t < 1 et décroissante sinon.
Elle passe par un maximum atteint pour t = 1 ∈ [0; 12], et ce maximum vaut g(1) = 6e−1 = 6

e .

2) Une valeur approchée à 10−2 près de la concentration maximale du médicament dans le sang,
soit de g(1), est obtenue avec la calculatrice : g(1) = 6

e ≈ 2, 2072766470287.
On peut donc prendre 2, 21mg.L−1 comme valeur maximum approchée.

3) Pour ne pas dépasser 0, 05mg.L−1, il faut se situer au moment de l'injection ou bien après un
certain de laps de temps qu'on peut évaluer avec l'algorithme suivant :
t←− 60
y ←− 2, 2
Tant que y > 0, 05
t←− t+ 1
y ←− t

10e
−t
60

Fin du 'Tant que'

Dans cet algorithme les temps sont exprimés en minutes puisqu'on initialise t à 60 (minutes) pour se
situer aux alentours du maximum (1 heure, moment auquel la concentration y vaut environ 2, 2).
Il faut donc convertir le temps t en minutes dans la formule : y = 6× t

60 × e
−t
60 = t

10e
−t
60 .

Pour que le sportif soit à nouveau en règle avec la législation, il lui faut attendre 6h et 42 minutes
environ. J'ai estimé ce temps en traduisant l'algorithme en un programme Python (une autre alterna-
tive serait d'utiliser le tableur avec un pas de 1

60 d'heure) et en convertissant en h min la valeur de t
obtenue (402 minutes) directement à l'a�chage.

Correction de l'exercice 4.22 (Fonctions hyperboliques)

Partie 1 : Étude des variations a) Parité :

F f(−x) = e−x+ex

2 = ex+e−x

2 = f(x), f est paire.

F g(−x) = e−x−ex
2 = − ex−e−x

2 = −g(x), g est impaire.
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F h(−x) = e−x−ex
e−x+ex

= − ex−e−x

ex+e−x = −h(x), h est impaire.
Graphiquement, on retrouve cette caractéristique :
Courbe symétriques par rapport à l'axe des ordonnées pour f et par rapport à l'origine pour g et h.

b) Variations de f et g :

f ′(x) =
(ex+e−x)

′

2 = ex−e−x

2 = g(x)

g′(x) =
(ex−e−x)

′

2 = ex+e−x

2 = f(x).

f(x) e
x+e−x

2 > 0 puisqu'il s'agit de la somme de deux exponentielles qui sont toujours positives comme
nous le savons. Or f(x) = g′(x), la fonction g est donc toujours croissante.
g(0) = e0−e0

2 = 1−1
2 = 0 et comme g est croissante, g(x) > 0 ⇐⇒ x > 0 et g(x) < 0 ⇐⇒ x < 0.

Or g(x) = f ′(x), la fonction f est donc croissante sur R+ et décroissante sur R−. Elle passe par un
minimum qui est obtenu pour x = 0 et qui vaut f(0) = e0+e0

2 = 1+1
2 = 1.

c) Variations de h :

h(x) = ex−e−x

ex+e−x =
ex− 1

ex

ex+ 1
ex

=
(ex)2−1

ex

(ex)2+1
ex

= (ex)2−1
(ex)2+1

= e2x−1
e2x+1

= e2x+1−2
e2x+1

= e2x+1
e2x+1

− 2
e2x+1

= 1− 2
e2x+1

.

On a e2x > 0⇐⇒ e2x + 1 > 1 et comme la fonction inverse est décroissante :
1

e2x+1
< 1⇐⇒ − 2

e2x+1
> −2⇐⇒ 1− 2

e2x+1
> −1⇐⇒ h(x) > −1.

L'expression h(x) = 1− 2
e2x+1

permet aussi d'obtenir facilement la dérivée :

h′(x) = −−2(e
2x+1)′

(e2x+1)2
= 4e2x

(e2x+1)2
.

Cette expression est évidemment positive, la fonction h est donc croissante (et minorée par −1).

Remarque : les questions ne portent pas sur les limites mais il serait intéressant de prouver ce
qu'on voit sur le graphique : que f et g ont pour limite +∞ en +∞ et aussi que f − g tend vers 0
(f et g tendent asymptotiquement vers la courbe de x 7→ ex

2 ) ; par ailleurs h a pour limite 1 en +∞
(l'indétermination se lève avec la forme h(x) = 1 − 2

e2x+1
). Ce qui se passe au voisinage de −∞ se

déduit de ce qui précède du fait de la parité/imparité de ces fonctions.

Partie 2 : Étude des propriétés algébriques

a) cosh2(x)− sinh2(x) =

(
ex + e−x

2

)2

−
(
ex − e−x

2

)2

=
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

2

=
e2x + e−2x + 2exe−x − e2x − e−2x + 2exe−x

4

=
(2 + 2)exe−x

4
=

(2 + 2)exe−x

4
=

(2 + 2)e0

4
=

4

4
= 1
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b) cosh(x+ y) =
ex+y + e−(x+y)

2

=
exey + e−xe−y

2
=

2(exey + e−xe−y)

4

=
exey + e−xe−y + exey + e−xe−y

4

=
exey + e−xe−y + (e−xey + exe−y − e−xey − exe−y) + exey + e−xe−y

4

=
(ex + e−x)(ey + e−y) + (ex − e−x)(ey − e−y)

4

=
(ex + e−x)(ey + e−y)

4
+

(ex − e−x)(ey − e−y)
4

=
ex + e−x

2

ey + e−y

2
+
ex − e−x

2

ey − e−y

2
= cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

c) sinh(x+ y) =
ex+y − e−(x+y)

2

=
exey − e−xe−y

2
=

2(exey − e−xe−y)
4

=
exey − e−xe−y + exey − e−xe−y

4

=
exey − e−xe−y + (e−xey − exe−y − e−xey + exe−y) + exey − e−xe−y

4

=
(ex + e−x)(ey − e−y) + (ex − e−x)(ey + e−y)

4

=
(ex + e−x)(ey − e−y)

4
+

(ex − e−x)(ey + e−y)

4

=
ex + e−x

2

ey − e−y

2
+
ex − e−x

2

ey + e−y

2
= cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y)

d) cosh(2x) = cosh(x+ x) = cosh(x) cosh(x) + sinh(x) sinh(x) = cosh2(x) + sinh2(x)

= cosh2(x) + (sinh2(x)− sinh2(x)) + sinh2(x) = 1 + 2 sinh2(x)

= cosh2(x) + (cosh2(x)− cosh2(x)) + sinh2(x) = 2 cosh2(x)− 1

e) sinh(2x) = sinh(x+ x) = cosh(x) sinh(x) + sinh(x) cosh(x) = 2 sinh(x) cosh(x)

f) Les formules de linéarisation sont les égalités cos2(x) = 1+cos(2x)
2 et sin2(x) = 1−cos(2x)

2 (il y a aussi
des formules de linéarisation pour exprimer, par exemple, cos3(x) en fonction de cos(x) et cos(3x) mais
nous en resterons au second degré, voir ces questions de trigonométrie dans le chapitre géométrie). Il
s'agit donc ici d'exprimer cosh2(x) en fonction de cosh(2x), de même pour sinh2(x).
Comme cosh(2x) = 2 cosh2(x)− 1 on a cosh2(x) = cosh(2x)+1

2 .

Comme cosh2(x)− sinh2(x) = 1 on sinh2(x) = cosh2(x)− 1 = cosh(2x)+1
2 − 1 = cosh(2x)−1

2 .
C'est tout pour cette question.
Noter qu'on peut aussi linéariser tanh2(x) ; cela vaut cosh(2x)−1

cosh(2x)+1 . Voir dans votre livre (Déclic) les
exercices 114 et 115 de la page 198 qui traitent de ces fonctions ; l'exercice 127 p.201 utilise sans le
nommer un cosinus hyperbolique.

Correction de l'exercice 4.23 (Approximations)

Cet exercice est un condensé du TP de votre livre page 203.
1) Étudions la fonction f : x 7−→ ex − x− 1.
f ′(x) = ex − 1 et f ′(x) > 0⇐⇒ ex > 1⇐⇒ ex > e0 ⇐⇒ x > 0.
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La fonction f est donc croissante sur R+ et décroissante sur R−.
Par conséquent elle admet un minimum en 0 qui vaut f(0) = e0 − 0− 1 = 0.
On en déduit l'inégalité ∀x ∈ R, ex > 1 + x avec égalité pour x = 0.
Cette inégalité s'applique pour le nombre X = −x : ∀X ∈ R, eX > 1 +X ⇐⇒ ∀x ∈ R, e−x > 1− x.
Cette dernière inégalité s'écrit aussi 1

ex > 1− x.
Et comme 0 < x < 1⇐⇒ −1 < −x < 0⇐⇒ 0 < 1− x < 1, pour x ∈]0; 1[ on a 1− x ∈]0; 1[.
On peut donc inverser l'inégalité, ce qui conduit à ex > 1

1−x .
En assemblant les deux inégalités, on obtient l'encadrement ∀x ∈]0, 1[, 1 + x 6 ex 6 1

1−x .
Sur ce graphique, dans la bande rose, l'exponentielle est bien comprise entre la droite et l'hyperbole.

2) En posant x = 1
n , l'encadrement précédent s'écrit :

1 + 1
n 6 e

1
n 6 1

1− 1
n

= n
n−1 = n−1+1

n−1 = 1 + 1
n−1 .

Les fonctions puissances étant croissantes sur R+, on peut élever cette inégalité à la puissance n sans
en modi�er l'ordre :(
1 + 1

n

)n
6
(
e

1
n

)n
6
(

1 + 1
n−1

)n
.

Or,
(
e

1
n

)n
= e

n
n = e1 = e. L'encadrement devient :

(
1 + 1

n

)n
6 e 6

(
1 + 1

n−1

)n
.

Celui-ci est valable pour les entiers 0 < 1
n < 1 soit pour n > 1.

3) Avec un =
(
1 + 1

n

)n
et vn =

(
1 + 1

n−1

)n
, on a :

F u1 =
(
1 + 1

1

)1
= 2 et v1 n'est pas dé�nie (division par 0)

F u2 =
(
1 + 1

2

)2
=
(
3
2

)2
= 9

4 = 2, 25 et v2 =
(

1 + 1
2−1

)2
= 22 = 4

F u3 =
(
1 + 1

3

)3
=
(
4
3

)3
= 64

27 ≈ 2, 37 et v3 =
(

1 + 1
3−1

)3
=
(
3
2

)3
= 27

8 = 3, 375

F u4 =
(
1 + 1

4

)4
=
(
5
4

)4
= 625

256 ≈ 2, 44 et v4 =
(

1 + 1
4−1

)4
=
(
4
3

)4
= 256

81 ≈ 3, 16

On constate que la suite (un) est croissante tandis que la suite (vn) est décroissante. Le nombre e qui
est leur limite commune (puisqu'il est toujours compris entre un et vn) est successivement encadré par :
9
4 = 2, 25 et 4 ; 64

27 ≈ 2, 37 et 27
8 = 3, 375 ; 625

256 ≈ 2, 44 et 256
81 ≈ 3, 16.

Ce dernier encadrement a une amplitude de 0, 72 environ.
En prenant le centre de l'intervalle soit u4+v4

2 = 1
2

(
625
256 + 256

81

)
= 116161

41472 ≈ 2, 801 on a une valeur ap-
prochée qui s'écarte de la vraie valeur, au pire, de 1

2

(
256
81 −

625
256

)
= 14911

41472 ≈ 0, 359 < 0, 5.
À ce stade, on peut dire que e ≈ 2, 8.

4) Programmons ces suites (un) et (vn) pour obtenir une valeur approchée de e à 10−p près. Dans
mon programme je vais insérer un compteur des itérations e�ectuées pour la précision demandée. On
peut aussi étendre un peu le domaine en prenant p entre 1 et 5 (pas seulement entre 3 et 5) :
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Noter que dans votre livre (p.203), cette approche est traitée plus complètement puisqu'on y trace des
courbes avec le module pylab et on envisage également le calcul approché de ea avec un algorithme
basé sur un encadrement par deux suites.

Correction de l'exercice 4.24 (Limites)

1a) Comme f(x) = ex − x2

2 , on a f ′(x) = ex − x.
f ′(x) > 0 ⇐⇒ ex > x. On a déjà montré que ∀x ∈ R, ex > x + 1 et comme ∀x ∈ R, x + 1 > x, on en
déduit que ∀x ∈ R, ex > x+ 1 > x et, �nalement, que f est strictement croissante sur R.

1b) Comme f est strictement croissante sur R, on a :
x > 0⇐⇒ f(x) > f(0)⇐⇒ ex − x2

2 > e0 − 02

2 ⇐⇒ ex − x2

2 > 1⇐⇒ ex > x2

2 + 1 > x2

2 .
En divisant par x > 0 on obtient ∀x > 0, e

x

x > x
2 .

Comme on sait que lim
x→+∞

x
2 = +∞, d'après le théorème de comparaison, on en déduit lim

x→+∞
ex

x = +∞.

1c) La lim
x→−∞

xex est une forme indéterminée du type ∞× 0.

En considérant l'inverse de ex

x , soit
1
ex

x

= x
ex = xe−x = −(−xe−x) et en posant X = −x, on peut

reécrire cette inverse −(XeX). Or, puisque lim
x→+∞

ex

x = +∞, son inverse tend vers 0.

Mais quand x tend vers +∞, X = −x tend vers −∞ et donc lim
X→−∞

−XeX = lim
x→+∞

1
ex

x

(
= 1

+∞

)
= 0.

D'où lim
X→−∞

XeX = −0 = 0, soit en renommant notre variable muette x, lim
x→−∞

xex = 0.

2a) Comme g(x) = x
1+e−x , on a g′(x) = 1+e−x−x(−e−x)

(1+e−x)2
= 1+(1+x)e−x

(1+e−x)2
.

Le dénominateur étant positif (c'est un carré), g′ est du signe du numérateur 1 + (1 + x)e−x. Notons
h(x) cette expression.

2b) h′(x) = (1 + x)′e−x + (1 + x)(e−x)′ = e−x + (1 + x)(−e−x) = e−x(1− 1− x) = −xe−x.
h′(x) > 0⇐⇒ −x > 0⇐⇒ x < 0.
La fonction h est croissante jusqu'à x = 0 et puis décroissante ; elle passe donc par un maximum égal
à h(0) = 1 + (1 + 0)e−0 = 2.
Pour x > 0 la fonction h reste strictement positive car somme et produit de nombres positifs.
Par contre, pour x < 0, il existe des valeurs négatives puisque, par exemple :
h(−1, 3) = 1 + (1− 1, 3)e1,3 = 1− 0, 3e1,3 ≈ −0.100789 d'après ma calculatrice.
Par contre h(−1, 2) = 1 + (1− 1, 2)e1,2 = 1− 0, 2e1,2 ≈ 0.3359766 est positif.
De h(−1, 3) < 0 et h(−1, 2) > 0, on peut déduire que h s'annule entre −1, 3 et −1, 2 (cela vient du fait
que h est continue). Comme h est strictement croissante sur R− on est, de plus, certain de l'unicité de
la valeur du réel α ∈]− 1, 3;−1, 2[ où la fonction h s'annule.
Pour conclure, x > α =⇒ h(x) > 0 =⇒ g′(x) > 0 =⇒ g croissante.
La fonction g est décroissante puis croissante, elle passe donc par un minimum g(α) .

2c) g(x)− x = x
1+e−x − x = x−x(1+e−x)

1+e−x = −xe−x

1+e−x .

lim
x→+∞

−xe−x

1+e−x = lim
x→−∞

xex

1+ex = 0 d'après ce qu'on a vu dans la partie a).

On en déduit que, lorsque x tend vers +∞, la courbe de g se rapproche asymptotiquement de la droite
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d'équation y = x.
La courbe ci-dessous montre la fonctions g (en rouge), son asymptote oblique et son minimum en α :

Correction de l'exercice 4.25 (Devinette)

a) Déterminons les nombres α, β et γ en fonction de a, b et c :

F f(0) = be0 = b, or le point A(0; f(0) = α) appartient à la courbe de f , donc α = b.
F f ′(x) = (acx+ a+ bc)ecx d'où, comme f ′(β) = 0 (tangente horizontale en B), on tire :

(acβ + a+ bc)ecβ = 0⇐⇒ acβ + a+ bc = 0 (car ecβ > 0).
Par conséquent β = −a+bc

ac = −1
c −

b
a .

F L'équation de la tangente en A est y = f(0) + f ′(0)(x− 0) = α+ f ′(0)x.
Comme C(γ; 0) est sur cette tangente, on tire 0 = α+ f ′(0)γ ⇐⇒ f ′(0) = −α

γ .
Or f ′(0) = (a+ bc)e0 = a+ bc.
Par conséquent a+ bc = −α

γ ⇐⇒ γ = − α
a+bc = − b

a+bc .

b) Dans le cas particulier de ce graphique, on a α = 1, β ≈ 2, 5 et γ = −1.

F b = 1 (car b = α)
F β = −1

c −
b
a = 2, 5⇐⇒ −1

c = 1
a + 2, 5 (car b = 1).

F −1 = − 1
a+c ⇐⇒ a+ c = 1⇐⇒ c = 1− a (car γ = − b

a+bc et b = 1).

Des deux dernières égalités, on tire 1
a−1 = 1

a + 2, 5 d'où a est solution de l'équation du second degré

a2 − a− 2
5 = 0 qui a pour solutions a1 =

1+
√

13
5

2 ≈ 1, 3 et a2 =
1−
√

13
5

2 ≈ −0, 3.
Ces valeurs de a conduisent aux valeurs c1 = 1− a1 = a2 et c2 = 1− a2 = a1.
Finalement, on obtient deux solutions :

1. f1(x) = (a1x+ b)ec1x ≈ (1, 3x+ 1)e−0,3x

2. f2(x) = (a2x+ b)ec2x ≈ (−0, 3x+ 1)e1,3x

La �gure ci-dessous montre les courbes de ces deux fonctions. Celles-ci ne sont pas superposables mais
correspondent toutes les deux aux contraintes de l'énoncé. Il va sans dire que ce n'est pas f2 mais bien
f1 qui était donnée dans le sujet. Ce qui distingue les deux fonctions est la valeur du maximum qui
vaut 2 dans l'énoncé.
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c) Notre estimation (a ≈ 1, 3 et c ≈ −0, 3) a été e�ectuée en prenant β ≈ 2, 5. Mais ce n'est pas la vraie
valeur de β. On peut s'approcher plus précisément de la bonne valeur en balayant �nement l'intervalle
[2, 5− h; 2, 5 + h], de manière à nous approcher au mieux de la vraie valeur de f(β) = 2.
Ci-dessous, l'approche d'une meilleure valeur grâce au tableur est e�ectuée progressivement : j'ai en-
tré les calculs du discriminant ∆ de l'équation, des coe�cients a et c qui en sont les solutions et de
l'image de β pour di�érentes valeurs de β dans un voisinage de 2, 5. La valeur la plus proche de 2 étant
obtenue pour β = 2, 54 à 0, 01 près, je recommence en balayant le voisinage de cette valeur avec un
pas h = 0, 001. Je trouve alors β = 2, 543 puis, en procédant de même, β = 2, 5430 à 0, 0001 près,
β = 2, 54303 à 0, 00001 près et β = 2, 543031 à 0, 000001 près.
La valeur plus précise obtenue pour c est alors c = −0, 302017± 10−6.

4.1.6 Le coin du chercheur
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Correction de l'exercice 4.26

Calcul de l'aire sous la courbe de la fonction carrée
Pour h > 0, la di�érence S (x0 + h) − S (x0) correspond
à l'aire du domaine contenu sous la courbe de la fonction
f : x 7→ x2 entre la valeur x = x0 et x = x0 + h (dans le
schéma ci-contre, ce domaine est en rose).
On peut encadrer cet accroissement de l'aire avec les aires
de deux rectangles de base h :

F le plus petit a pour hauteur f(x0) = x20 ; son aire est
hx20

F le plus grand a pour hauteur f(x0 + h) = (x0 + h)2 ;
son aire est h(x0 + h)20

On peut donc écrire hx20 6 S (x0 +h)−S (x0) 6 h(x0 +h)2

et en divisant cet encadrement par h > 0, on obtient :

x20 6
S (x0 + h)−S (x0)

h
6 (x0 + h)2

x0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

x

y

+
1
+

2
++

++1+

2+

3+

4+

y = x2

Lorsque h < 0 avec x0 + h > 0, comme x0 + h < x0, la fonc-
tion S étant naturellement croissante, de même que la fonc-
tion f , on a S (x0 + h) < S (x0). L'accroissement de l'aire
entre x0+h et x0 est S (x0)−S (x0+h). Cette di�érence est
comprise entre (−h)× (x0 + h)2 et (−h)× x20 (on multiplie
par (−h) > 0 car c'est la largeur des rectangles). On a donc
(−h) × (x0 + h)2 6 S (x0) −S (x0 + h) 6 (−h) × x20, et il
su�t de diviser cet encadrement par (−h) > 0 pour obtenir,
après simpli�cation du quotient par −1, l'encadrement :

(x0 + h)2 6
S (x0 + h)−S (x0)

h
6 x20 x0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

x

y

+
1
+

2
++

++1+

2+

3+

4+

y = x2

Faisons maintenant tendre h vers 0 : lim
h→0

(x0 + h)2 = x20. Le

quotient est donc encadré par deux nombres qui ont même
limite. D'après le théorème des gendarmes, on en déduit que
lim
h→0

S (x0+h)−S (x0)
h = S ′(x0) = x20.

La fonction S a donc pour nombre dérivé en x0, le nombre
f(x0) = x20. Comme cela est vrai pour tout x0 > 0, on en
déduit que la dérivée de S est f .
Les fonctions qui ont pour dérivée f(x) = x2 sont les fonc-
tions F dé�nies par F (x) = x3

3 + k où k est un réel quel-
conque. Comme on doit avoir S (0) = 0 (l'aire est nulle
si on la mesure sous la courbe entre 0 et 0), pour avoir
S (0) = F (0) = 03

3 + k = 0, il faut nécessairement prendre

k = 0. Finalement, on obtient S (x) = x3

3 pour tout x > 0.

x

y

+
1
+

2
++

++1+

2+

3+

4+

y = x2

y = x2

Par exemple, pour x = 1, on obtient S (1) = 1
3 . sur notre illustration, l'aire en bleu est égale à l'aire

en jaune (au-dessus de la courbe de la fonction racine carrée) et aussi à l'aire en vert (entre les deux
courbes).

Calcul du volume d'une sphère
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Déterminons le rayon r(z0) du petit cercle de centre
Ω(0, 0, z0) (le rayon dépend de z0 et de la constante R). Pour
cela, considérons le triangle rectangle en Ω qui est dessiné en
perspective sur la 1re �gure et en vraies grandeurs sur la 2e :
son hypoténuse mesure R, les deux cathètes mesurant z0 et
r(z0). Ainsi on a r(z0) =

√
R2 − z20 .

L'accroissement de V quand la hauteur passe de z0 à z0 +h,
où h est un réel positif tel que z0 + h 6 R, va être encadré
par deux volumes d'épaisseur h :

F le plus petit a pour rayon r(z0 + h) =√
R2 − (z0 + h)2 ; son volume est hπ(R2− (z0 + h)2)

F le plus grand a pour rayon r(z0) =
√
R2 − z20 ; son

volume est hπ(R2 − z20)
Notez que z0 < z0 + h mais que r(z0) > r(z0 + h), car la
fonction r est décroissante. On peut donc écrire

hπ(R2 − (z0 + h)2) 6 V (z0 + h)− V (z0) 6 hπ(R2 − z20)

et, en divisant cet encadrement par h > 0, on obtient

π(R2 − (z0 + h)2) 6
V (z0 + h)− V (z0)

h
6 π(R2 − z20)

Comme précédemment, on peut montrer que cet encadre-
ment subsiste pour tout h < 0, en inversant les bornes :

π(R2 − z20) 6
V (z0 + h)− V (z0)

h
6 π(R2 − (z0 + h)2)

Dans les deux cas, en faisant tendre h vers 0, on réalise, avec
le théorème des gendarmes, que

lim
h→0

V (z0 + h)− V (z0)

h
= V ′(z0) = π(R2 − z20)

La fonction V a donc pour nombre dérivé en z0, le nombre
π(R2 − z20). Comme cela est vrai pour tout z0 < R, on en
déduit que la dérivée de V est g : x 7→ π(R2 − x2).
Les fonctions qui ont pour dérivée le polynôme du second
degré π(R2 − x2) = −πx2 + πR2 sont les fonctions G

dé�nies par G(x) = −πx3

3 + πR2x + k où k est un réel
quelconque. La valeur initiale étant V (0) = 0, on en déduit
que k = 0 et donc que V (z) = −πz3

3 +πR2z pour tout z 6 R.

Le volume de la demi-sphère de rayon R est obtenu en
remplaçant z par R dans la formule précédente. On trouve
V (R) = −πR3

3 + πR3 = 2πR3

3 . En doublant cette valeur,
on retrouve la formule du volume de la sphère de rayon R :
Vsphère = 4πR3

3 .

x

y

z

Ω(z0)r

R

Ω(z0)
r

R

z

z0

z0 + h

z

z

x

y

Une question : on veut couper la demi-sphère parallèlement au plan xOy et obtenir deux solides de
même volume. Quelle est la valeur de z qui convient ? Il faut résoudre l'équation V (z) = −πz3

3 +πR2z =
πR3

3 , soit −z3+3R2z = R3. Une équation du 3e degré ! En posant x = z
R elle se réduit à x3−3x+1 = 0.

Je vous laisse véri�er qu'on trouve alors x = 2 cos(4π9 ) ≈ 0, 3472963553, soit z ≈ 0, 3472963553R.


