
3.1. CORRECTIONS 1

3.1 Corrections

3.1.1 Comportement des suites

Correction de l'exercice 3.1 (Définition explicite)

1. Explicitons les premiers termes de (dn) en e�ectuant la division à la calculatrice 2022
23 ≈ 87, 913043478261.

L'a�chage ne permet pas de distinguer une répétition dans la suite des chi�res de ce quotient. On sait
que les chi�res doivent se répéter (la suite des restes ne pouvant prendre que 22 valeurs di�érentes est
nécessairement périodique). E�ectuons la division à la main :

2 0 2 2 23

2 1 0 87, 9130434782608695652173

3 0

7 0

1 0

1 0 0

8 0

1 1 0

1 8 0

1 9 0

6 0

1 4 0

2 0

2 0 0

1 6 0

2 2 0

1 3 0

1 5 0

1 2 0

5 0

4 0

1 7 0

9 0

2 1

Ainsi, comme 21 est un reste qui a déjà été obtenu, la suite des chi�res du quotient va se répéter avec
un 9, puis un 1, puis un 3, etc.
On a 2022

23 = 87, 91304347826086956521739130434782608695652173 · · ·
La suite de 22 chi�res 9130434782608695652173 se répète jusqu'à l'in�ni.
La suite (dn) est périodique de période 22, c'est-à-dire que pour tout n > 1 on a dn+22 = dn.
La dé�nition explicite de dn dépend donc du reste rn de la division par 22 de n.

rn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 0
dn 9 1 3 0 4 3 4 7 8 2 6 0 8 6 9 5 6 5 2 1 7 3

Comme 2023 = 91× 22 + 21, on a d2023 = d21 = 7.

2. Si dn est le ne chi�re de la partie décimale de 2022
2023 ≈ 0.999550568462679, on risque de peiner

pour trouver à la main le développement décimal exact de 2022
2023 .

Pour cette raison, on va écrire un programme adapté.
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Ce programme nous permet de véri�er nos calculs précédents (voir la sortie d'exécution en bleu).
Il nous donne ensuite la séquence des chi�res se répétant dans le quotient 2022

2023 .
La voici par ligne de 100 chi�res groupés par 5 (pour identi�er le 391e, en bleu) :
99950 56846 26791 89322 78793 87048 93722 19476 02570 43994 06821 55215 02718 73455 26445 87246 66337 12308 45279 28818

58625 80326 24814 63173 50469 59960 45477 01433 51458 23035 09639 14977 75580 82056 35195 25457 24172 02174 98764 21156

69797 33069 69846 76223 43054 86900 64260 99851 70538 80375 67968 36381 61146 81166 58428 07711 31982 20464 65645 08156

20365 79337 61739 99011 36925 35837 86455 75877 40978 74443 89520 51408 79881 36431 04300 54374 69105 28917 44933 26742

46169 05585 76371 72516 06524 96292 63470 09391 99209 09540 28670 29164 60701 92782 99555 11616 41127 03905 09144 83440

43499 75284 23133 95946 61393 96935 24468 61097 38012 85219 97034 10776 07513 59367 27632 22936 23331 68561 54226 39644

09293 12901 63124 07315 86752 34799 80227 38507 16757 29115 17548 19574 88877 90410 28175 97627 28620 86010 87493 82105

78348 98665 34849 23381 11715 27434 50321 30499 25852 69401 87839 84181 90805 73405 83292 14038 55659 91102 32328 22540

78101 82896 68808 6

Cette suite de chi�res en contient 816, ainsi la suite (dn) associée à ce quotient est périodique de
période 816 à partir du rang 1.
La dé�nition explicite de dn dépend donc du reste rn de la division par 816 de n.
On a dn+816 = dn pour n > 1 et, comme 2023 = 2× 816 + 391, on a d2023 = d391 = 4.

Ci-dessous, la réponse aux même questions pour l'année 2021-2022 :
1. Explicitons les premiers termes de (dn) en e�ectuant la division à la calculatrice 2021

22 ≈ 91, 863636363636.
L'a�chage permet de distinguer une répétition puisqu'on lit que la suite de chi�res 36 se répète cinq
fois. On sait que les chi�res doivent se répéter (la suite des restes ne pouvant prendre que 21 valeurs
di�érentes est nécessairement périodique). E�ectuons la division à la main :

2 0 2 1 22

1 9 0 96, 863

1 4 0

8 0

1 4

Ainsi, comme 14 est un reste qui a déjà été obtenu, la suite des chi�res du quotient va se répéter avec
un 6, puis 3, etc.
On a 2021

22 = 91, 8636363 · · · la suite de 2 chi�res 63 se répétant jusqu'à l'in�ni.
La suite (dn) est périodique de période 2, c'est-à-dire que pour tout n > 2 on a dn+2 = dn.
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La dé�nition explicite de dn dépend donc du reste rn de la division par 2 de n.

rn 0 1
dn 6 3

Comme 2021 = 1010× 2 + 1, on a d2021 = d3 = 3.

2. Si dn est le ne chi�re de la partie décimale de 2021
2022 ≈ 0.99950544015826, on risque de peiner pour

trouver à la main le développement décimal exact de 2021
2022 .

Pour cette raison, on va écrire un programme adapté.

Ce programme nous permet de véri�er nos calculs précédents (voir la sortie d'exécution en bleu).
Il nous donne ensuite la séquence des chi�res se répétant dans le quotient 2021

2022 :

995054401582591493570722057368941641938674579624134520276953511374 . . .

Cette suite de chi�res en contient 336, ainsi la suite (dn) associée à ce quotient est périodique de
période 336 à partir du rang 2 (car d1 = 9 ne fait pas partie de la séquence périodique trouvée.
La dé�nition explicite de dn dépend donc du reste rn de la division par 336 de n.
On a dn+336 = dn pour n > 2.
Comme 2021 = 6× 336 + 5, on a d2021 = d5 = 0.

Ci-dessous, la réponse aux même questions pour l'année 2020-2021 :
1. Explicitons les premiers termes de (dn) en e�ectuant la division à la calculatrice 2020

21 ≈ 96, 190476190476.
L'a�chage permet de distinguer une répétition puisqu'on lit que la suite de chi�res 190476 se répète
deux fois. On sait que les chi�res doivent se répéter (la suite des restes ne pouvant prendre que 20
valeurs di�érentes est nécessairement périodique). E�ectuons la division à la main :
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2 0 2 0 21

2 0 1 6 96, 190476

4 0

1 9 0

1 0 0

1 6 0

1 3 0

4

Ainsi, comme 4 est un reste qui a déjà été obtenu, la suite des chi�res du quotient va se répéter avec
un 1, puis 9, etc.
On a 2020

21 = 96, 190476190476190476 · · · la suite de 6 chi�res 190476 se répétant jusqu'à l'in�ni.
La suite (dn) est périodique de période 6, c'est-à-dire que pour tout n > 0 on a dn+6 = dn.
La dé�nition explicite de dn dépend donc du reste rn de la division par 6 de n.

rn 0 1 2 3 4 5
dn 6 1 9 0 4 7

Comme 2020 = 336× 6 + 4, on a d2020 = d4 = 4.

2. Si dn est le ne chi�re de la partie décimale de 2020
2021 ≈ 0.99951954478, on risque de peiner pour

trouver à la main le développement décimal exact de 2020
2021 .

Pour cette raison, on va écrire un programme adapté.

Ce programme nous permet de véri�er nos calculs précédents (voir la sortie d'exécution en bleu).
Il nous donne ensuite la séquence des chi�res se répétant dans le quotient 2020

2021 :

99950519544779811974270163285502226620484908461157842652152399802078179119247 . . .

Cette suite de chi�res en contient 966, ainsi la suite (dn) associée à ce quotient est périodique de
période 966. La dé�nition explicite de dn dépend donc du reste rn de la division par 966 de n.
On a dn+966 = dn, par exemple d967 = d1 = 9, d968 = d2 = 9, d969 = d3 = 9 et d970 = d4 = 5.
Comme 2020 = 2× 966 + 88, on a d2020 = d88.
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Correction de l'exercice 3.2 (Comparaison)

On se propose de comparer les suites de termes généraux 1, 5n et 100n2.
Pour cela on pose un = 1, 5n − 100n2.
La calculatrice nous donne u28 = 1, 528 − 100 × 282 ≈ 6822 > 0 alors que u27 = 1, 527 − 100 × 272 ≈
−16084 < 0.
Étudions la croissance de (un) :
Pour cela calculons :

un+1 − un = 1, 5n+1 − 100(n+ 1)2 − (1, 5n − 100n2)

= 1, 5n+1 − 1, 5n −
(
100(n+ 1)2 − 100n2

)
= 1, 5n(1, 5− 1)− 100

(
n2 + 2n+ 1− n2

)
=

1, 5n

2
− 100 (2n+ 1)

= 100(2n+ 1)

(
1, 5n

200(2n+ 1)
− 1

)
La quantité vn = 1,5n

200(2n+1) est croissante car les termes de la suite (vn) sont tous positifs et
vn+1

vn
=

1,5n+1×200(2n+1)
200(2(n+1)+1)×1,5n = 1, 5× 2n+1

2n+3 > 1 à partir de n = 2.

En e�et 1, 5× 2n+1
2n+3 > 1⇐⇒ 3(2n+ 1) > 2(2n+ 3)⇐⇒ 6n+ 3 > 4n+ 6⇐⇒ 2n > 3.

La suite (u) est croissante dès que vn = 1,5n

200(2n+1) > 1.
Comme on ne sait pas résoudre ce genre d'inéquation, on détermine la 1re valeur qui convient en
tâtonnant sur la calculatrice :
v22 =

1,522
200(2×22+1) > 1 ≈ 0, 83 < 1 alors que v23 =

1,523
200(2×23+1) > 1 ≈ 1.19 > 1.

La suite (u) est donc croissante dès que n > 23.
Conclusion : comme on sait que u28 > 0 et que pour n > 28 la suite (u) est croissante, on en déduit
que, pour n > 28, on a 1, 5n > 100n2. La véri�cation graphique ne pose pas de problème si on gradue
correctement les axes.
Ici, pour observer le dépassement de la courbe d'équation y = 100x2 (en bleu) par la courbe d'équation
y = 1, 5x (en rouge), on peut prendre x ∈ [0; 30] et y ∈ [0; 80000].
NB : les fonctions de type x 7−→ 1, 5x sont appelées fonctions exponentielles (ici de base 1, 5) et seront
étudiées plus tard dans l'année (chapitre Fonctions).
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Correction de l'exercice 3.3 (Monotonie)

õ Si un = 2n+ 1
5n , alors

un+1 − un = 2(n+ 1) +
1

5n+1
−
(
2n+

1

5n

)
= 2 +

(
1

5n+1
− 1

5n

)
= 2 +

1− 5

5n+1
= 2− 4

5n+1

Or 4
5n+1 < 2⇐⇒ 5n+1 > 2 et cela est véri�é pour tout n > 0.

Par conséquent, un+1 − un > 0, ∀n ∈ N. La suite (un) est strictement croissante sur N.

õ Si un = 0, 99n + n
100 , alors

un+1 − un = 0, 99n+1 +
n+ 1

100
−
(
0, 99n +

n

100

)
=

1

100
+
(
0, 99n+1 − 0, 99n

)
=

1

100
+ 0, 99n(0, 99− 1) =

1

100
(1− 0, 99n)

Or 1− 0, 99n > 0⇐⇒ 0, 99n < 1 et cela est véri�é pour tout n > 1.
Par conséquent, un+1 − un > 0, ∀n ∈ N∗. La suite (un) est strictement croissante à partir du rang 1.
Véri�cation : u0 = 0, 990 + 0

100 = 1, u1 = 0, 991 + 1
100 = 1 = u0 et u2 = 0, 992 + 2

100 = 1, 0001 > u1.

õ Si un = (1− a)n + (1 + a)n avec a ∈]0; 1[, alors

un+1 − un = (1− a)n+1 + (1 + a)n+1 − ((1− a)n + (1 + a)n)

= (1− a)n+1 − (1− a)n + (1 + a)n+1 − (1 + a)n

= (1− a)n ((1− a)− 1) + (1 + a)n ((1 + a)− 1)

= (−a)× (1− a)n + a(1 + a)n = a ((1 + a)n − (1− a)n)

On sait que a ∈]0; 1[ donc 1 + a ∈]1; 2[ et 1− a ∈]0; 1[.
La fonction x 7−→ xn est une fonction strictement croissante pour tout x > 0.
En e�et, ∀x2 > x1 > 0, le taux d'accroissement est :
xn2−xn1
x2−x1 =

(x2−x1)(xn−1
2 +···+xn−1

1 )
x2−x1 = xn−12 + · · ·+ xn−11 .

La somme xn−12 + · · ·+xn−11 étant strictement positive, le taux d'accroissement l'est aussi et la fonction
est strictement croissante. Par conséquent
(1 + a)n > 1n ⇐⇒ (1 + a)n > 1 et (1− a)n < 1n ⇐⇒ (1− a)n < 1⇐⇒ −(1− a)n > −1.
On en déduit (1 + a)n − (1− a)n > 1 + (−1) = 0 et, comme a > 0, un+1 − un > 0.
La suite (un) est donc strictement croissante pour tout n ∈ N.

õ Si un = 3n

n+1 , alors

un+1

un
=

3n+1

(n+1)+1

3n

n+1

=
3n+1

n+2
3n

n+1

=

(
3n+1

)
(n+ 1)

(3n) (n+ 2)
=

3(n+ 1)

n+ 2

On a 3(n+1)
n+2 > 1⇐⇒ 3(n+ 1) > n+ 2⇐⇒ 2n > −1⇐⇒ n > −1

2 et comme,

de plus, ∀n ∈ N, un = 3n

n+1 > 0, on en déduit que un+1 > un,
la suite (un) est donc strictement croissante pour tout n ∈ N.

õ Si un = 2n
√
n

3n , alors

un+1

un
=

2n+1
√
n+1

3n+1

2n
√
n

3n

=
2n+13n

√
n+ 1

2n3n+1
√
n

=
2

3

√
n+ 1

n

Montrons maintenant qu'à partir d'un certain rang un+1

un
< 1.

Élevons au carré (cette opération ne modi�e par l'ordre car x 7→ x2 est croissante sur R+) :
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2
3

√
n+1
n < 1 =⇒ 4

9
n+1
n < 1

On en déduit que l'on doit avoir 4(n+ 1) < 9n⇐⇒ 4 < 5n⇐⇒ n > 4
5 .

Comme, de plus, un > 0 pour tout n ∈ N∗, on en déduit qu'à partir de n = 1, on a un+1 < un.
La suite (un) est donc strictement décroissante pour tout n ∈ N∗.
Véri�cation : u0 =

20
√
0

30
= 0, u1 =

21
√
1

31
= 2

3 ≈ 0, 67 et u2 =
22
√
2

32
= 4

√
2

9 ≈ 0, 63 < u1.

Correction de l'exercice 3.4 (Somme du carré des chiffres d'un entier)

Partie 1 : Nombres à 2 chi�res

La suite (un) associée à l'entier a = 13 est u0 = 13, u1 = f(13) = 12+32 = 10, u2 = f(10) = 12+02 = 1,
u3 = f(1) = 12 = 1, etc. Tous les termes de la suite (un) sont égaux à 1 à partir du rang 2.
La suite (un) associée à l'entier a = 4 est u0 = 4, u1 = f(4) = 42 = 16, u2 = f(16) = 12 + 62 = 37,
u3 = f(37) = 32 + 72 = 58, u4 = f(58) = 52 + 82 = 89, u5 = f(89) = 82 + 92 = 145, u6 = f(145) =
12 + 42 + 52 = 42, u7 = f(42) = 42 + 22 = 20, u8 = f(20) = 22 + 02 = 4, etc. La suite (un) est
périodique à partir du rang 0. Sa période est 8 et on a un+8 = un pour tout n > 0.
Écrivons un programme qui calcule les termes successifs de la suite (u) associée au nombre a. La
condition d'arrêt de la boucle de calcul est indiquée dans l'énoncé : un terme est égal à 1 (la suite va
être constante) ou à 4 (la suite va être périodique).

Ce programme peut être inscrit dans une boucle qui examine, successivement, le sort de tous les entiers
jusqu'à 99. C'est ce que j'ai fait pour obtenir les résultats consignés dans le tableau ci-dessous. On
observe qu'il y a 20 nombres pour lesquels la suite est constante à partir d'un certain rang (indiqué en
rouge dans le tableau). Ces nombres sont :

0∗, 1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44, 49, 68, 70, 79, 82, 86, 91, 94, 97
J'ai ajouté le 0 dans cette liste mais celui-ci est le seul qui a une suite constante égale à 0. Tous les autres
ont une suite constante à partir d'un certain rang et égale à 1. Cette suite (sans le 0) est référencée dans
l'Encyclopédie de Sloane sous le n°A007770 et les nombres qui la constituent sont appelés nombres
� heureux � par les mathématiciens. Bien sûr, cette liste ne s'arrête pas à 97, les prochains nombres
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heureux sont 100, 103, etc.
Tous les autres nombres entiers inférieurs à 100 ont la même suite périodique que 4 à partir d'un
certain rang (indiqué en bleu).

Partie 2 : Nombres à 3 chi�res

Si x = 100c+10d+u est un nombre à 3 chi�res (c 6= 0), alors x−f(x) = 100c+10d+u−(c2+d2+u2) =(
100c− c2

)
+
(
10d− d2

)
+
(
u− u2

)
.

On sait que 1 6 c 6 9. La fonction g : x 7−→ 100x− x2 = 502− (x− 50)2 est croissante jusqu'à x = 50
puis décroissante. Comme g(1) = 100− 1 = 99 on en déduit que c− c2 > 99.
De même, on sait que 0 6 d 6 9. La fonction g′ : x 7−→ 10x− x2 = 52 − (x− 5)2 est croissante jusqu'à
x = 5 puis décroissante. Comme g′(0) = 0 on en déduit que d− d2 > 0.
La somme

(
100c− c2

)
+
(
10d− d2

)
est donc bien supérieure ou égale à 99 et x−f(x) > 99+u−u2 > 0.

De la même façon, on sait que 0 6 u 6 9. La fonction g′′ : x 7−→ x− x2 = 1
4

2 − (x− 1
2)

2 est croissante
jusqu'à x = 1

2 puis décroissante. On a g′′(0) = 0, puis g′′(1) = 0 et ensuite les nombres sont négatifs
(g′′(2) = −2, · · · , g′′(9) = −72). On en déduit que −72 6 u− u2 6 0.
Ce qui est certain, c'est que x− f(x) > 27 > 1 (car 27 6 99 + u− u2 6 99) et donc x− 1 > f(x)⇐⇒
f(x) 6 x− 1.
Tout cela permet de déduire que le terme qui succède à un entier de 3 chi�res est forcément inférieur
à cet entier. Au pire, si on part du plus grand entier à 3 chi�res (999), il su�ra de 900 itérations pour
se retrouver en dessous de 100, donc avec 2 chi�res.
D'après ce qu'on a vu dans la partie 1, la suite (un) associée à un entier a d'au plus 3 chi�res sera d'un
des deux types déjà dé�nis (nombres heureux ou pas).
Notre programme permet de tester ce résultat et éventuellement de continuer la liste des nombres
heureux : il y en a 123 de nouveaux.

100, 103, 109, 129, 130, 133, 139, 167, 176, 188, 190, 192, 193, 203, 208, 219, 226, 230, 236, 239, · · ·
· · · , 888, 899, 901, 904, 907, 910, 912, 913, 921, 923, 931, 932, 937, 940, 946, 964, 970, 973, 989, 998

Partie 3 : Nombres à plus de 3 chi�res

Étudions la monotonie de la suite n 7−→ 10n−1−81n en étudiant le signe de la di�érence entre 2 termes
consécutifs de cette suite :
10n − 81(n+ 1)−

(
10n−1 − 81n

)
= 10n−1(10− 1)− 81(n+ 1− n) = 9× 10n−1 − 81.

Comme 9 × 10n−1 − 81 > 0 ⇐⇒ 10n−1 > 9, la suite est croissante dès que 10n−1 > 9 c'est-à-dire dès
que n > 2 (101−1 = 1 < 9 mais 102−1 = 10 > 9).
Comme 102−1 − 81× 2 = −152 < 0, 103−1 − 81× 3 = −143 < 0 et 104−1 − 81× 4 = 676 > 0, la suite
est positive à partir du rang 4. Donc pour n > 4 on a 10n−1 > 81n.
Or, pour un nombre à p chi�res, le terme suivant ce nombre est inférieur à 92× p = 81p puisqu'il y a p
chi�res inférieurs ou égaux à 9. Comme 81p < 10p−1, dès que p atteint 4, le terme suivant un nombre
de 4 chi�res (ou plus) aura forcément 1 chi�re de moins (au moins) que ce nombre. D'un nombre à 4
chi�res, on passe (au pire) à un nombre à 3 chi�res et la suite est connue : elle est d'un des deux types
déjà dé�nis (nombres heureux ou pas). De même, d'un nombre à p > 4 chi�res, on passe (au pire) à
un nombre à p − 1 chi�res et donc la suite associée est d'un des deux types déjà dé�nis. Finalement,
tous les entiers ont des suites associées qui sont d'un des deux types déjà dé�nis.
Dernière remarque : cette propriété (être heureux ou pas) dépend de la base de numération choisie.
Essayez de cerner le problème pour la base 2 : vous constaterez rapidement des di�érences signi�catives.
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Pour commencer, 2(10) = 10(2) (2 se note 10 en base 2) est un nombre heureux en base 2 alors qu'il est
malheureux en base 10. Quel est, à votre avis, le plus petit nombre malheureux en base 2 ?

3.1.2 Formules explicites

Correction de l'exercice 3.5 (Fraction continue)

1. Partant de u0 = 2 on a

F u1 = 2 + 1
u0

= 2 + 1
2 = 2×2+1

2 = 5
2

F u2 = 2 + 1
u1

= 2 + 1
5
2

= 2 + 2
5 = 2×5+2

5 = 12
5

F u3 = 2 + 1
u2

= 2 + 1
12
5

= 2 + 5
12 = 2×12+5

12 = 29
12

F u4 = 2 + 1
u3

= 2 + 1
29
12

= 2 + 12
29 = 2×29+12

29 = 70
29

F u5 = 2 + 1
u4

= 2 + 1
70
29

= 2 + 29
70 = 2×70+29

70 = 169
70

2. Partant de (a0, b0) = (2, 1), on a
(a1, b1) = (5, 2), (a2, b2) = (12, 5), (a3, b3) = (29, 12), (a4, b4) = (70, 29) et (a5, b5) = (169, 70)

Ces nombres se déduisent directement des calculs précédents.
On peut véri�er que an et bn sont premiers entre eux pour n 6 5 en déterminant le PGCD de chacun
des couples : il vaut 1 à chaque fois.

3. Les formules qui donnent an+1 et bn+1 en fonction de an et bn se déduisent de la dé�nition de
ces suites. Comme un+1 = 2 + 1

un
et un = an

bn
, on a un+1 = 2 + 1

an
bn

= 2 + bn
an

= 2×an+bn
an

.

Mais comme un+1 =
an+1

bn+1
, on en déduit, par identi�cation que an+1 = 2× an + bn et bn+1 = an.

Finalement, en remplaçant bn par an−1, on obtient an+1 = 2× an + an−1. Ainsi, la suite a est dé�nie
par une relation de récurrence qui porte sur deux termes consécutifs (comme la suite de Fibonacci,
exemple 41 du cours) ; de même pour la suite b qui, �nalement, est la même suite mais avec un décalage
des indices (bn+1 = an).

Montrons que les fractions obtenues sont irréductibles (an et bn premiers entre eux pour tout n > 0)
par récurrence :
a0
b0

est irréductible, donc la propriété est vraie pour n = 0
Supposons an

bn
est irréductible ; dans ce cas an et bn = an−1 sont premiers entre eux.

Au rang suivant, an+1 = 2× an + bn = 2× an + an−1 et bn+1 = an.
Si la fraction an+1

bn+1
était simpli�able, il existerait des entiers k > 1, α et β tels que

an+1 = 2× an + bn = k × α et bn+1 = an = k × β.
On en déduirait que bn = k × α− 2× an = k × α− 2× k × β = k(α− 2β).
Ainsi, an et bn seraient des multiples de k et la fraction an

bn
serait simpli�able par k, ce qui ne se peut

pas.La fraction an+1

bn+1
est donc irréductible.

Conclusion : toutes les fractions un = an
bn

obtenues sont irréductibles pour n > 0.

Ces formules se programment facilement : si on cherche à déterminer an et bn connaissant n (ce
qui est demandé par l'énoncé) on utilise une boucle fermée (boucle for) ; si on cherche la valeur de n à
partir de laquelle on a certaine condition qui est atteinte (par exemple un assez proche d'une certaine
valeur), on utilise une boucle conditionnelle (boucle while). Le programme qui suit répond strictement
à la première demande. On aurait pu choisir de faire l'a�chage des valeurs de (an, bn) à chaque tour
de boucle, cela aurait évité de relancer 15 fois le programme.
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Le tableau résume les valeurs obtenues pour an et bn avec la valeur approchée de un = an
bn
.

Je l'ai construit au tableur a�n d'obtenir directement le graphique suivant.

On observe que les valeurs de un deviennent rapidement très proches les unes des autres. Il faut
a�cher 11 décimales pour distinguer u15 de u14. Sur le graphique cela devient impossible de distinguer
les ordonnées des points à partir de u4 ou u5, même en n'a�chant que la portion du plan pour laquelle
2 6 y 6 2, 5. La suite (un) tend a devenir constante, en alternant des valeurs supérieures à une certaine
limite l et des valeurs inférieures. En e�et, en prenant les valeurs de 2 en 2, on a deux suites qui semblent
converger vers la même limite, l'une décroissante et l'autre croissante :

F La suite croissante 2− 2, 4− 2, 4138− 2, 4142− 2, 414213198− · · ·
F La suite décroissante 2, 5− 2, 4167− 2, 4143− 2, 41422− 2, 414213625− · · ·

Il est donc clair que quand n tend vers l'in�ni, un tend vers l.

4. L'équation x = 2 + 1
x peut s'écrire, si x 6= 0, x2 = 2x+ 1⇐⇒ x2 − 2x− 1 = 0.

Les solutions de cette équation du second degré sont x = 2±
√
8

2 = 1±
√
2.

La solution positive est 1 +
√
2 ≈ 2, 4142135623731 ; elle semble correspondre à la valeur vers laquelle

s'approchent les termes de la suite (un).
Á partir de l'égalité 1+

√
2 = 2+ 1

1+
√
2
, on peut remplacer ad libitum la valeur du dernier dénominateur :

1 +
√
2 = 2 +

1

1 +
√
2
=⇒ 1 +

√
2 = 2 +

1

2 + 1
1+
√
2

=⇒ 1 +
√
2 = 2 +

1

2 + 1
2+ 1

1+
√
2

=⇒ · · ·

De cette façon, on comprend que la limite de la suite (un) est égale à 1 +
√
2 car ses termes successifs

s'approchent de plus en plus de la � fraction continue � :

2 +
1

2 + 1
2+ 1
···
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6. Calculons 2f(n) + f(n− 1) en remplaçant chacun des termes par son expression :

2f(n) + f(n− 1) = 2

(
1 +
√
2
)n − (1−√2)n
2
√
2

+

(
1 +
√
2
)n−1 − (1−√2)n−1

2
√
2

=

(
1 +
√
2
)n−1

2
√
2

[
2
(
1 +
√
2
)
+ 1
]
−
(
1−
√
2
)n−1

2
√
2

[
2
(
1−
√
2
)
+ 1
]

=

(
1 +
√
2
)n−1

2
√
2

[
3 + 2

√
2
]
−
(
1−
√
2
)n−1

2
√
2

[
3− 2

√
2
]

=

(
1 +
√
2
)n−1

2
√
2

[
1 +
√
2
]2
−
(
1−
√
2
)n−1

2
√
2

[
1−
√
2
]2

=

(
1 +
√
2
)n+1

2
√
2

−
(
1−
√
2
)n+1

2
√
2

= f(n+ 1)

Ainsi f(n+1) = 2f(n)+f(n−1) pour tout entier n > 1 (on a manipulé des produits avec des exposants
positifs si n > 1).
Calculons maintenant f(2) et f(3) :

f(2) =

(
1 +
√
2
)2 − (1−√2)2
2
√
2

=
3 + 2

√
2−

(
3− 2

√
2
)

2
√
2

=
4
√
2

2
√
2
= 2 = a0

f(3) =

(
1 +
√
2
)3 − (1−√2)3
2
√
2

=
1 + 3

√
2 + 3× 2 + 2

√
2−

(
1− 3

√
2 + 3× 2− 2

√
2
)

2
√
2

=
10
√
2

2
√
2

= 5 = a1

Comme f(n + 1) = 2f(n) + f(n − 1) et que f(2) = a0 et f(3) = a1, on en déduit que f(4) =
2f(3) + f(2) = 2a1 + a0 = a2.
De proche en proche, cela implique que f(5) = a3, f(6) = a4, f(7) = a5, etc.

Montrons par récurrence que an = f(n+ 2) :
On sait que a0 = f(2) et que a1 = f(3) ; la propriété est donc vraie pour n = 0 et n = 1.
Supposons que an−1 = f(n+1) et an = f(n+2) pour un rang n > 0 ; on a alors an+1 = 2×an+an−1 =
2× f(n+ 2) + f(n+ 1), or on vient de montrer que f(n+ 1) = 2f(n) + f(n− 1) pour tout n > 0 et
donc f(n+ 2) = 2f(n+ 1) + f(n). On en déduit que an+1 = 2× f(n+ 2) + f(n+ 1) = f(n+ 3).
Conclusion : la propriété an = f(n+ 2) étant vraie pour n et pour n− 1 est vraie pour n+ 1, or elle
est vraie pour n = 0 et n = 1. Elle est donc vraie pour tout n > 0.

On peut donc calculer an en prenant f(n+ 2) et de même bn en prenant f(n+ 1).
Finalement on en déduit l'expression explicite de un :

un =
an
bn

=
f(n+ 2)

f(n+ 1)
=

(
1 +
√
2
)n+2 −

(
1−
√
2
)n+2(

1 +
√
2
)n+1 −

(
1−
√
2
)n+1

Correction de l'exercice 3.6 (Sommes)

1. La somme des n premiers entiers se calcule en additionnant 2 fois chacun des nombres, puis en
réorganisant cette somme de manière à avoir n fois la somme n+ 1 :

2Sn = (1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n) + (1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n)

= (1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n) + (n+ (n− 1) + · · ·+ 2 + 1)

= (1 + n) + (2 + (n− 1)) + · · ·+ ((n− 1) + 2) + (n+ 1) = n(n+ 1)
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D'où Sn = n(n+1)
2 .

2a). Démontrons par récurrence que la somme des n premiers carrés est Cn = n(n+1)(2n+1)
6 :

Cette propriété est vraie pour les premiers entiers :
F pour n = 0 : C0 = 02 = 0 et 0(0+1)(2×0+1)

6 = 0×1×1
6 = 0

F pour n = 1 : C1 = 12 = 1 et 1(1+1)(2×1+1)
6 = 1×2×3

6 = 1

F pour n = 2 : C2 = 12 + 22 = 5 et 2(2+1)(2×2+1)
6 = 2×3×5

6 = 5

Supposons qu'elle soit vraie pour un entier n > 0 et calculons Cn+1 :
Cn+1 = 12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 = Cn + (n+ 1)2,

or Cn = n(n+1)(2n+1)
6 (hypothèse de récurrence). On a par conséquent :

Cn+1 =
n(n+1)(2n+1)

6 +(n+1)2 = (n+1)
(
n(2n+1)

6 + (n+ 1)
)
= (n+1)n(2n+1)+6(n+1)

6 = (n+1)2n
2+7n+6

6

Comme 2n2+7n+6 = (n+2)(2n+3), on en déduit que Cn+1 = (n+1) (n+2)(2n+3)
6 = (n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)

6 .
C'est exactement ce que l'on s'attendait à trouver avec la formule.
Celle-ci est donc valable pour tout n ∈ N.

2b). Démontrons par récurrence que la somme des n premiers cubes est Kn =
(
n(n+1)

2

)2
:

Cette propriété est vraie pour les premiers entiers :

F pour n = 0 : K0 = 03 = 0 et
(
0×(0+1)

2

)2
= 0

F pour n = 1 : K1 = 13 = 1 et
(
1×(1+1)

2

)2
= 2

2

2
= 12 = 1

F pour n = 2 : K2 = 13 + 23 = 9 et
(
2×(2+1)

2

)2
= 6

2

2
= 32 = 9

Supposons qu'elle soit vraie pour un entier n > 0 et calculons Kn+1 :
Kn+1 = 13 + 23 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 = Kn + (n+ 1)3,

or Kn =
(
n(n+1)

2

)2
(hypothèse de récurrence). On a par conséquent :

Kn+1 =
n2(n+1)2

4 + (n+ 1)3 = (n+ 1)2 n
2+4(n+1)

4 = (n+ 1)2 (n+2)2

4 = (n+1)2((n+1)+1)2

4

On en déduit que Kn+1 =
(
(n+1)2((n+1)+1)

2

)2
.

C'est exactement ce que l'on s'attendait à trouver avec la formule.
Celle-ci est donc valable pour tout n ∈ N.

3a). La suite (u) est dé�nie par un = 1× 2 + 2× 3 + 3× 4 + · · ·+ n× (n+ 1).
Comme n(n+ 1) = n2 + n pour tout n ∈ N, écrivons cette somme autrement : un = (12 + 1) + (22 +
2) + (32 + 3) + · · ·+ (n2 + n) = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n) + (12 + 22 + 32 + · · ·+ n2) = Sn + Cn
Or Sn + Cn = n(n+1)

2 + n(n+1)(2n+1)
6 = 3n(n+1)+n(n+1)(2n+1)

6 = n(n+ 1)3+(2n+1)
6 = n(n+1)(n+2)

3

3b). La suite (v) est dé�nie par vn = 1× 2× 3+ 2× 3× 4+ 3× 4× 5+ · · ·+ n× (n+1)× (n+2).
Comme n × (n + 1) × (n + 2) = n3 + 3n2 + 2n pour tout n ∈ N, écrivons cette somme autrement :
vn = (13+3×12+2×1)+(23+3×22+2×2)+(33+3×32+2×3)+· · ·+(n3+3×n2+2×n) = Kn+3Cn+2Sn

Or Kn + 3Cn + 2Sn =
(
n(n+1)

2

)2
+ 3n(n+1)(2n+1)

6 + 2n(n+1)
2 = (n(n+1))2+2n(n+1)(2n+1)+4n(n+1)

4 = n(n+

1)n(n+1)+2(2n+1)+4
4 = n(n+ 1)n

2+5n+6
4 = n(n+1)(n+2)(n+3)

4

3c). La suite (w) est dé�nie par wn = 1× 3× 5+ 2× 4× 6+ 3× 5× 7+ · · ·+n× (n+2)× (n+4).
Comme n × (n + 2) × (n + 4) = n3 + 6n2 + 8n pour tout n ∈ N, écrivons cette somme autrement :
wn = (13+6×12+8×1)+(23+6×22+8×2)+(33+6×32+8×3)+· · ·+(n3+6×n2+8×n) = Kn+6Cn+8Sn

Or Kn +6Cn +8Sn =
(
n(n+1)

2

)2
+ 6n(n+1)(2n+1)

6 + 8n(n+1)
2 = (n(n+1))2+4n(n+1)(2n+1)+16n(n+1)

4 = n(n+

1)n(n+1)+4(2n+1)+16
4 = n(n+ 1)n

2+9n+20
4 = n(n+1)(n+4)(n+5)

4

4. Il reste à valider ces formules (une erreur de calcul est toujours possible). On peut déjà les
essayer pour de petites valeurs de n mais la question suggère de le faire par programme. Écrivons
un tel programme pour la suite (w). J'ai laissé en commentaires dans le programme (en rouge) les
modi�cations à faire pour la suite (u) et la suite (v).
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Les résultats sont concluants : le calcul e�ectif de la somme des 100 termes et la formule donne le même
résultat pour les 3 sommes. Comme une coïncidence est peu probable, j'en conclus que mes formules sont
correctes. u100 = 343 400, v100 = 26 527 650 et w100 = 27 573 000

3.1.3 Suites arithmétiques et géométriques

Correction de l'exercice 3.7 (Suite auxiliaire géométrique)

1. un+1 = 2un + 5
Pour montrer que u n'est ni arithmétique ni géométrique, je vais observer trois termes consécutifs :

u0 = 1, u1 = 2 + 5 = 7 et u2 = 2× 7 + 5 = 19
u1 − u0 = 7− 1 = 6 tandis que u2 − u1 = 19− 7 = 12 6= 6 ; la suite u n'est pas arithmétique.
u1
u0

= 7
1 = 7 tandis que u2

u1
= 19

7 6= 7 ; la suite u n'est pas géométrique.
En posant vn = un + 5 pour tout entier n > 0, on a vn+1 = un+1 + 5 = (2un + 5) + 5 = 2un + 10 =
2(un + 5) = 2vn.
(vn) est donc une suite géométrique de raison 2.
Le premier terme de cette suite est v0 = u0 + 5 = 1 + 5 = 6.
Ainsi vn = 6× 2n et donc un = vn − 5 = 6× 2n − 5.

2. un+1 = −3un + 8
Pour montrer que u n'est ni arithmétique ni géométrique, je vais observer trois termes consécutifs :

u0 = 6, u1 = −3× 6 + 8 = −10 et u2 = −3× (−10) + 8 = 38
u1− u0 = −10− 6 = −16 tandis que u2− u1 = 38+ 10 = 48 6= −16 ; la suite u n'est pas arithmétique.
u1
u0

= −10
6 = −5

3 tandis que u2
u1

= 38
−10 = −3, 8 6= −5

3 ; la suite u n'est pas géométrique.
En posant vn = un − 2 pour tout entier n > 0, on a vn+1 = un+1 − 2 = (−3un + 8)− 2 = −3un + 6 =
−3(un − 2) = −3vn.
(vn) est donc une suite géométrique de raison −3.
Le premier terme de cette suite est v0 = u0 − 2 = 6− 2 = 4.
Ainsi vn = 4× (−3)n et donc un = vn + 2 = 4× (−3)n + 2.

3. Généralisation : un+1 = aun + b
Pour que u ne soit pas arithmétique, il faut que a 6= 1. Et pour que u ne soit pas géométrique non
plus, il faut que b 6= 0.
On pose vn = un−α pour tout entier n > 0, et on calcule α pour que (vn) soit une suite géométrique.
vn+1 = un+1 − α = (aun + b)− α = aun + b− α = a(un − α) + b+ αa− α = a(un − α) + b+ α(a− 1).
(vn) est une suite géométrique de raison a si et seulement si :

b+ α(a− 1) = 0⇐⇒ b = −α(a− 1)⇐⇒ α = −b
a−1 = b

1−a
Par conséquent, la suite v est géométrique de raison a 6= 1 quand vn = un − b

1−a = un +
b

a−1 .

Dans ce cas, le premier terme est v0 = u0 +
b

a−1 = c+ b
a−1 .

L'expression l'explicite de vn est v0 × an =
(
c+ b

a−1

)
× an.

On en tire l'expression l'explicite de un qui est un = vn + α =
(
c+ b

a−1

)
× an + b

1−a .

Remarquons, comme le suggérait l'énoncé, que nous pouvons calculer α en cherchant la solution de
ax+ b = x.
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Cette équation équivaut, en e�et, à ax− x = −b⇐⇒ x(a− 1) = −b⇐⇒ x = −b
a−1 = b

1−a .
Quand a = 1, ce qui précède n'est pas valable. Dans ce cas un+1 = un + b, la suite u est arithmétique
de raison b.

Véri�ons les résultats précédents :

1. Si un+1 = 2un + 5 et u0 = 1, on a a = 2, b = 5, c = 1 et donc α = b
1−a = 5

1−2 = −5 (on retrouve

vn = un+5) et l'expression explicite un =
(
c+ b

a−1

)
× an+ b

1−a = (1 + 5)× 2n− 5 = 6× 2n− 5

2. Si un+1 = −3un+8 et u0 = 6, on a a = −3, b = 8, c = 6 et donc α = b
1−a = 8

1+3 = 2 (on retrouve

vn = un − 2) et l'expression explicite un =
(
c+ b

a−1

)
× an + b

1−a = (6− 2) × (−3)n + 2 =

4× (−3)n + 2

Sachant que un+1 = un
3 −

1
2 et u0 = 1

6 , on a a = 1
3 , b = −1

2 , c = 1
6 et donc α = b

a−1 =
− 1

2
1
3
−1 = 3

4 et

l'expression explicite un = (c+ α)× an − α =
(
1
6 + 3

4

)
×
(
1
3

)n − 5 = 11
12×3n −

3
4 .

Correction de l'exercice 3.8 (Suite auxiliaire arithmétique)

1. un+1 =
un

1+2un

En posant vn = 1
un

pour tout entier n > 0, on a vn+1 =
1

un+1
= 1

un
1+2un

= 1+2un
un

= 1
un

+ 2un
un

= vn + 2.

(vn) est donc une suite arithmétique de raison 2.
Le premier terme de cette suite est v0 = 1

u0
= 1

2 .

Ainsi vn = 1
2 + 2n et donc un = 1

vn
= 1

1
2
+2n

= 2
1+4n .

Remarque : le numérateur de cette fraction ne s'annulant jamais et son dénominateur étant toujours
dé�ni, on a bien un 6= 0 pour tout entier n, et les termes de la suite v sont bien toujours dé�nis.

2. un+1 =
10un
10+un

En posant vn = 5
un

pour tout entier n > 0, on a vn+1 = 5
un+1

= 5
10un
10+un

= 5(10+un)
10un

= 10+un
2un

=

10
2un

+ un
2un

= vn +
1
2 .

(vn) est donc une suite arithmétique de raison 1
2 .

Le premier terme de cette suite est v0 = 5
u0

= 5
5 = 1.

Ainsi vn = 1 + n
2 et donc un = 5

vn
= 5

1+n
2
= 10

2+n .

Remarque : le numérateur de cette fraction ne s'annulant jamais et son dénominateur étant toujours
dé�ni, on a bien un 6= 0 pour tout entier n, et les termes de la suite v sont bien toujours dé�nis.

3. Généralisation : un+1 =
un

1+aun
En posant vn = α

un
pour tout entier n > 0, on a :

vn+1 =
α

un+1
= α

un
1+aun

= α(1+aun)
un

= α
un

+ αaun
un

= vn + αa.

La suite (vn) est arithmétique pour tout α et sa raison est αa.
Le premier terme de cette suite est v0 = α

u0
= α

b .

Ainsi vn = α
b + nαa et donc un = α

vn
= α

α
b
+nαa = b

1+nab .

Remarques : on prendra soin de choisir un α 6= 0 car sinon la suite v serait nulle et ne permettrait pas
de déterminer un.
Par ailleurs, la suite u est constante si a = 0 ou si b = 0. Si a 6= 0 et b 6= 0, l'expression explicite de
un est toujours dé�nie à condition que 1+ nab 6= 0. Il faut donc s'assurer que −1ab ne soit pas un entier
positif.
La suite dé�nie par un+1 = un

1+2un
et u0 = −1

10 par exemple ne respecte pas cette condition. Pour une

telle suite, la formule explicite n'est pas dé�nie pour n = −1
ab = −1

2×−1
10

= −10
−2 = 5.

Observons le comportement de cette suite :

u0 =
−1
10 , u1 =

−1
10

1+−2
10

= −1
8 , u2 =

−1
8

1+−2
8

= −1
6 , u3 =

−1
6

1+−2
6

= −1
4 , u4 =

−1
4

1+−2
4

= −1
2

Ensuite, u5 n'est pas dé�ni (division par 0) ni aucun un pour n > 5.
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Véri�ons les résultats précédents :

1. Si un+1 =
un

1+2un
et u0 = 2, on a a = 2, b = 2 et n ne peut jamais être égal à −1ab = −1

4 . L'expression

explicite, valable pour tout entier n est un = b
1+nab =

2
1+4n .

2. Si un+1 = 10un
10+un

= un
1+un

10
et u0 = 5, on a a = 1

10 , b = 5 et n ne peut jamais être égal à −1ab =

−1
1
2

= −2. L'expression explicite, valable pour tout entier n > 0, est un = b
1+nab =

5
1+n

2
= 10

2+n .

Sachant que un+1 = 2un
2−un = un

1−un
2

et u0 = 6, on a a = −1
2 , b = 6 et n ne peut jamais être égal à

−1
ab = −1

−3 = 1
3 . L'expression explicite, valable pour tout entier n > 0, est un = 6

1−3n .

3.1.4 Limites des suites

Correction de l'exercice 3.9 (Suite logistique)

µ < 1 :
J'ai choisi µ = 0, 8 et x0 = 0, 6.
1. Représentation graphique :
On commence par tracer la courbe d'équation y = 0, 8x(1− x) puis on représente la suite (xn) dé�nie
par xn+1 = 0, 8xn(1−xn), x0 = 0, 6. On peut remarquer au passage que le trinôme 0, 8x(1−x) a pour
maximum 0, 2, ce qui correspond à la valeur µ

4 .
La construction des points de coordonnées (xn; 0) a été décrite dans l'énoncé (et aussi dans le cours,
notamment dans les exercices 44 et 45).
On constate que la suite (xn), pour ces valeurs de µ et x0, est décroissante. Les termes s'approchent
progressivement de 0 qui semble être la limite vers laquelle converge la suite.

2. Utilisation du tableur :
Obtenir les valeurs de xn est très simple avec le tableur. Les résultats con�rment l'observation du
graphique : la suite décroit et tend vers 0. On obtient x50 ≈ 0, 000002082675573 et on pourrait aller
facilement plus loin avec le tableur. La conjecture n'est pas mise en défaut mais, à ce stade, elle n'est
pas prouvée non plus.

3. Si la suite converge vers une limite l, deux termes consécutifs xn+1 et xn tendent à s'approcher tous
les deux de l. Donc, à la limite, il y a égalité entre ces termes, ce qui s'écrit x = µx(1 − x). Cette
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équation du second degré que l'on réécrit µx2 + (1 − µ)x = 0 a pour solution évidente x = 0, l'autre
étant la solution de µx+ (1− µ) = 0⇐⇒ x = µ−1

µ = 1− 1
µ .

Ainsi, les deux valeurs potentielles pour la limite de cette suite sont 0 et 1 − 1
µ (dans notre exemple

1− 1
0,8 = −0, 25).

4. Les termes de la suite sont tous compris entre 0 et 1 : en e�et, au départ on choisit x0 ∈ [0; 1] et
ensuite, si 0 6 xn 6 1 on a −1 6 −xn 6 0 et donc 0 6 1 − xn 6 1. Donc xn+1, étant le produit de 3
nombres de l'intervalle [0; 1], est forcément un nombre de l'intervalle [0; 1].
Tant que xn 6= 0, on peut écrire xn+1

xn
= µ(1− xn) 6 µ < 1. En e�et, comme on l'a vu 0 6 1− xn 6 1

et donc, en multipliant par 0 < µ < 1, on a 0 6 µ(1− xn) 6 µ.
La suite (xn) est donc décroissante et minorée par 0. Sa limite est donc égale à 0. L'autre limite
potentielle est 1 − 1

µ , mais comme 0 < µ < 1, 1
µ > 1 (la fonction inverse est décroissante sur R+)

et donc 1 − 1
µ < 0. Cette valeur est l'abscisse du 2e point d'intersection de la courbe avec la droite

d'équation y = x (le 1er point est l'origine). Ce point est en dehors de la portion de courbe qui nous
intéresse ici.

1 < µ < 2 :
1. Représentation graphique :
J'ai choisi µ = 1, 5 et x0 = 0, 2 (à gauche), x0 = 0, 52 (au centre) et x0 = 0, 85 (à droite).
Je m'aperçois que la suite est croissante pour les petites valeurs de x0. Je dois prendre x0 < 1 − 1

µ
(l'abscisse du 2e point d'intersection de la courbe avec la droite d'équation y = x). Cette fois, avec
µ = 1, 5, on a 1 − 1

µ = 1 − 1
1,5 = 1

3 . On retrouve ce comportement lorsque x0 dépasse une certaine
valeur, égale à .

2. Utilisation du tableur :

1 < µ < 3(on pourra subdiviser cet intervalle en deux morceaux : avant et après µ = 2).

3 < µ < 4 (on pourra subdiviser cet intervalle en di�érents morceaux correspondants à des com-
portements di�érents. En particulier, on observera la di�érence entre ce qui se passe avant et après
µ = 3, 57)

3.1.5 le coin du chercheur : l'irrationnel célèbre
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Correction de l'exercice 3.10

L'aire A est approchée par sn en additionnant les aires an de n rectangles intérieurs au domaine.
La largeur de ces rectangles est 1

n .
Les abscisses des sommets de ces rectangles (par exemple
ceux qui sont sur la courbe) constituent la suite x :
x0 = 0, x1 = 1

n , x2 =
2
n , · · · , xn−1 =

n−1
n , xn = 1.

Les hauteurs des rectangles constituent la suite h :
h1 =

1
1+x21

, h2 = 1
1+x22

, · · · , hn−1 = 1
1+x2n−1

, hn = 1
2 .

En simpli�ant ces écritures, on trouve h :
h1 =

n2

1+n2 , h2 =
n2

22+n2 , · · · , hn−1 = n2

(n−1)2+n2 , hn = 1
2 .

Les aires des rectangles constituent la suite a :
a1 =

n
1+n2 , a2 =

n
22+n2 , · · · , an−1 = n

(n−1)2+n2 , an = 1
2n .

(division par n des hauteurs car les bases mesurent 1
n)

Les aires an des rectangles s'ajoutent pour constituer une
valeur approchée par défaut de A .
Cette somme dépendant de n, nous la notons sn :

sn =
n∑
k=1

ak =
n∑
k=1

n
k2+n2 .

1 2

1

0

y = 1
1+x2

A

1 2

1

0

A ≈
∑
an

Voilà

donc notre formule qui permet le calcul algorithmique de Sn.
Déterminons s10, s100, s1000, etc. en écrivant le programme suivant :
Algorithme Programme en Python

Lire n

s=0

Pour i allant de 1 à n

s=s+n/(i²+n²)

Fin du Pour

Afficher s

Rappel : la syntaxe a+=b signi�e ici a=a+b

n,s=int(input("n=")),0

for i in range(1,n+1):

s+=n/(i**2+n**2)

print("4s{}={}".format(n,4*s))

Pour une Casio Pour une TI

"N"?→ N

0 → S

For 1 → I To N

S+N/(I^2+N^2) → S

Next

S

Prompt N

0 → S

For (I,1,N)

S+N/(I^2+N^2) → S

End

Disp S

Voici donc les résultats obtenus en prenant successivement pour n, les valeurs suggérées :
S1 = 0, 5 ; S10 ≈ 0, 75 ; S100 ≈ 0, 782 ; S1000 ≈ 0, 785 ; S10000 ≈ 0, 7853 ; S100000 ≈ 0, 7853
4S1 = 2 ; 4S10 ≈ 3, 03 ; 4S100 ≈ 3, 131 ; 4S1000 ≈ 3, 140 ; 4S10000 ≈ 3, 1414 ; 4S100000 ≈ 3, 1415

Je suppose que tout le monde reconnait alors, dans les valeurs de plus en plus précises de 4Sn, les dé-
cimales du célèbre nombre π (nous avons, à chaque fois, tronqué les résultats).
Jusqu'à quelle valeur de n faut-il aller pour que 4Sn nous donne les 4 bonnes premières décimales de
cet irrationnel ?
Bien que la valeur arrondie de π à 4 chi�res (au plus proche nombre de dix-millièmes) soit 3, 1416, les
4 bonnes premières décimales de ce nombre sont 3, 1415. Comme la suite S est croissante et majorée
par π, il ne faut pas s'attendre à obtenir un 6 en 4e position, car cela n'arrivera jamais.
Modi�ons donc légèrement notre programme pour qu'il réponde à la question : on laisse la boucle
Pour i allant de 1 à n et on l'inclut dans une boucle Tant que 3.1415-4s>0. Le programme va
devoir essayer toutes les valeurs de n, successivement, jusqu'à trouver celle qui convient. Ne pas oublier
d'incrémenter à chaque tour, la valeur de n.
Le programme Python modi�é est donné ci-dessous.
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Algorithme Programme en Python

n=0

s=0

Tant que 3.1415-4s>0

n=n+1 s=0

Pour i allant de 1 à n

a=a+n/(i²+n²)

Fin du Pour

Fin du Tant que

Afficher n, s et 4s

n,s=0,0

While 3.1415-4*s>0:

n,s=0,0

For i in range(1,n+1):

s+=n/(i**2+n**2)

print("pour n={}, s={} et

4s={}".format(n,s,4*s))

Voici donc le résultat obtenu avec ce nouveau programme :
Avec n = 10794, Sn = 0, 7853750020244538 et 4Sn = 3, 141500008097815 ; il faut subdiviser l'intervalle
[0; 1] en 10794 parties, pour espérer obtenir les 4 premières décimales de π.
Remarquons que cet algorithme nécessite de faire un travail
énorme : on balaie toutes les possibilités jusqu'à trouver la
bonne... Les utilisateurs d'une calculatrice testeront leur
programme avec une valeur moins précise, par exemple 3, 14 ou
même 3, 1.
` Règle : Il est prudent de tester un programme sur des petites

valeurs (sans forcément avoir une idée de la réponse) avant de le

laisser tourner pendant des heures.

On aurait pu optimiser cette recherche en optant pour une
stratégie plus e�cace : on aurait pu augmenter les valeurs de n
de 100 en 100 a�n obtenir un encadrement d'amplitude 100 pour
la valeur cherchée. Ensuite, en parcourant cet intervalle unité par
unité, on atteindrait la valeur exacte cherchée. Cela devrait
diviser à peu près le temps d'exécution par 100, ce qui est
appréciable...
Essayons cette nouvelle stratégie pour pousser l'exploration plus
loin (sans changer l'algorithme, pour obtenir 5 décimales exactes,
il faut attendre longtemps). Le programme Python ci-contre
améliore l'idée exposée, en procédant de 1000 en 1000, puis de
100 en 100, etc. jusqu'à procéder de 1 en 1.
Avec cette version optimisée, pour obtenir les 5 premières
décimales, soit l'approximation 3, 14159, on obtient :

Avec n = 376849, Sn = 0, 78539750000146 et 4Sn = 3, 14159000000584 ; il faut subdiviser l'intervalle
[0; 1] en 376 849 parties, pour espérer obtenir les 5 premières décimales de π avec cette méthode.

Question d'intuition : à votre avis, l'aire sous la courbe à partir de x = 1 jusqu'à +∞, notée B,
est-elle plus ou moins grande que A ? Si la réponse est plus, cette aire est-elle �nie ou in�nie ?
La réponse est : ni plus ni moins grande, A = B.
Comment s'en apercevoir ? En classe de Terminale, on résoudra cette question à l'aide d'une intégrale.
En attendant, il va encore falloir se contenter de valeurs approchées...
Le problème vient du fait qu'on doive faire une sommation d'aires rectangulaires aussi �nes que possible
(pour être proche de la valeur exacte) mais le nombre de rectangles de base 1

n est théoriquement illimité
ici, puisqu'on va jusqu'à l'in�ni.
Notre idée est d'augmenter l'amplitude de l'intervalle en fonction de n (le nombre de subdivisions).

F Si n = 4, on subdivise l'intervalle [1; 2] en 4 parties, mais on va aussi tenir compte des intervalles
[2; 3], [3; 4] et [4; 5]. On ne va pas jusqu'à l'in�ni (c'est d'ailleurs impossible) mais ici, comme la
précision attendu n'est pas très grande, on estime que c'est su�sant.

F Si n = 5, on subdivise l'intervalle [1; 2] en 5 parties, mais on va aussi tenir compte des intervalles
[2; 3], [3; 4], [4; 5] et [5; 6].

F D'une façon générale, on subdivise l'intervalle [1; 2] en n parties, et on tient compte des inter-
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valles [2; 3], [3; 4],. . ., [n;n+ 1].
Pour résumer, nous allons faire exactement comme pour le calcul de A , en additionnant les aires ak,
sauf que nous partons de k = n + 1 et nous nous arrêtons à ... n(n + 1). Cela, parce qu'il est prévu
de constituer n intervalles contenant chacun n subdivisions. Utilisons le même programme, légèrement
modi�é pour calculer cette somme. Je change juste, dans le premier programme, les valeurs de i : au lieu
d'aller de 1 à n, on va de n+1 à n(n+1). Les résultats sont les suivants. J'indique côte à côte les résultats

des deux suites :
A, estime A 4S1 = 2 ; 4S10 ≈ 3, 03 ; 4S100 ≈ 3, 131 ; 4S1000 ≈ 3, 140 ; 4S10000 ≈ 3, 14149
B, estime B 4S1 = 0, 8 ; 4S10 ≈ 2, 68 ; 4S100 ≈ 3, 092 ; 4S1000 ≈ 3, 136 ; 4S10000 ≈ 3, 14109
D = B - A D1 = 1, 2 ; D10 ≈ 0, 35 ; D100 ≈ 0, 039 ; D1000 ≈ 0, 004 ; D10000 ≈ 0, 0004

Voilà, je crois que c'est assez convainquant : les deux sommes s'approchent l'une de l'autre, et surtout
elles s'approchent de la même limite π, en�n π

4 pour chacun des domaines. C'est l'aire de tout le do-
maine situé entre la courbe de la fonction et l'axe des abscisses qui vaut exactement π.
Les deux domaines colorés en bleu ci-dessous ont donc la même aire.

é En contemplant cette belle image, une question monte : si nous faisons tourner ces deux �gures, qui
ont même aire, autour de l'axe de symétrie vertical, les volumes engendrés par cette rotation ont-ils
forcément la même mesure ? Qu'en pensez-vous ?
Est-ce le cas pour d'autres situations du même genre ?

Un carré de côté 2, si on le fait tourner autour de la médiatrice d'un de ses côtés,

engendre un volume cylindrique qui mesure 2π.

Prenons maintenant un triangle équilatéral de côté c solution de l'équation
√
3c2

2 = 22

(pour que son aire égale celle du carré), soit c =
√

8√
3
(c'est mal parti pour avoir

l'égalité...). Le volume engendré par la rotation de ce triangle est un cône de base
πc2

4 = 2π√
3
et de hauteur c

√
3
2 =

√
2
√
3, son volume est donc 2π√

3
×
√

2
√
3× 1

3 ...

Sauf erreur de ma part, ce nombre n'est pas égal à 2π.

Par conséquent, on est en droit de penser que les deux �gures ci-dessus ne vont pas engendrer les
mêmes volumes. Sauriez-vous estimer ces volumes ?
Celui engendré par le cercle est simple si on en connait la formule : il s'agit d'une sphère et son volume
vaut 4πr3

3 , donc ici 4π
3 .

Pour le volume sous la courbe 3D, il faut faire le calcul.


