2.1. CORRECTIONS 1

2.1 Corrections

2.1.1 Vecteurs

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.1 (POINT FIXE)
Faisons une figure avec plusieurs solutions pour M et N, notées (Mj, N1) et (Ma, Na2) ((B,C) est une
3¢ solution).

On constate que les droites (M N) passent toutes par le mi-
lieu de [BC| que nous noterons donc P, le point fixe cherché.
Montrons que P est sur (MN), et plus précisément que P
est le milieu de [M N ]

m + Zﬁ ﬁ —|— PM ﬁ + ﬁ d’aprés Chasles.
Par conséquent AM + AN = 21@ + PM + 17\1)

Or AB + AC = 24P puisque P est le milieu de [BC].

On en déduit quem+m:ﬁ+ﬁ+m+ﬁ.
Mais comme Zﬁ\? + ﬁ = 1@ + ﬁ d’aprés les définitions
de M et N, on en déduit que PM + PN = ﬁ ce qui est une
traduction vectorielle du fait que P est le milieu de [M N].

CORRECTION DE L'EXERCICE 2.2 (PENTAGONE PAR SES MILIEUX )
M étant le milieu de [EA], on a MA = $EA
Or, d’aprés Chasles, FA = ED + DC + CB + BA. On en

déduit que ]\_471 =1 (Eﬁ ‘8 + C@ + ];}4), c’est-a-dire
m ﬁ +1 ?—i— 16@ + 1BA soit, en introduisant les
milieux L ﬁ lE‘ﬁ lﬁ) ? = IC@
et 1 (E} - 1531)

ﬁ + DK + ﬁ + B—[> d’ou la concluswn cherchée,
en utlhsant Chasles a nouveau : 1\771 LK + J—}

On peut donc construire le point A (grace au vecteur vert)
et la suite de la construction ne posant pas de difficulté : B

|

est tel que E = 23 (B est le symetrlque de A par rapport
al), CtelqueB?—2B4J>

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.3 (POINTS ALIGNES)
Les points P, Q et R sont alignés si et seulement si P‘}% et P-Cﬁ sont cohnealres

3.
Cas particulier o = 5

:%A-B),C@ 3CA et@ %C@

d’ou la figure ci—contre oll on remarque que les points
P, @ et R ne sont pas alignés.




:
1- Dans le repére (A,B, ﬁ) :
+ comme AP = aAB, les coordonnées de P sont («;0)
+ comme@:aa@@ A0 = —a@@@:(l—a)ﬁ,
les coordonnées de (@ sont (0;1 — «)
ocommeﬁ:—a@@m AC = a(@—ﬁ)@ﬁz—a(ﬁ%—(l—l—cx)ﬁ,
les coordonnées de R sont (—a; 1+ «)
2- Dans la base (/@,B), les coordonnées de ]@ et P‘})B se déduisent de celles des points dans le
repére (A,ﬁ,ﬁ) :
+ PQ a pour coordonnées (0 — ;1 — a — 0), soit (—a; 1 — «)
+ PR a pour coordonnées (—a — a; 1+ a — 0), soit (—2a51 4+ «)
3- Pour que P, @ et R soient alignés, il faut et il suffit que ]@ et Iﬁ soient colinéaires.
La condition de colinéarité s’écrit —a x (1 +a) — (1 — a) x (—2a) = 0.
Cela équivaut & —ax (1+a—2(1 —a)) =0<= a x (-1 4+ 3a) =0.
Il n’y a que deux valeurs qui vérifient cette égalité, mais la 1'® est impossible car il est précisé dans
Pénoncé que o # 0 (si @« = 0, on aurait Q = R =C et P=A, 2 des 3 pomts seraient confondus).
La seule possibilité est donc —1 —|— 3a =0, soit a = 3 [ AR

Dans ce cas ﬁ = %E, C@ = %C’A et @ 13?

Remarquer qu’on peut ici faire autrement :
Comme‘ 2:1:@ =5k (c'ar 2(—a) = '—2a), on en déduit que
la condition de colinéarité peut s’écrire 2y@ = Ypp

Onen déduit 2(1 —a) =1+ a<=>1-3a =0+ a=:.

Montrons qu’alors, @ est le milieu de [P R] :

'3)
PRa pour coordonnées (—2a; 1+ a) soit (—2;3).
On remarque que T5p = 2 x 53 et ypp = 2 x Ypg e qui prouve que ﬁ = 2P‘C>2 et achéve la
démonstration.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.4 (QUADRILATERE DANS PARALLELOGRAMME)
:
En manipulant la figure créée sur GeoGebra, on remarque que le point d’intersection des diagonales
du trapéze « semble » se déplacer sur la diagonale (AD) du parallélogramme (je mets des guillemets
parce qu’il s’agit du terme consacré pour une conjecture : on voit que le point est « toujours » sur la
diagonale).
1- Dans le repére (A, ﬁ ﬁ ,on a:
A(0; 0), B(1; 0), C(O; 1)
De plus, ABDC étant un parallelogramme on a

AD = xﬁ+ﬁetdoncD 1).

Pour traduire £ € [AC], on d01t écrire qu’il

existe un nombre e € [0;1] tel que AE = eA
et donc E(0;e). De méme pour les trois autres
points, en particulier comme H € [BD] alors
AH — ﬁ%—h@ avec h € [0; 1] et donc H(1;h).
Avec ces coordonnées de pomts calculons les composantes des vecteurs ﬁ et Cﬁi> dans la base
(AB,AC) : EE(f; —¢) et G
Ecrivons maintenant que E et CTHg sont cohnealres pour traduire le parallélisme des bases du trapeze :
fx(h=1)—(=e)x(1-g)=0<=fx(h—-1)=e(g—1)

C’est la relation de ’énoncé qu’il nous restait & justifier.
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2- L’équation de la droite (AD) est évidemment y = x (A(0; 0) et D(1 ; 1) vérifient cette égalité).
lﬁf}rminons Péquation de la droite (EH) : on a ﬁ(l; h — e) et, pour un point M (z;y) quelconque
EM(z;y—e). Dou M e (EH) <= y—e—ax(h—e)=0<y=ax(h—e)+e.

Déterminons, de méme, ’équation de la droite (F'G) : on a FG(g— f;h —e) et, pour un point M (z;y)
quelconque m(x —fiy).Dou M € (FG) <= z+vy(f—g)— f=0.

3- Les coordonnées du point d’intersection M; = (EH) N (AD) vérifient y =z et y=x(h —e) +e
ce qui conduit Az =x(h—e)+e<=z(l+e—h)=e.
Sil4+e—h#0,cest-a-dire si 1 +e # h (14 e = h n’arrive jamais quand e €]0;1] et h € [0;1]; ce cas
correspond & E = A et H = D), alors on a |xy, = yar, =

&
1+e—h
De méme, les coordonnées du point d'intersection My = (F'G) N (AD) vérifient les équations y = x et
r+y(f—9g)—f=0cequiconduitaz+a(f—g)—f=0<z(1+ f—g)=f.

Sil+ f—g#0, cest-a-dire si 1 + f # g (1 + f = g n’arrive jamais quand f €]0;1] et g € [0;1]; ce

cas correspond & F'= A et G = D), alors on a |zp, = yu, = ﬁ

4- Les points My et My sont confondus si et seulement si ils ont mémes coordonnées.
Or ¢ = 17 f 5 dans le cas général ou F et F différent de A et G et H différent de D, est équivalent
ae(l+f—g)=f(l+e—h)<=e(l—g)=f(1—h),cequi est 'égalité de la question 1 traduisant
le parallélisme des bases du trapéze.
Conclusion : un trapéze inscrit dans un parallélogramme a des diagonales qui se coupent sur la diagonale

du parallélogramme que coupent les bases paralléles du trapeéze.

:

Sur notre figure, les cotés (EG) et (FH) du
quadrilatére sont sécants et leur point d’inter-
section semble se trouver sur la diagonale (AD)
du parallélogramme et & 'extérieur du parallé-
logramme. Selon la position des points, ce point
d’intersection est d’un cété ou de l'autre du pa-
rallélogramme, la position intermédiaire corres-
pondant au parallélisme (EG)//(FH). On re-
marque que lorsque les cotés (GH) et (EF)
sont sécants, leur point d’intersection semblent
se trouver sur la diagonale (BC').

Dans le repére (A,E,ﬁ), on a toujours A(0; 0), B(1; 0),C(0; 1) et D(1; 1).

Comme précédemment, avec e € [0;1] et f € [0;1], on a E(0;e) et F(f;0) qui traduit E € [AC] et

F € [AB].

Comme, de plus, (FH)//(AB) et (FG)//(AC), on a nécessairement H(1;e) et G(f;1).

Les composantes des vecteurs ﬁ et ﬁTﬁ dans la base E 1@ sont : ﬁ (f;i1—e)et ﬁ 1—f;e).
(EG)//(FH) <= det(EC,FH) =0 <= ef — (1 —¢)(1— f) =0 <= e+ f = 1.

Si e+ f #1, les droites (EG) et (F'H) sont donc sécantes.

Cherchons les coordonnées de M = (EG) N (FH).

Pour cela déterminons les équations de ces deux droites :

+ Equation de (EG) : on a ﬁ(f; 1 —e) et, pour un point M(x;y) quelconque W
D’ou M € (EG)<:>f(y—e)—x(1—e):0<:>y:x%+e
- —_—

+ Equation de (FH) : on a ﬁ(l — fie) et, pour un point M (z;y) quelconque FM(x — f;y).
D'ou M € (FH)<:>y(1—f)—e($—f):0<:>y:e%.

(z;y — e).

Les coordonnées de M veérifient, y = z17€ + e et y = e = }t ce qui conduit & z17¢ 7 Cte=ei—% ]Jﬁ
Je passe sur les détails du calcul, mais si f *1lete+ f#1,jetrouve z = ef]f_l et y = eﬂf_l, S0it

xp =y : le point M est sur (AD), la diagonale du parallélogramme.



Remarques : on aurait pu éviter de calculer les coordonnées de M puisqu’il s’agissait seulement de
montrer que xpr = ypr. On aurait juste pu additionner membre & membre les équations de (EG) et
(FH). Cela donne f(y—e)—xz(l—e)+y(l—f)—e(z—f) =0et seréduiten —z+y=0<=x =y.
Par ailleurs, ce que nous venons de faire pour les cotés opposés (EG) et (F'H) pourrait étre refait pour
Pautre paire de cotés opposés ((EF) et (GH)). 11 suffit, pour cela, d’échanger les noms de points. La
propriété est vraie pour les deux paires de cotés opposés.

Conclusion : un quadrilatére inscrit dans un parallélogramme dont les diagonales sont paralléles aux
cotés du parallélogramme a ses cotés opposés paralléles ou sinon sécants, le point d’intersection étant
alors toujours situé sur la diagonale correspondante du parallélogramme.

2.1.2 Angles

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.5 (PERIMETRES ET AIRES)
A Teeil, je rangerai les domaines bleus dans l’ordre 4,3,1,2 pour les aires (3 moins que ce ne soit
4,3,2,1) et la méme chose (4,3,1,2 ou 4, 3,2, 1, j’hésite encore) pour les périmétres, bien que ce soit
moins évident pour les périmétres que pour les aires. Voyons maintenant les calculs.
Considérons cette figure donnant des noms aux diffé-
rents types de domaines ainsi qu’a certains points de
cette figure.
Les angles qui interviennent dans ces calculs sont
AEB = BEC = CED = %. Ces angles sont égaux
car AEC et BED sont deux triangles équilatéraux
™

(leurs angles sont égaux a %) inscrits dans un carré

(ses angles sont égaux a 7). Les périmétres des diffé-

rents domaines sont, par conséquents, égaux a : 7

S 8

1. 2x AD =2x (g):W%3,1416
TN

2.2x AC +1=2x (%) +1=% 4+1~3,0944 ; /
TN N

3. 2x AC + BC:QX(§)+%:%~2,6180 8

7 D,

N
4 4x BC =4x (%) =2 ~2,0944

Les périmétres des domaines sont donc rangés dans l'ordre 4,3,2,1 (d’apres les valeurs approchées
2,0944 — 2,6180 — 3,0944 — 3,1416).

Pour les aires, calculons séparément

I’aire d'un carré de co6té 1 : 1

aire d'un secteur circulaire d’angle 5 et de rayon 1: § +2 =
'aire du domaine n°5 : 1 — § =~ 0,2146

laire du domaine nl : 2 x 7 —1= 5 — 10,5708

laire d'un triangle équilatéral comme FAC, de coté 1 : V3 20,4330

+ o+ e+

+

+ laire d’un secteur circulaire d’angle % et de rayon 1: § +2 = %’ ~ 0,5236
+ l'aire du domaine n°2 : 2 X & — % = % ~ 0,6142

+ laire du domaine n°6 : 7 — (% — %) = 3‘/1527” ~0,1712

+ laire du domaine n°7 : 1 — 7 — (3‘/13727”) = 12727{273\/5 ~ 0,0434

« Vaire du domaine n°8 1 1 — § — 2 (1222783 ) — 2=1246¥3 ~ 0, 1278

+ laire du domaine n°3 : § —1 — (”_121;6ﬁ> = 5“_12\/5 ~ 0,4430

+ Vaire du domaine n°4 ; 2750V3 — (#=1250V5) _ 4mb212V3 o 315

C’est un peu fastidieux et assez difficile a suivre, d’autant qu’il y a différentes facons de procéder pour
arriver a ces résultats. Mais la conclusion est que les aires des domaines sont donc rangées dans 'ordre
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4,3,1,2 (d’apres les valeurs approchées 0,3151 — 0,4430 — 0,5708 — 0,6142).
Si on ajoute les domaines verts au domaine bleu d’'un méme carré, on obtient :

1. Taire du domaine n’1 : 2 x 7 —1 =5 —1~0,5708

2. l'aire du domaine n°2 avec un ajout vert : § — @ +1x <12_21r2_3\/§> = ”+6E3‘/§ ~ 0,6576

3. ’aire du domaine n°3 avec deux ajouts verts : 27 6\[ +2 x (12 21’2 3\[) = 24*“1;12ﬁ ~ 0, 5297

4. l'aire du domaine n°4 avec quatre ajouts verts : W + 4 x (12_213_3*/5) = 15_”3_6‘/5 ~
0,4887

Conclusion finale : il n’y a pas de changement, les aires des domaines bleu+vert(s) sont donc rangées
dans Vordre 4,3, 1,2 (d’apres les valeurs approchées 0, 4887 — 0,5297 — 0, 5708 — 0, 6576).

CORRECTION DE I'EXERCICE 2.6 (TRIANGLES ISOCELES DANS CERCLE)

Il v a quatre points C' du cercle trigonométrique tels que ABC soit un triangle isocéle.
Avant de se lancer dans les calculs, remarquons que 'axe de symétrie
d’un triangle isocéle inscrit dans un cercle passe par le centre du cercle.
En d’autres termes, la bissectrice du triangle isocéle AOB est confondue
avec cet axe du triangle ABC.

Si le sommet principale est C, on a (O?”, O?) OA O? m O—B) [7]

(on divise aussi le modulo quand on divise I’ égahte par 2), d’ou :

(01,00) = (01,04) + (0A,00) = (O1,04) + @108

c
D’ou(O_}O? O_[)OA +(07(7§ (o1 —(a(ﬂ 5}0_’33[] ’

Dans la suite, je vais utiliser la notatlon classique des angles c’est-a-

dire que les angles geometrlques seront orlentes par l'ordre des pomts c

(l’angle (a’ OA) sera noté TOA et U angle (OA 07) (O_[> OA) sera

noté AOI tout simplement.
NB : On a le méme type de relation (une moyenne) si ¢’est A ou si c’est B le sommet principal.

Le cas particulier A(7) et B(%’T) : La figure montre la situation et les 4 points C;, avec i € {1,2,3,4}.

Déterminons les abscisses curvilignes de ces points :
27r+7r 11
+ Cl : 4 = ﬂ—

M= =
. 02 :72_71._’_121::35#(

C et Co sont diamétralement opposés)

_*+V47 T 2 _ —m
ng.WQ 4etdomc*y4—f—3—6
,7""73 4 T _ 137
+ Oy 145 S etdoncyy =3 — 7 =55

Les différents angles de ces triangles se calculent a l'aide du théoréme de ’angle inscrit. Les angles
ACyB, AC3B et AC4B sont égaux car ils interceptent le méme petit arc de cercle AB

(Ca, C3 et Cy sont situés du méme coté de la corde [AB], sur le méme grand arc AB ).

. N ey y . c .27 m _ 5w o B
Ils sont égaux a la moitié¢ de I'angle au centre AOB qui mesure ici 5 — 7 = 13, soit 37.

L’angle A/Cl\B intercepte le grand arc de cercle AB - ; il est donc égal & la moitié de 'angle au centre

AOD o o 5 19 19
rentrant AOB qui mesure ici 27 — 15 = 55, d’otl AC’lB T.

Voici donc les angles des 4 triangles isocéles ABC' :

197

1. ABC est isocéle en C] : A/C’l\B 19” et ClBA BA01 F = Z—g

2. ABCgestisocéleenC’g:A/C-'Q\BZ‘;’—Zetcjl?‘lzB/A\(E:%:%7r

3. ABCgestisocéleenA:@z@zg—zetmzﬂ—QxQ%:%

4. ABC’4estisocéleemB:zﬁb‘\B:C’/ZlA\B:‘;’—ZetA/B-FAtZTr—Qx‘;’—Z:%r



: Lorsque les abscisses curvilignes de A et B sont A(0) et
B(), celles des points C; sont :

+Cim=3

+ Oy 72—7r+§ 2y

+ C3: 8 zﬂetdon(:’yg—2ﬂ

« Cy: BEM =0 et donc y4 = —pf
Les expressions trouvées sont plus simples dans ce cas. Les angles des
triangles se déduisent de 'angle au centre saillant 8 < 5 ou de I'angle
rentrant 27 — 3 :

1. ABCj est isocele en C : AClB B et ClBA BAC’l = ZTT_[; = %
2. ABC5 est isocéle en Oy : ACQB et CQBA BACg -5 =5 - %

3. ABCj3 est isocéleenA:@z@zgetm:w—ng:w—ﬁ
4. ABCj est isocéleenB:A/C4\B:C’/4A\B:§etA/Ba:7r—2x§:7r—ﬁ

En prenant des points quelconques A(a) et B(f3), on peut juste considérer qu'il y a une rotation d’angle
a et considérer que 'angle 8 correspond, avant la rotation, & un angle égal & 8/ = 8 — a (langle «
correspond a un angle égal & &/ = a — « = 0). On peut alors utiliser les formules précédentes en
remplagant 3 par ', et en ajoutant o aux abscisses curvilignes trouvées (pas aux angles des triangles
car ceux-ci sont inchangés par la rotation) :

e Cromi =5 +a; ACB = 2152 et C1BA = BAC, = §
v Cyiyp = 27f+5 +a ACQB 2 et CQBA BAC2 =T

e C3 3 = 23/ ta; Ach CgBA =5 et BA03 =7 f
o Cou=—B +a; ACiB = C1AB = % et ABCy =71 —f3'

»\Q

Vérifions que cela donne bien les bons résultats pour a = 7 et 3 = 2— donc avec g/ =

— _b5m — —
. Oy :fylz24—1—4:%;AClB—%T”:%etClBA:BAQ:E’—”

_ (2946)m _ 357 5T ot (WRA — BACL —
= 5P = 8 LACyB = 3% et CoBA = BAC, =

3

+ Cy ;y3:2x§i+g:1ﬁ-AogB CgBA_5“ et BAC3=n— 32 =12
L —
T_

12 24 peiag 12 = 12
¢ Cy=—5+ . AC4B=C4AB= -3 et ABC, =n— 2 =12

24

+ 02 Y2 = 12

T— 12 = 12

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.7 (COURBE 1)

Voici la figure demandée ou sont placées les positions de M pour A € {J;; 2 .27}
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J’ai fait la figure sur Geogebra plutot que
réellement & la main, ce qui permet d’affi-
cher la trace du point M pour d’autres po-
sitions de T'. Cette trace apparait comme
une courbe, celle-la méme que nous cher-
chons a exprimer de facon analytique.

Pour réaliser cette figure, il suffit de
constater que la longueur de la ficelle dé-

roulée est égale a la longueur de I’arc ﬁ\,
soit & A directement puisque \ est exprimé
en radians et que le rayon du cercle vaut
1.

Déterminons maintenant les coordonnées
de M dans le repére orthonormé (O,1,J),
naturellement associé au cercle trigonomeé-
trique. La figure de I’énoncé suggérait que
OTM est un angle droit, (MT') étant la
tangente au cercle en T. Cette caracté-
ristique de la situation fait que, H étant
le projeté orthogonal de T sur (OI), on a
MTH = TOH. En effet, dans le triangle
TOH rectangle en H, l'angle OT'H est le
complémentaire de TOH. Or OTM étant
droit, OT'H est ¢galement le complémen-
taire de MT'H. Par conséquent MTH et
TOH ont méme mesure, notée .
Considérons alors le point U, projeté or-
thogonal de M sur (TH).

MQ(T(')

©A

M(N)

Mi(

To--m1

|
5]

=]
w

L’abscisse de M est égale a la somme OH + UM (les longueurs sont ici considérées comme toujours
positives, ce qui n’arrive réellement que lorsque A € [0, 5], mais en réalité elles pourront étre négatives,
comme OH dans la figure du haut ou A € [, 7]). Or OH = cos(\) et UM = sin(A) x TM et on a vu

que TM =\, Aot zpr = OH + UM = cos(A) + Asin(A).

Pour l'ordonnée de M, ce n’est pas trés différent : ypy = TH —TU or TH = sin(\) et TU = Acos(A),

x = cos(A) + Asin(\)

d’ott | M (M) { y = sin(\) — Acos(\)




Lorsque la ficelle est complétement déroulée (sa
longueur est égale a 10), le point 7" se retrouve a
I’abscisse curviligne 10 = 10 — 27 ~ 3, 7168[27].
Les coordonnées de M sont alors calculées & par-
tir de la formule

z = cos(10) + 10sin(10) ~ —6, 2793
M(10) { y = sin(10) — 10 cos(10) ~ 7, 8467

Cette courbe est appelée « développante » du
cercle trigonométrique ou aussi, plus savam-
ment, « anti-clothoide ». Elle a tendance a s’ap-

procher d’une spirale d’Archiméde au fur et a
mesure que 'on déroule la ficelle. Une spirale
d’Archiméde est la trajectoire décrite par un
point animé d’un mouvement rectiligne uniforme
sur une demi-droite tournant elle-méme de fa-
con uniforme autour de l'origine de cette demi-
droite (la courbe réalisée par un diamant qui par-
court les sillons d’un disque « vinyle » en est un
exemple).

1

Voir les propriétés, développements et autres applications (engrenages, etc.) sur le site Mathcurve

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.8 (COURBE 2)

1- Voici la figure demandée, réalisée avec Geogebra, pour a € [0, 27]. Pour cet intervalle de valeurs,
la roue effectue un tour complet. Le périmeétre de la roue étant égal & wd ot d = 2r est le diamétre,
égal & 700mm selon I’énoncé, la valeur de = parcourra ainsi tout l'intervalle [0, 7007] comme il était
demandé.

Pour placer correctement le point C' sur la roue, il faut déja réaliser que la longueur = OR doit étre

égale & 'arc RC . Or, la longueur de cet arc est égale & ra. On en déduit la valeur de 'angle a donner
a Geogebra pour placer C' & partir de r :

a= % = T = =05, si z est exprimé en mm comme 7
Sur ma figure, j’ai pris r = 3, 5¢m = 35mm, soit une échelle de %. La courbe est réalisée en activant

la trace du point C' et en déplacant le point R mobile sur la droite horizontale passant par O.

1
1
1
1
&
@] H

R(«)

2- L’abscisse de C' est égale a la difference OR — RH. Or OR = x = rac et RH = rsina (on doit
imaginer un cercle trigonométrique de centre A avec le point I(1,0) sur la demi-droite [AR) et orienté
dans le sens horaire). On en déduit que xc = OR — RH = ra — rsin(a) = r(a — sina).

Pour 'ordonnée de M, ce n’est pas trés différent : yo = RA — AT or RA =1 et AT =rcosa (je n’ai

1. https://www.mathcurve.com/courbes2d/developpantedecercle/developpantedecercle.shtml
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pas indiqué le point T sur cette nouvelle figure pour ne pas la surcharger - se reporter a la figure de
Pénonceé), d’ou

C(a) {
2

Cette courbe est appelée « roulette » ou plutdt cycloide. Voir a son propos dans Mathcurve °.

x=r(a—sina)
y=r(l—cosa)

3- Le programme qui va nous permettre d’estimer la longueur de cette arche de cycloide utilise
la formule que nous venons de mettre au point pour les coordonnées d’un point de cette courbe.
L’intervalle [0, 27| est découpé en n tranches avec des angles de la forme o; = %, Pentier ¢ décrivant
Pensemble {0,1,2,--- ,n}.

from math import *
n=int (input ("Combien de subdivisions? "))

diam=700 e ~,
Combien de subdivision=s? 100

r=diam/2

long=0 Longueur estimée = 2799.884508283351mm

alpha=0 Rapport awvec diam = 3.99983558326193

x1,y1=0,0

for 1 in range(l,n+l): Combien de subdivisions? 1000000
alpha+=2*pi/n Longueur estimee = 2799.9999999988186mm
x2=r* (alpha—sin{alpha) ) Rapport avec diam = 3.999999999998312

R

y2=r*{ 1 —cos (alpha) )
long+=sgrt ( (x1-x2) **2+ (yl-y2) **2)
x1,yl1=x2 ,y2
print ("Longueur estimée = {}mm".format (long))
print ("Rapport avec diam = {}”.format{longfdiam}}

Les exécutions du 1°* programme (en bleu ci-dessus) montrent qu’avec n = 100 subdivisions, on
s’approche déja beaucoup d'une valeur qui parait la limite atteignable 2800mm, soit 4 fois le diamétre.
Avec n = 1000000 subdivisions, la valeur obtenue ne s’écarte de cette limite hypothétique que d’un
milliardiéme. La preuve mathématique de ce résultat (la longueur d’une branche de cycloide vaut 4 fois
le diameétre du cercle qui I’a engendrée) a été donnée au XVII® siécle par Christopher Wren, l'architecte
qui concut la cathédrale Saint-Paul de Londres.

from math import *
n=9% #nombre de subdivisions

diam=T00
r=diam/2 [Ez;;rtir de n=48, la longueur est a moins de 0.5mm ;;%Ej
long tetal=0
diff=1
while long total<4d*diam-diff/2:
n+=1
long,alpha=0,0
x1,y1l=0,0

for i1 in range(l,n+l):
alpha+=2*pi/n
x2=r* (alpha-sin{alpha))
ya=r*( 1 —cos (alpha) )
longt+=sgrt ( (xl-x2) **2+ (yl-y2) **2)
xl,yl=x2,y2

long total=long

print{”&_ﬁartir de n={}, la longueur est & moins de {}mm pré&s".format(n,diff/2))

Pour savoir a partir de quelle valeur de n la longueur estimée dépasse 2799, 5mm (larrondi au mm le
plus proche doit donner la valeur limite), on peut tatonner. J’ai préféré écrire un 2° programme, assez
proche du 1°* (voir ci-dessus), qui détermine directement ce nombre : il faut au moins 48 subdivisions
pour obtenir cette précision du millimétre.

Un petit prolongement pour ceux qui, munis d'une calculatrice Numworks, se demandent si on
ne pourrait pas tracer directement cette courbe au moyen d’un programme en Python. La question

2. https://www.mathcurve.com/courbes2d/cycloid/cycloid.shtml
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est intéressante : on dispose d’une formule pour cette courbe (les coordonnées x et y du point C en
fonction du parametre o € [0,27]) et le module Kandinsky permet de changer la couleur d’un pixel
de lécran (composé de 320 pixels sur sa longueur et de 222 pixels sur sa hauteur). La question est
comment faire?

La 1*¢ approche que 'on peut faire de ce probléme est de s’inspirer (essayer de comprendre) d’un pro-
gramme existant. Dans le Workshop de Numworks, je trouve le programme parametric_graphing.py
créé par ferrOf luidmann, avec cette description explicite (pour initiés seulement)

Plot parametric graphs with parametric_graph(x_function, y_function, tMin, tMax)

Le moins qu’on puisse dire est qu’il n’est pas évident de s’y retrouver dans ce programme! J’ai ce-
pendant adapté les fonctions x_function et y_function pour qu’elles traduisent notre formule et j’ai
modifié le nom (pg a la place de parametric_graph). Le résultat se voit dans la fenétre : en tapant
pg (), on obtient bien un arc de cycloide.

from math import =

from kandinsky impert =

tMin = @

tMax = 2=pi

def x_function(x):
return x-sin{x)

def y_function(x):
return l-cos(x)

def pg(it=1800, fx=x_function, fy=y_function, tmax=tMax,tmin=tMin, xmin=-14.4,xmax=14.4,ymin=-10,ymax=10) :

col=color(8,0,255)
blk=color(@,0,0)
gry=color (220, 228, 220)

>>> pg()

y_0=int(ymax=221/{ymax-ymin))
X_@=int{xmin*318/ {xmin-xmax))
gridx = int{xmin)
while gridx <= xmax:
*=Int(319.0*(gridx-xmin)/ (xmax-xmin)) //f_qﬁx\
for y in range(222):
set_pixel(x,y,gry)
gridx+=1

gridy = int{ymin)
while gridy <= ymax:

y=int(221.0*{gridy-ymin)/ (ymax-ymin))
for x in range(220):

£ pixel modification
grjzy:?jxe (x,¥,8ry) def x_function(x): def y_function(x):
for x in range(320): return 2.5% (x-sin{x)) return 2.5=({1-cos{x))
set_pixel{x,y_0,blk) >>> pg(xmin=0, xmax=28.8,ymin=0, ymax=20)

for y in range(222):
set_pixel{x_0,y,blk)
for t in range(it):
T = tmin+t*(tmax-tmin)/float(it)
Try:
X=fx(T)
=y (T)
pixel_x=int({(¥-xmin)+*319/ (xmax-xmin))
pixel_y=int({{¥-ymax)*221/(ymin-ymax))
set_pixel(pixel_x,pixel_y,col)
except:
X=0
¥=0

Les deux premiéres boucles While servent a tracer le quadrillage (en gris, gry). Les deux boucles For
qui suivent servent a tracer les axes de coordonnées (en noir, blk). La derni¢re boucle trace la courbe
(en bleu, col) : I'intervalle [0, 27] est subdivisé en it= 1000 points et, pour chaque point, le programme
calcule ses coordonnées et les attribue a un pixel de ’écran.
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Pour voir si j’ai bien compris le fonctionnement du programme, j'adapte les parametres envoyés a
cette fonction pour que soit affichée une courbe correspondant a un diameétre de 700mm (ici il y aura 7
carreaux) : Je modifie légérement les fonctions pour que le diameétre fasse 7 et non 2. Je double les valeurs
maximales par défaut et annule les valeurs minimales pour supprimer les cadrans ot on a x < 0 ou
y < 0. Pour cela, je lance le programme avec la commande pg(xmin=0,xmax=28.8,ymin=0, ymax=20).
Le résultat est encadré en rouge.

On pourrait faire mieux et tracer la roue qui se déplace avec la trajectoire du point C' qui se dessine
progressivement. Il faut fabriquer une fonction qui fera office de timer, pour ralentir le tracé et donner
I'illusion d’une roue qui roule (un exemple de timer est la fonction temporise qui se trouve dans mon
programme horloge.py, disponible dans le Workshop). Il faut aussi une fonction qui trace un cercle de
centre et de rayon donné (il y a une telle fonction dans horloge.py). Bien que ces perfectionnements
sortent des limites de ce corrigé, je me suis amusé & programmer une telle animation.

Je n’ai pas eu besoin du timer car, en fait, les tracés demandés prennent suffisamment de temps pour
que la roue avance a vitesse lente (méme tres lente). Ce qui est contraignant dans ce module Kandinsky,
c’est qu’une figure tracée doit étre effacée (donc tracée & nouveau mais avec un stylo de couleur blanche)
avant d’étre retracée ailleurs. Sinon, les figures se superposent. Sans ces effacements, aprés avoir tracé
le cercle dans ses 1000 positions intermédiaires, on ne verrai qu’une grosse tache noire. Il faut aussi
retracer le quadrillage si on veut le garder intact tout le temps de 'animation.

Comme ce programme n’est pas destiné a étre adapté a d’autres situations, j’ai simplifié le programme
initial de ferrOfluidmann. J’ai ajouté des fonctions pour tracer un cercle (pour la roue) et un segment
(je voulais‘« voir » la roue tourner, il fallait donc au moins 1 rayon, j’ai tracé un diameétre). J’ai relégué
a de mini-fonctions le réle de transformer les coordonnées réelles en coordonnées pour 1’écran : par
exemple, le centre du cercle a, au début, pour coordonnées réelles (0;3.5) et pour I’écran (0;183). Les
222 pixels de hauteur de I’écran étant divisé en 20 unités, comme 222 — % = 183,15, le pixel est
arrondi & 183.

Une derniére chose : j'écris le programme dans le Workshop de Numworks car c’est beaucoup plus
facile (copié/collés autorisés, utilisation du clavier de 'ordinateur) mais l’exécution de cette animation
n’est visible a chaque étape que sur la calculatrice. Dans le Workshop, on ne voit que la phase finale
(celle que j’ai mis sur U'illustration ci-dessous).
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from math import =
from kandinsky import = xmax,ymax=28.8,20
def cercle(x@,yd,r,c,e):
for 1 4in range(2#e):
xd=x0-int{(r-1+0.5) /sqrt(2))
xf=x@+int({(r-1i*0.5)/sqrt(2))

for x dn range{xd,xf+1): def py(y):
return int((ymax-y)+*221/ymax)

def px(x):
return int(x*319/xmax)

®1l=x
yl=y@+int(sqri((r-i#0.5)#*2-(x-x@)==*2))
set_pixel(x,yl,c)
for j in range(3):

H2=x0+y1-y0

y2=yB+x0-x1

set_pixel(x2,y2,c)

x1,yl=x2,y2

def pg():
col=color{255,0,0)
blk=color{@,0,0)
wht=color(255,255,255)
gry=color(220, 220, 220)
r=3.5
X1,Y1,X2,Y2=0,0,1,1
for x in range(320):
set_pixel(x,221,blk)
for i in range(l00):
gridx,gridy=0,10
while gridx<=xmax:
¥=1nt(319.0=gridx/xmax)
for y in range(111,222):
set_pixel(x,y.,gry)
gridx+=1
while gridy=<=ymax:
y=int({221.0=gridy/ymax)
for x in range(328):
set_pixel(x,y,gry)
gridy+=1
seg(px(X1),py (Y1) ,px(X2),py(¥2) ,wht)
cercle(px{(X1+X2}/2),py(3.5),px(r),wht,1)
T=i#pi/5@
X1l=r*(1+T-5in(T))
Y1=r#{l-cos(T))
K2=r+(1+T+sin(T))
¥2=r+(1l+cos(T))
seg(px(X1),py (Y1) ,px(X2),py(¥2),blk)
cercle(px{(X1+X2}/2),py(3.5),px(r),blk,1)
I 1t for t in range(i):
T T=t*pi/50
X=r=(1+T-51n(T})
¥ Y¥=r*(1l-cos(T))
{ set_pixel(px(X),py(¥),col)

def seg(xa,ya,xb,yb,c):
if abs(yb-ya)<abs(xb-xa):
if xbe<xa:
xa,xb=xb,xa
ya,yb=yb,ya
m={yb-ya)/{xb-xa)
p=ya-m=xa
for 1 1in range(xb-xa):
set_pixel(int{xa+i),int{m*(xa+i)+p),c)
else:
if yb<ya:
ya,yb=yb,ya
xa,xb=xb,xa
m={xb-xa)/{yb-ya)
p=xa-m=ya
for 1 1in range(yb-vya):
set_pixel(int{m*(ya+i)+p),int(ya+i),c)

2.1.3 Produit scalaire

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.9 (CARRES SUR TRIANGLE)
Si I est le milieu de [AB] montrons alors que le médiane (AI) de ABC est une hauteur de AFH,

autrement dit, montrons que (Al) L (FE). Montrons, pour cela, que le produit scalaire ﬂ . ﬁ est
nul :

Comme I est le milieu de [AB], on a Al = i (ﬁ + @)
De plus, d’apres Chasles ﬁ = E — ﬁ

Onendéduitqueﬁ-ﬁ:%(E—F@)-(E—ﬁ) :%(Eﬁ—ﬁﬁ—i—ﬁﬁ—@ﬁ)
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Mais, comme ACDFE et BAFG sont des carrés,
AL AF =0et AC - AL =

On n done AT FE =3 (1B AF — A0 1F),
Orﬁ ﬁ ABXAEXCOS@E

etzﬁﬁ ACXAFXCOSJ@I@

Les angles ( f@ E ? ﬁ sont opposes

car ( ﬁ E ﬁ

et (AC, AF) — (ﬁ AB) + E% ﬁ"

alors (,TC, AB) = (@, AC)

et (A ,ﬁ) = —(ﬁ,ﬁ) (angles droits de sens op-

posés).
On en déduit que les cosinus sont égaux : cos( ﬁ /TE)) = COS(z@, ﬁ ), notons ¢ ce nombre.
Finalement, A FE = S(AB x AE — AC x AF'). Et comme AB = AF et AC = AE (c6tés de mémes
carrés), le membre de dr01te sannule : Af - FE = S(AB x AE — AE x AB) =

Les vecteurs ﬁ et ﬁ sont donc orthogonaux, ce qui achéve de prouver que (AI ) est une hauteur du
triangle AEF.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.10 (PUISSANCE D'UN POINT)
Montrons que M A - M § est indépendant de A et B en introduisant A’ le symétrique de A par rapport
au centre O de €.

NA-MB = MA- MA car (MB) L (BA)
= (]\78 + E)l) . (z\ﬁ + ﬁ) d’aprés Chasles
= MO? — 0A? car O milieu de [AA']
= OM? —r? en développant le produit scalaire

Ainsi, lorsque 4 points distincts A, B, C' et D sont
sur un méme cercle de centre O et de rayon r tels que
(AB) et (CD) soient sécantes en M, on a

+ m . ]\ﬁ = OM? —r?

+ m . J\ﬁ = OM2 — T2
On a donc nécessairement MA-MB = MC - MD. La
partie directe de la propriété est prouvée :
A, B, C, D cocycliques = MA-MB = MC‘ MD
Montrons la réciproque :

On sait que A, B, C, D sont distincts et tels que MA- MB = MC - MD.

+ Montrons que A, B et C ne sont pas alignés. Si c’était le cas, comme M = (AB) N (CD),
alors on aurait M = C et alors m % C@ C"ﬁ = 0 C"ﬁ = 0. On aurait donc aussi
M—>A m =0 < CTZX C@ = 0 Or A, B et C étant alignés, cela impliquerait que soit
CA <:> C = A, soit C@ = O <= (' = B, ce qui ne se peut pas puisque les points sont
SUpposés dlstlncts. A, B et C ne peuvent donc pas étre alignés.

+ A, B et C n’étant pas alignés, appelons % le cercle circonscrit a ce triangle. Montrons que D
appartient a %. On sait que le point M = (AB) N (CD) est tel que MA-MB = MC - MD;
or, la droite (MC) recoupe le cercle € en un point, noté E, tel que, d’aprés la partie directe
MA-MB = MC - ME. On en déduit que MC - MD = MC - ME, c’est-a-dire que m
(MD—ME) — MC-ED=0.

Les points M, C, D et E étant alignés (M € (C'D) par hypothése et E € (MC') par définition
de FE), un des vecteurs de ce produit scalaire est nul. Ce ne peut pas étre W car M # C (on
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a montré que C' ¢ (AB)). C’est donc E"ﬁ Par conséquent E = D, le point D appartient donc
bien au cercle €.
Application 1 :

Comme A, B, P, @ sont cocycliques (ils sont sur ¢
par hypothése) alors, par application de la propriété
directe, MA-MB = MP - MQ.

De méme, comme A, B, P/, Q' sont cocycliques, alors
—

—
MA-MB=MP - MQ'

_ _ —
On en déduit que MP . M(j = MP' - MQ'" et donc,
par application de la propriété réciproque, P, Q, P’ et
Q' sont cocycliques.

Application 2 : Nommons I le milieu de [AB] et montrons que (CI) L (DE) :

Ci-DE = ((74 + C_B>) : (C_E> - 0_15) car I milieu de [AB]
(CA-CE-CA.CD+CE-CE-CE-CD) par développement
(-CA-CD+CE-CE) car [AD] | [BE]
(—C’B> .CE+CB- C-E)) car A, B, D, E sont cocycliques

O NI RN RN N -

La médiane de la corde [AB] est donc orthogonale a la corde [DE]. Regardez ce que devient cette
meédiane lorsque [AB] devient un diamétre du cercle : un rayon. Et ce rayon est orthogonal a ce qui
reste de [DE] : la tangente au cercle en C (figure du milieu). La propriété est vraie pour les 4 médianes
d’un quadrilatére ABDE inscrit dans le cercle tel que ses diagonales soit perpendiculaires (figure de
droite).

CORRECTION DE I'EXERCICE 2.11 (REGTANGLES)

Comme ABC'D est un rectangle, on a DA - DC = 0. De plus, I et J étant les milieux de [AB] et [AD],
ona Al - JD =0 et aussi DA - JD = —1 x £ (J milieu de [AD]) et Al - DC = L x L. Ces 4 produits
scalaires intervenant dans le caleul de DI - JC = DI x JC x cos(lT[), ﬁ) :

17} . ﬁ = (1721 + ﬂ) . (ﬁ + lﬁ) d’aprés Chasles

— —
:DA-J?jLDA-l%jLﬂ-ﬁ—i—ﬁ-ﬁ par développement
l L
= (=l x 5) +0+04 (L x 5) d’apres les contraintes de I’énoncé
Lz 2 L2-r

2 2 2
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Pour déterminer I'angle CNT = (17} ) ﬁ) il nous reste a exprimer DI et JC en fonction de L et [ :

D’aprés Pythagore, DI? = [ + (%)2 = LQZ‘U? et JCO? =L?+ (1)2 12+4L2

On en déduit que \/L22+4l2 X \/12549 X cos(Dﬁ, ﬁ) = _l , et donc cos( —[> ? \/L2+4lL22x\Z3+4L2
Application numérique :

SiL=4etl=2, alorsonacosD—}? \ﬁf f ~ 0,514496

et donc ﬁ,ﬁ =cos™! (ﬁ) ~ 1,030377.

Remarque :

Il est plus simple de déterminer cet angle sans le produit scalaire. L’expression finale obtenue est aussi
plus simple. Cet exercice n’a donc qu’une vocation d’entrainement.

Puisque tan(C’DI) = 2—1 et tan(lTC’TV) =2 on en déduit que DNC = — (C/’D\I + D/C'TV)

et comme ONI = 7 — DNC = CDI + DCN d’ou ONI = tan~! (21) + tan~! (QL) L’application
numérique donne CNT = tan™ (%) +tan™! (%) =tan~ (1) +tan~! (1) = T +tan"! (1) ~ 1,030377.

D C D C
N
J a L
B
4 —a° 4 "
A | A | B

Pour déterminer C'LT , nous allons reprendre la méthode du produit scalaire :

ﬁ . @ = (Ezl + ﬂ) . (E + Zﬁ) d’aprés Chasles

S
L — 20>

w\h‘

:D—1>41ﬁ+D—1)458+;1_[>@+;1_[}58 par développement
L
= (=) 4+0+0+ (L x 5) d’aprés les contraintes de ’énoncé
_£_12:L2—212
2 2
rD—[)~zﬁ:DIxAC><0084}@ VL2+412 X V12 + L? xcos#ﬁ
On en déduit que VELLAVL2 A2 VL2+4Z x cos(D 7 z@ =L 21 et donc cos(D 7 z@ L? 21" , d’ott
(I2+L2)(L24412)

17[) @ :cos_1< ( L> 2" >

l2+L2)(L2+4l2)
L’expression obtenue pour CLI n'est pas beaucoup plus simple que pour CNT...mais elle va étre trés

pratique pour répondre a la question posée dans l'application, contrairement a ce que donnerait le

calcul plus direct de CLI soit tan™! (21) +tan~! (é)

Application numérique :

Si CLT = %, alors on doit avoir cos(D —[> 1@ = cos(%) = 0, d’ou L?—21” = 0. Comme le
2 V/(2+L2)(L2+412)

dénominateur de cette fraction est strictement positif, il faut avoir L? — 2[2> = 0 et donc (%)2 = 2.
Ceci est seulement réalisé lorsque L = /2 (car L et I sont des longueurs, des nombres strictement
positifs). Les feuilles des photocopies du format A4 mesurent 21em sur 29, 7em, ce qui correspond bien
A ce rapport puisque v/2 x 21 & 29, 69848 qui s’arrondit au mm prés a 29, Tem.

NB : Les formats sont déterminés pour une autre particularité de ce rapport. Quand on coupe ou qu’on
plie une feuille A4 en deux, on obtient une feuille qui posséde le méme rapport 7 L — /2 : ¢est le format
A5. Et ainsi de proche en proche, en partant du format initial, noté A0 qui est défini initialement par
son aire de 1m? et la propriété % = /2. C’est la norme internationale 150216 qui a fixé cet usage.

Une feuille AO0 mesure ainsi v/2m = 118,9¢m sur %m ~ 84, 1lcm.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 2.12 (ORTHOCENTRE)

Coordonnées des sommets : A(—3,1), B(1,5) et C(3,—3).

Coordonnées des milieux : A’(2,1) de [BC], B'(0,—1) de [AC] et C'(—1,3) de [AB].
Composantes des vecteurs : AB(4,4), BC(2,—8) et CA(—6,4).

Un point M (z,y) appartient a la hauteur issue de A si m(am—?), y—1) L B?(Q, —8), soit si AM - BC =
0<=2(x+3)—-8y—1)=0<=z—4y+7=0.

De méme, I’équation des hauteurs issue de B : 3x — 2y +7 =0 et issuede C' : x +y = 0.

Si les hauteurs sont concourantes, les coordonnées d’un point vérifient les 3 égalités simultanément :

r—4y+7=0 _
x ==
3r—2y+7=0 <= { 5
r+y=0
I’orthocentre du triangle est donc le point H(?, %)

—
Un point M(z,y) appartient a la meédiatrice de [BC] si AM(z — 2,y — 1) L B?(Z —8), soit si

e
AM-BC=0+=2(z—2)—8(y—1) =0z — 4y +2=0.

De méme, I’équation des médiatrices de [CA] : 3z —2y —2=0¢t de [AB] : z +y = 2.

Si les médiatrices sont concourantes, les coordonnées d’un point vérifient les 3 égalités simultanément :

z—4y+2=0 6
=32
30 —2y—2=0 <:>{ o
r+y=2 Y75
Le centre du cercle circonscrit au triangle est donc le point O(2; %)
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L'isobarycentre G de {4, B,C} a pour coordonnées (ZAFEBEEC, YARUBEYC) done G(3;1).

Les points O, G et H sont alignés car O—H>( 13, g) est colinéaire a O? _1153, é) On peut le vérifier

en calculant le déterminant de ces vecteurs, mais on peut surtout remarquer que OH = 30? ce qui
prouve l'alignement des points O, G, H dans cet ordre sur la droite de Euler du triangle.

Un point M (x,y) appartient au cercle € circonscrit au triangle ABC si OM? = 0A? —

612 4\2 _ 62 4\2 _ 442
(-5 +(@-35)"=(3-5"+0-3) =%
Déterminons les coordonnées des points et assurons nous qu’elles vérifient I’équation de & :
+ Hipc)(z;y) est sur la hauteur issue de A et le milieu de [H H{p¢] est sur (BC). Or 'équation

de (BC) est 4v +y — 9 = 0 et le milieu de [HHpc]| a pour coordonnées (IJFQ5 ,y+5) Les
coordonnées cherchées vérifient le systéme :

=7 7
4<x+25>+(y;5)_920 <:>{20x+5y_111:0 @{x:g)

— __ 251

f 409, 251 09 _ 6\2 (251 _ 4\2 _ (307)\2 183\2 __ 442
Verlﬁons que H[BC](@, ﬁ) est sur % (ﬁ g) + (ﬁ — 5) = (ﬁ) —+ (ﬁ) = o5 - DOHC
oui, Hipc) € €.

+ De meéme, Hisc est sur la hauteur issue de B et le milieu de [H Hig¢q] est sur (AC). L'équation

B
de (AC) est 22+ 3y +3 = 0; le milieu de [H H|4¢;] a toujours pour coordonnées (w+25 ; y—;5) et

on trouve finalement H[AC}(%?; %%1) Vérification que Hyyc) € € (ﬂ — g)2+ (%él - %)2 =
(1) + ()’ = 4
65 65 25
+ De méme, on trouve que Hjy B](?lg, T ) et que ces coordonnées vérifient 1’équation de €.
+ Le segment [HH 4/] a pour milieu A'(2,1).
€Tr =
<~
{y -

—
H
1~ 01\\1
S—
I
—= N

SN—
I

Les coordonnées de H 4/(z;y) vérifient le systéme : {

ol U“S

2 rol ol
—
N @
+

5
Vérification que HA/ c¥ (7_%)2_,_(%_%)2: ( ) (%)2:4%2_
+ Deméme, Hp/(L,=) e € et Ho (2, %) €€

Le cercle € circonscrit au trlangle ABC contient donc bien les 6 points (en rouge) qui sont les symé-
triques de l'orthocentre par rapport aux cotés et aux milieux des cdtés, ce qui se voyait sur la figure
mais qui nécessitait une preuve. Le calcul analytique fournit cette preuve qui se généralise pour tous
les triangles. On peut reprocher a cette méthode son coté fastidieux mais elle a ses avantages : en
fournissant les coordonnées des points elle peut étre programmeée. Pour traiter le cas général (bien plus
intéressant), recommencer avec les points A(xa,ya), B(zp,yr) et C(xc,yc).

Le milieu E du segment [HO] a pour coordonnées (3 (g — %) P s (% + %)), soit doncFE (T e 10 Le
cercle de centre E passant par A, on le notera ¢”, a donc pour équation (v — zg)? + (y — yp)? =

(24— wm) + (ya — yp)? = (o + )% + (y — 1)2 = 2L,

Déterminons les coordonnées des points et assurons nous qu’elles vérifient I’équation de €” :

A
+ H, est le milieu de [H H{pcy] qui a pour coordonnées (I—;s ; y;5) avec r = 40—9 et y = 21 (voir
plus haut). On en deduit H,(22;31). Verification que H, € ¢” @ (32 + 5)? + (% — %)2 =221
+ De méme, Hb(l—;, %) €€ et H(—2,2) € €.
+ H, étant le milieu du segment [H A] a pour coordonnées (=31; £).

Vérification que Hy € ¢ (R + 52+ (-1 =2
+ De méme, Hp(=L,18) € ¢” et Ho(3,22) € €.
Le cercle ¢’ circonscrit au triangle A’B’C’ contient donc bien les 6 points (en bleu) qui sont les
projections orthogonales de l'orthocentre sur les cotés du triangle et les milieux des segments joignant
Porthocentre a ses sommets. Si on remarque que l'orthocentre du triangle A’B'C’ est le centre O du
cercle circonscrit au triangle ABC', on va alors trouver d’autres points sur ce cercle : les symétriques de
O par rapport aux cotés et aux milieux des cotés du triangle A’B’C”; mais 3 de ces nouveaux points

sont déja connus, je vous laisse trouver lesquels.
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2.1.4 Trigonomeétrie

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.13 (PENTAGONE REGULIER)
Partie 1 :
Pour exprimer sin(5z) en fonction de sinx, utilisons la formule d’addition :
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
Ainsi, sin(bx) = sin(4z + x) = sin(4x) cos(z) + cos(4x) sin(x).
Mais, d’aprés les formules de duplication, on a
sin(4z) = sin(2 x 2z) = 2sin(2x) cos(2z) = 4sin z cos x cos(2z) = 4sinz cos (1 — 2sin? z)
D’autre part, a I’aide des mémes formules
cos(4x) = cos(2 x 2z) = 2 (cos(22))? —1 =2 (1 —2sin? x)2 -1
On en déduit que

sin(5z) = (4sinz cosz(1 — 2sin® 7)) cosx + (2 (1- 2 sin? a:)2 - 1) sin
= 4sinm0082x(1 — 25sin? x) 4+ 2sinz (1 — 25sin? :U)2 —sinx

= 4sinz(1 —sin z)(1 — 2sin? :B)—i—QSlnm(l—QSm x)Q—sinx

Développons cela et ordonnons les termes. Pour simplifier ’écriture, je note X =sinx :
sin(5z) = 4X (1 — X?)(1 — 2X?) +2X (1 —2X?)?2 - X =16X° — 20X3 +5X = X(16X* — 20X?2 +5).
On obtient donc finalement sin(5z) = sinz (16sin* 2 — 20sin z + 5).

L’équation sin(5x) = 0 peut étre résolue en considérant I’équation algébrique 16 X° —20X3 +5X =
X(16X% —20X2 +5) = 0.

Le facteur 16 X* — 20X2 + 5 s’annule pour X2 = 20%{ = \f qui sont 2 nombres positifs.

Dong, il v a 4 solutions qui sont \/5+8\/5, —\/54“8\/57 \/5—8\/g ot f\/i_

A ces solutions, il convient bien stir d’ajouter X = 0.

L’équation sin(5x) = 0 peut aussi étre résolue de fagon trigonométrique 5z = 0[27] ou bz = 7[27],
ce qui revient & 5z = O[r], d’oi en divisant par 5 : x = 0[Z]. Sur le cercle trigonométrique, il y a 10
points qui correspondent a cette définition, mais cela ne fait que 5 valeurs différentes pour les sinus.

2m
5

e

oy

Par identification des valeurs trouvées, on en déduit que :
+ sin(ZF) =4/ % (la plus grande valeur positive)

+ sin(f) =4/ 5_*6 (la plus petite valeur positive) o

Par symétrie sin (55”) = sin(2X) et sin (4;) = sin(f).
Pour les cosinus, on utilise la formule cos(2z) = 1 — 2sin? z,

ol

S

donccos(Qgr)—l—2s1n( ) 1—2x2=¥3 f ‘[4 o ’ °e
et cos (4;) =1 —251n(25r) =1-2x 5+8‘/5 = 717}1‘/5.

Pour le cosinus de %, on remarque que ¥ = 7 — % et donc 05

cos (£) = — cos (1) = 155

De méme, cos(‘%) :—COS(QgT) :%ﬁ. —
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Partie 2 : .-
La construction est réalisée ci-contre et semble conduire &
un pentagone régulier.

Déterminons les longueurs :

2 2
17 =3/(5)"+(5)" =rx L.
OK =0J +JK =+ 1] =rx 155,
OL=JL—JO=1J—%=rx¥51 .

N

1

i

— -
Comme OK = r x 1+4‘[ OA X % et comme OK et OA sont de sens contraires, on en déduit
— ——
que OK = —1+IOA = cos 4 Z'OA. Les points C et D qui sont situés sur la perpendiculaire a (OA)

passant par K, on donc des absc1sses curvilignes qui correspondent & cet angle Am ot a celui qui a le
méme cosinus, c’est-a-dire —%’T = %’T

De méme, comme OL = r X \[4 L—0Ax \f L ot comme 07 et OA sont de méme sens, on en déduit
que Oj = %OA = cos & OA Les pomts B et E qui sont situés sur la perpendlculalre a (OA)

passant par L, ont donc des absc1sses curvilignes qui correspondent a cet angle < 27 ot & celui qui a le

méme cosinus, c’est-a-dire —2F = 5Z.
Finalement, les points A, B, C, D et E qui ont des abscisses curvilignes égales a 9, 2 4T 0T ¢of 87

sont les sommets d’'un pentagone régulier.

Partie 3 :
Veérifions sin(a + b) + sin(a — b) = (sinacosb + cosasinb) + (sina cosb — cosasinb) = 2sina cosb.
Calculons

4 2 4
51ng (1+2<:os5+200 7T> :sinz+2sinzcosl+2$inzcos—7r

5 5 5 5 5 5!
_o.m I 51 —3r
= smg + <81n5 +Sln5> + (sm5 +Sln5>
LT . =T .3 . —3m .
= <81n5 =+ sin 5> + <sm5 =+ sin 5) —+ sin 7T
=04+040=0

Comme sin ¢ # 0, on en déduit que 1 + 2 cos XX = +2cos F 4” =0.

Mais cos 4; =2 cos2 25” 1 d’apreés la proprlete cos2r = 2 cos®x — 1.

On en déduit, en posant X = cos 25“, que 1 + 2 cos 25“ +2 (2 cos? %’r — 1) =1+2X +2(2X2-1)=0.
En développant et ordonnant cos 2; est solution de I’équation 4X 2 + 2X — 1 = 0.

Mais cos %’r = cos (27r — ?) = cos 85”, on en déduit que 1+ 2cos4 T+ 2 cos & - = 0 et donc, en posant
X = cos 5 , on trouve que cos ==& 4” est solution de la méme équation 4X2 +2X — 1 = 0.

cos = 5 est la solution négative de cette équation alors que cos 25” en est la solution p051t1ve.

Qjév = _Hﬁf‘f on en déduit que cos 2; = 1+‘[ et cos 5 = _11‘@.

Ces solutions étant X =

CORRECTION DE I'EXERCICE 2.14 (TRIANGLE)
Dans le triangle A’BC’ I'angle BC" A’ qui n’est pas noté, est égal & m — § — B (somme des angles d’un

triangle). On en déduit que Pangle O est égal a ™ — <7r —0— E) =B (alignement de A, C’, B).
De méme, onmontreque/B\’:W— (7r—5—2> = Aet que;l\’:ﬂ— (7r—5—6) =C.
Les triangles ABC' et A’B’C’ ont donc les mémes angles, ils sont dits semblables. Le plus grand, ABC,

est un agrandissement de rapport k& > 1 du plus petit, A’B’C’. On cherche k. Pour cela calculons
BC = BA' + A'C en déterminant BA’ et A’C' a l'aide de la loi des sinus :
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: 1 AC BA’ _ __ BA’
Dans le triangle BA'C’, on a inB — mmr—s-B) — an(iD)
Dans le triangle CA’B’, on a ;‘n% = :i‘n(g.
On en déduit que BC = BA' + A'C = A'C'sin(0+B) + A'B'sing

in B inC'
Mais k x A'C' = BC et k x A’B' = AC (céstlréls homologtilens des triangles

semblables), donc la relation précédente s’écrit
Lk x BC = BCsin(§+§) ACsi/r\u?.

sin B R sin C'
. sin(0+B) AC'sin§
n en tir = = =.
On en tire k sin B BC'sinC'

AC_ _ BC_
sin B sin A

AC __ sin

Simplifions le dernier terme & ’aide de la loi des sinus : et donc 55 = = f? d’ott
Sin

_ sin(d + B) n sin B'sin 0
sin B sin Asin C
sin Asin C (Sin((S + B\)) + sin? Bsind
sin A sin Bsin C
sin Asin C (sinécos@ + cos d sin E) + (1 — cos? E) sin §
sin A sin Bsin C

cos 8 sin Asin B sin C +sind (sinﬁcosésina + 1 — cos? LA?)

singsinﬁsin@
1+ COSE (singsina — Cos E)

= cosd +sind x — = —
sin Asin Bsin C

Pour obtenir la forme symétrique souhaitée, il faut maintenant remplacer cos B par cos (7r — (ﬁ + @)) =

— Cos (2—1— 6) = — <cos AcosC — sinzzl\sin6>. On obtient :

1 +cos§ (singsina—k (Cosgcosa—singsin5)>
sin A\sinﬁsina
1+ cos A cos B cosC

sin A sin Bsin C

k =cosd +sind x

= cosd +sind x

Voila le résultat attendu.
Lorsque 6 = § cela se simplifie en

b 1+cosgcos§c056

sin A sin B sin C

La figure n’est pas facile a faire : un triangle ABC' étant donné, peut-on dans tous les cas construire
le triangle A’B’C” respectant la consigne avec 6 = 5 7 Il semble que si on sait placer un sommet de
A'B'C’ sur un des cotés de ABC, le reste de la construction ne pose pas de probléme (il suffit de tracer
les 3 perpendiculaires successivement). Déterminons la longueur C' A’ :

! !’ [ > YA H
On a vu que 48 = 4C qone CA' = ABsing _ ACsinG o Jopqque § = . on obtient CA’ = —4C_
! sin C sin o’ sin C' ksinC_ 7 ! 27 ksinC
AC(sinAsinB)

Avec la valeur de k trouvée, cela devient C A’ =

14cos AcosBeosC”

Pour un triangle ABC, on peut ainsi placer A’ et, de 1a, trouver les points B’ et C’. Lorsque ABC
est obtus la construction ne conduit pas a un triangle A’B’'C” (figure de droite).
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CORRECTION DE L’%ERCICEQQ(TRIANGLE EQUILATERAL)
A)+ (OA,OM) =2+«

(OC,0M) = (OC,04) + (OA,0M) = 2 + 2
Appliquons le théoréme d’Al-Kashi aux trlangles OMA, OMB et OMC':
MA? = OM? + OA? — 20M - OACOS(OA OM) =724+ 7r% - 2rfcosx = 2r?(1 — cosz). MB? =
OM? + OB? — 20M - OB cos( O? OM =72 472 —2r2cos (%) =272 (1 — cos(x 2“)) MC? =
OM? 4+ OC? — 20M - OC cos( O? OM) = r2 + 1% — 2r? cos (x?“) = 2r? (1 — cos (“22”)) Pour
simplifier cette expression, utlhsons la proprlete de linéarisation 1 — cosz = 2sin” 3 :
MA2 = 2r2(1 — cos ) = 22 (2sin® £) = (2rsin2)? = MA = 2rsin € (car MA > 0).
MB? = 2r2 (1 — cos (£52)) = 272 (2sin® (£ — %)) = (2rsin (£ —2))® = MB = 2rsin (% - T)
(car MB > 0).

= 2r (1 —cos(z+2“)) = 2r% (2sin® (% +Z2)) = (2rsin (3 +§))2 = MC = 2rsin (
(car MC >0).
Pour prendre la racine carrée de ces expressions, il faut se poser la question du signe.
On sait que z € [0, ZF].
On a donc % € [0, §] et donc sin ¥ > 0 d'ou MA? = (2rsin%)2 = MA =2rsing.
Pour £ —Z € [-%,0],onasin(3 —%) <0et MB*= (2rsin (% — %)) — MB=—2rsin (% - %).

+3)

(V]

Pour £+ Z € (2,2, onasin($+%)>0et MB? = (27’8111(% %)) :>MC—2TSIH(%+%).
Flnalement la propriétée M A + MB MC' s’écrit 2rsin § — 27 sin (% — E) = 2rsin ( %)
Simplifiée par 27, il reste donc sin § = sin (2 3) + sin ( )

Or 5111(2 )+s1n( +£) = sin (5 ) cos (g) —cos( )sm( )+ n(%) coS (%)+cos (%) sin (%) Cela
se simplifie en sin (f — 7) + sin (% + %) = 2sin (%) cos ( )

On en déduit que sin (% — Z) +sin (% + Z) = 2sin (£) cos (5) = sin (%) (car cos (§) = 3).

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.16 (PROBLEME D’ARITHMETIQUE)

A N . 272 32 2 2_rr2
Calculons cos(a) avec le théoréme d’Al-Kashi :cos(a) = ¢ +21al ¥ = L e L

A0 i 2 1 _(457\2 __ 52272 . _ 52272 _  [1322x3 __
On en déduit que :sin?(a) = 1 —cos?(a) = 1— (£27)" = 22455 et donc sin(a) = \/261121 = \/ S =
132x+/3

511
) I . N _ a?41P—c? 73241122 _ 17873—c?
De l'autre coté, de la méme maniére, on a cos(f) = “—5 =% = S ma s = “pas

Mais comme 8 = § — « (triangle équilatéral), on va calculer autrement le cosinus de 3 :
cos(f3) = cos (5 — a) = cos () cos (a) + sin (§) sin ()

- o cos(a) \/gsm(a) 457 (v3)2x132 _ 853
soit cos(f) = + = 3x501 T T axBil — 1022

Doy 1T878—c* — 1805232 = c? = 17873 — 16352 x 2% = 4225 = 65% et donc ¢ = 65.

Généralisons cette recherche du 4° nombre (c¢) connaissant les 3 premiers (a, b et 1) :
a2+l27b2
2al

2
R e

cos(a) =
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cos(f) =cos (5 —a) = Cosz(a) + ﬁs;n(a) mais aussi cos(f) = %

. . a?+12—c2 _ cos(a) \/gsin(a)  a242—p2 \/g\/(gal)2_(a2+l2_b2)2
On en déduit que “—5 % = =5~ + = ot -

en multipliant par 4al, on obtient 2(a2 + 2 - 02) —a?2 L2 - \/g\/(gal)z _ (a2 T2 b2)2

dott a2 4 b2 + 12 — /31/(2al)? — (a® + 2 — b2)2 = 22

a?+b2+12—/34/(2al)2 — (a2 +12—b2)2
2

et, finalement ¢? =
il suffit d’en prendre la racine carrée pour obtenir notre 4°longueur.
Les contraintes portant sur les 4 nombres sont :

Y

+ a, b, cet [ sont des entiers non nuls (une solution avec a = 0 par exemple n’est pas intéressante
car alors P est confondu avec un sommet)
+ a<l, b<letc<Ipour que le point soit a l'intérieur du triangle. Sans perte de solutions, on
peut supposer que les nombres sont rangés dans cet ordre a < b < ¢ (’égalité n’est pas écartée)
+ les inégalités triangulaires doivent étre respectées pour que le point P existe vraiment. On doit
avoir a+b > 1, b+c >l et a+c > 1 (I'égalité n’est pas intéressante a priori car alors le point P
est sur un bord, mais on peut ne pas refuser ces solutions qui ne sont pas forcément triviales)
Il ne reste plus qu’a construire un programme qui examine toutes les possibilités.
Je fais croitre [ en partant de [ = 1 sans trop d’espoir pour cette valeur, mais dans l'ignorance d’une
valeur plus pertinente pour le début.
Je choisis ensuite a dans U'intervalle |1;1[ et puis b dans Uintervalle [a;![, de maniére a respecter l'in-
égalité a + b > [ (je n’écarte pas la possibilité de I'égalite).
Je calcule alors la valeur de ¢ avec la formule trouvée et je vérifie que ce nombre est un entier. Si c¢’est
bien le cas, alors j’ordonne les 4 nombres pour qu'ils soient bien dans I'ordre (a priori il n’y a que ¢ a
classer) et j’affiche la solution.
Le programme continue de cette maniére en essayant toutes les combinaisons.
Vous noterez que je n’ai pas programmé toutes les contraintes mais, pour effectuer le calcul de ¢, on
doit prendre deux fois la racine carrée d’un nombre. Or, cette opération n’est possible que si le nombre
est positif. J’ai donc mis deux tests dans la fonction qui calcule ¢ pour éliminer les cas ot un de ces
nombres se révélerait négatif. Je suppose, sans l'avoir démontré, que ces tests reviennent a écarter les
cas qui ne satisfont pas les deux autres inégalités triangulaires.

from math import *
def distance(a,b,l):
if 3% ((2%a¥]l) *¥*2- (1**2+q**2-h**2) **2) >0 and (1¥*2+a**2+b**2-sgro (3% ((2ra*]l) **2- (1L**2+a**2-h**2) **2)))>0:
return sqrt ((1*¥*2+a**2+b**2—sqrt (3% ((2%a¥]) **2— (1**2+a**2-b**2) **x2))) /2)
else : return -1

n=0
solutions=list ()
for L in range(1,120) :#coté du triangle
#print ("triangle de cété {}".format (L))
for A in range(l,L) :#premiére distance
for B in range (A,L) :#deuxiéme distance
if A+B<L:continue
C=distance (A,B,L)#troisiéme distance
if €>»0 and int(C)=—C:
long=[A,B,int (C) ,L]
long.sort()
if leng not in solutions:
n+=1
print("soclution n*{} : {}".format(n,long))
sclutions.append (long)

1)
e

solution n®2% : [33, 55, 77, 88]

solution n°1 : [3, 5, 7, 8] solution n®15 : [16, 38, 49, 55] solution n°30 : [42, 48, 78, 90]
solution n®*2 : [7, 8, 13, 15] solution n®*l6 : [21, 35, 49, 56] solution n°31 : [40, 51, 79, 91]
solution n®3 : [6, 10, 14, 18] solution n®17 : [28, 32, 52, &0] solution n®32 : [11, 85, 91, 96]
solution n®4 : [5, 16, 19, 21] solution n®18 : [15, 48, 57, &3] solution n®33 : [26, 70, 86, 96]
solution n®5 : [9, 15, 21, 24] solution n®19 : [24, 40, 56, 64] solution n°34 : [36, 60, 84, 96]
solution n®6 : [14, 16, 26, 30] solution n®20 : [9, 56, 61, 65] solution n°35 : [10, 80, 91, 59]
solution n®7 : [12, 20, 28, 32] solution n*21 : [22, 48, 62, 7T0] solution n®36 : [39, 65, 91, 104]
solution n®8 : [11, 24, 31, 35] solution n®22 : [27, 45, 63, 72] solution n°37 : [25, 80, 95, 105]
solution n®9 : [7, 33, 37, 40] solution n®23 : [35, 40, 65, 75] solution n°38 : [33, 72, 93, 105]
solution n®10 : [15, 25, 35, 40] solution n®24 : [32, 45, &7, 77] solution n°39 : [49, 56, 91, 105]
solution n®11 : [10, 32, 38, 42] solution n®25 : [14, 66, 74, B0] solution n®40 : [32, 78, 98, 110]
solution n®12 : [21, 24, 39, 45] solution n®26 : [17, 63, 73, B80] solution n®41 : [42, 70, 98, 112]
solution n®13 : [13, 35, 43, 48] seclution n®27 : [30, 50, 70, 80] solution n°42 : [55, 57, 97, 112]
sclution n®l14 : [18, 30, 42, 48] soclution n®28 : [20, 64, 76, B4] |sclution n®43 : [B7, 65, 73, 112]

L’exécution de ce programme montre qu’il existe beaucoup de solutions :
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+ la 1™ solution (@ = 3,b = 5,¢ = 7,1 = 8) est toujours intéressante mais elle correspond a
un point P sur le bord du triangle. La solution proposée par le texte (elle est extraite d’une
publication de American Mathematical Monthly) porte le n°43

+ pour [ < 1000 je trouve 678 solutions (le programme est assez long pour aboutir) dont voici la
derniére :a = 295,b = 704, ¢ = 889, = 999

+ toutes les valeurs entiéres ne conviennent pas pour [, la liste des valeurs pour lesquelles il y a des
solutions commence par : 8,15, 16, 21, 24, 30, 32, 35, 40, 42, 45, 48, 55, 56, 60, 63, 64, 65, 70, 72,75, 77, 80, 84, 88,
Cette liste se retrouve dans Iencyclopédie des nombres entiers de Sloane? ot elle porte le
n°229839 mais, en réalité, il ne s’agit que des valeurs pour lesquelles le point P est sur un coté.
Si on ne retient que les solutions ou le point P est vraiment & l'intérieur du triangle et non sur
le bord (il faut ajouter quelques tests), la 1*¢ est celle de I’énoncé (cela explique son choix par
VAMM). Les suivantes sont a = 73,b = 88,¢ = 95,1 = 147 et a = 43,b = 147,c = 152,] = 185.
Ces vraies solutions sont beaucoup plus rares : je n’en trouve plus que 50 pour [ < 1000, la
plus grande étant a = 333, = 663, c = 840,10 = 993. La liste est présente dans I’OEIS sous le
n°61281 ; une formule y est associée a cette situation : 3(a* +b* +c* +d?) = (a® +b? + 2 + d?)?,
je vous laisse découvrir pourquoi. On peut étre encore plus restrictif si on élimine les solutions
non-primitives comme la 4¢ (¢ = 114,b = 130,c¢ = 146,01 = 224) qui est juste un agran-
dissement de la 1 d’un facteur 2. En éliminant les solutions non-primitives (il faut ajouter
un petit module « PGCD »), il n’en reste plus que 22 pour [ < 1000, la plus grande étant
a = 469,b = 589, c = 624,1 = 965. La liste des valeurs pour lesquelles il y a ce type de vraies
solutions primitives commence par :

112,147,185, 273,283,287, 331,403, 485, 507, 520, 559, 592, 633, 637, 645, 691, 713, 728, 873, 965.
Cette liste n’est pas présente dans 'OEIS.

Pour finir, voici une représentation des proportions de ces 22 triangles-solutions. J’ai réalisé cette
figure pour visualiser les solutions trouvées, éventuellement observer des particularités. En réalité je
m’apercois surtout qu’une partie des solutions n’est pas a l'intérieur du triangle comme je m’y attendais.
Cela me montre une lacune dans mon systéme de contraintes : il faut étre plus restrictif encore pour
éliminer ces solutions extérieures. J’ai ajouté cette condition supplémentaire : a +b+ ¢ < 2x [ et les
6 fausses solutions sont éliminées. Sauriez-vous justifier cette contrainte supplémentaire, ou la prendre
en défaut ?

3. https://oeis.org
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