Exercices de géomeétrie
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2.1 Enoncés
2.1.1 Vecteurs
EXERCICE 2.1 (POINT FIXE) .
Soient A, B et C' trois points fixes et M et IV deux points variables tels que AM—I—m = 1@—1—@
Montrer que les droites (M N) passent toutes par un méme point fixe P & préciser.
e N
EXERCICE 2.2 (PENTAGONE PAR SES MILIEUX)
Connaissant les milieux I, J, K, L et M d’un pentagone ABC'DFE, nous voulons construire les
sommets de ce pentagone.
1. Sachant que I, J, K, L et M sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD], [DE] et [EA],
montrer que ces points vérifient 1’égalité M A = JI + LK
L 2. En déduire la méthode pour construire ABC DFE connaissant [JKLM )
e N
EXERCICE 2.3 (POINTS ALIGNES)
Pour tout réel a # 0 et tout triangle ABC, on définit les points P, @ et R par :
—
ﬁ:aﬁ,@:aCAetCﬁ):aB?
Faire une figure dans le cas particulier a = % puis, dans le cas général :
1. Déterminer les coordonnées de P, @ et R dans le repére (A, xﬁ , xﬁ)
2. Exprimer les coordonnées de 1@ et PR dans la base (zﬁ , 1@)
3. Déterminer o pour que P, ) et R soient alignés et distincts.
Montrer que, dans ce cas, @ est le milieu de [PR] puis illustrer ce cas par une figure.
\ J
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EXERCICE 2.4 (QUADRILATERE DANS PARALLELOGRAMME)

Soit ABDC un parallélogramme quelconque. On place E, F, G et H respectivement sur [AC],
[AB], [CD] et [BD] de maniére & inscrire le quadrilatére EF HG dans le parallélogramme.
Partie 1 : EFHG forme un trapéze de bases [EF] et [GH]. Faire une figure sur Geogebra qui
permette de déplacer les bases du trapéze ; observer sur quel lieu se déplace le point d’intersection
de ses diagonales.

L’objectif des questions qui suivent est de prouver cette propriété.

1. Montrer que l'on traduit ’énoncé en choisissant des nombres e, f, g et h dans l'intervalle
[0; 1] tels que, dans le repeére (A, E ) B), les sommets du trapéze aient pour coordonnées
E(0ye), F(f;0), G(g;1) et H(1;h), avec f(h—1) =e(g—1)

2. Déterminer les équations des droites (AD), (EH) et (FG).

3. Déterminer les points d’intersection My = (EH) N (AD) et My = (FG) N (AD)

4. Prouver alors que M; et M, quand ils existent, sont confondus

Partie 2 : Les diagonales (EH) et (FG) du quadrilatére sont paralléles aux cotés du parallélo-
gramme. Faire une figure sur Geogebra, puis montrer que les cotés (EG) et (F'H) du quadrilatére
sont

+ soit paralléles entre eux et, dans ce cas, paralléles a la diagonale (AD)
+ soit sécants et, dans ce cas, leur point d’intersection se trouve sur la diagonale (AD)

2.1.2 Angles

EXERCICE 2.5 (PERIMETRES ET AIRES)
Estimer a I’ceil le classement des 4 domaines bleus
+ selon les aires croissantes
+ selon les périmétres croissants
Calculer les périmétres et les aires de ces do-
maines (prendre les cotés des carrés égaux a 1),
pour confirmer ou corriger les classements esti-
més.
Ajouter le(s) domaine(s) vert(s) d’un carré au do-
maine bleu modifie de quelle fagon le classement
L des aires?

EXERCICE 2.6 (TRIANGLES ISOCELES DANS CERCLE)

Un cas particulier :

On considére les points A et B du cercle trigonométrique d’abscisse curviligne A(F) et B(Z).
Faire une figure, puis trouver tous les points C(y) du cercle trigonométrique tels que ABC' soit
un triangle isocéle. Préciser les abscisses curvilignes des différents points trouvés ainsi que les
différents angles de ces triangles.

Le cas général :
Refaire cet exercice en prenant A(0) et un point quelconque B(f).
En déduire les résultats pour des points quelconques A(a) et B(fS).
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EXERCICE 2.7 (COURBE 1)

Une ficelle de longueur 10 est enroulée autour d’un disque de rayon 1 dans le sens horaire. Son ex-
trémité libre est notée M. On représentera cette situation par un cercle trigonométrique. Lorsque
la ficelle est complétement enroulée, le point M coincide avec le point I(1;0) du cercle trigo-
nométrique. On déroule progressivement la ficelle en veillant & toujours la maintenir tendue.
Nommons T le point ot la ficelle perd le contact avec le disque et notons A 1’abscisse curviligne
de T (voir la figure). Dans cette situation, on s’interroge sur la courbe que va décrire le point M.

1. Faire une figure & la main sur laquelle seront placés les
positions de M pour les valeurs suivantes de ’abscisse
curviligne A de T': 7, m, 3777 et 2m.

—

2. H étant le projeté orthogonal de T sur (OI), expliquer
pourquoi MTH = TOH, puis déterminer les coordon-
nées du point M en fonction de .

(©)

3. Déterminer la position du point M lorsque la ficelle est
complétement déroulée, puis tracer la courbe compléte
avec Geogebra (afficher la trace de M).

EXERCICE 2.8 (COURBE 2)
Un chewing-gum s’est collé sur la roue avant de mon vélo. Cette roue ayant un diamétre extérieur
de 700mm, on aimerait déterminer ’expression analytique des coordonnées du point C' (comme
chewing-gum) lorsque 'axe A de la roue se déplace d’une longueur x, la roue restant en contact
avec la route en un point noté R.
On considérera que le chewing-gum est en contact avec
le sol (R et C sont alors confondus en un point noté
O) lorsque = = 0 et on mesurera la rotation de la roue
par un angle, noté a, égal a 0 lorsque R est en O.

1. Faire une figure avec Geogebra (afficher la trace
de C) pour z € [0,7007] ou le point mobile est
A (ou R).

2. H étant le projeté orthogonal de C sur (OR), et
T celui de C sur (AR), déterminer les coordon-
nées du point C en fonction de a.

3. Déterminer la longueur approximative (& 1mm
prés) de la trajectoire parcourue par le chewing-
gum pendant 1 tour de roue.

Utiliser pour cela un programme qui subdivise 'intervalle [0, 27] en n parties égales et détermine
la longueur de la trajectoire entre deux positions voisines de C' en estimant que celle-ci peut étre
assimilée au segment de droite reliant ces deux points. Lorsque n est grand, la somme de ces
longueurs s’approche de la longueur cherchée. Jusqu’a quelle valeur de n faut il aller pour obtenir
une estimation précise & lmm prés?

2.1.3 Produit scalaire

EXERCICE 2.9 (CARRES SUR TRIANGLE)
On construit extérieurement au triangle ABC deux carrés ACDFE et BAFG. Montrer que la
médiane issue de A dans le triangle ABC' est la hauteur issue de A dans le triangle AEF.
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EXERCICE 2.10 (PUISSANCE D’UN POINT)
On considére un cercle € de centre O et de rayon r et un point M ¢ €.

T
Une droite passant par M coupe % en deux points A et B, montrer que M A - M B ne dépend
pas de A et B. En déduire que 4 points distincts A, B, C et D tels que les droites (ABZ et (CD)

sont sécantes en un point M sont cocycliques si et seulement si M A - M B=MC-MD.

Applications :

1. Soient € et ¢’ deux cercles sécants en A et B, et soit M un point de (AB).
Deux droites 2 et 2’ passant par M sont telles que 2 coupe € en P et @ alors que &’
coupe ¢’ en P’ et Q'. Prouver que P, Q, P’ et Q' sont cocycliques.

2. Soient € un cercle et C' un point intérieur & %. On trace deux droites perpendiculaires 2
et 9’ passant par C. La droite 2 coupe € en A et D alors que la droite 2’ coupe € en B
et E. Montrer que la médiane issue de C dans le triangle ABC' est la hauteur issue de C
dans le triangle CDE.

7

.

EXERCICE 2.11 (RECTANGLES)
ABCD est un rectangle de longueur AB = L et de largeur AD =1 < L. Soient I et J les milieux
de [AB] et [AD]

1. Les segments [C'J] et [DI] se coupent en N.

Déterminer I'angle CNT en exprimant le produit scalaire 17 . ﬁ en fonction de L et [.
Application numérique : déterminer C N1 lorsque L =4 et | = 2.

2. Les segments [AC] et [DI] se coupent en L. Déterminer I’angle CLI en fonction de L et I.

Application numérique : montrer que CLI = § lorsque L = V2.
Vérifier que les feuilles des photocopies — au format A4 — possédent cette propriété.

7

EXERCICE 2.12 (ORTHOCENTRE)

Les points A(—3,1), B(1,5) et C(3,—3) sont donnés par leurs coordonnées dans le repére or-
thonormé (Q,;,;) Faire une figure sur laquelle seront placés les constructions suivantes afin de
vérifier les résultats obtenus par le calcul.

1. Kcrire une équation de chacune des hauteurs du triangle ABC.
Retrouver que ces hauteurs sont concourantes en un point H, nommé « orthocentre » du
triangle, dont on déterminera les coordonnées.

2. Ecrire une équation de chacune des médiatrices du triangle ABC.
Retrouver que ces médiatrices sont concourantes en un point O, nommé « centre du cercle
circonscrit », dont on déterminera les coordonnées.

3. Déterminer les coordonnées du point G, isobarycentre de {A, B,C'}, puis montrer que les
points O, G et H sont alignés sur une droite appelée « droite de Euler » du triangle.

4. Ecrire une équation du cercle € circonscrit au triangle ABC, puis montrer que les points
suivants appartiennent au cercle € :
+ Hipcy, Hiac) et Hiap), les symétriques de H par rapport aux cotés [BC|, [AC] et [AB]
+ Hy, Hp' et Her, les symétriques de H par rapport aux milieux A, B’ et ¢’ de [BC],
[AC] et [AB]
5. Soit E le milieu du segment [HO]. Montrer que E est le centre du cercle circonscrit au
triangle A’B’C’ puis que ce cercle contient aussi les points suivants. Ce cercle est appelé
« cercle de Euler » ou « cercle des 9 points » du triangle.

+ H,, Hy et H., les pieds des hauteurs issues de A, B et C
+ Hy, Hp et He, les milieux des segments [HA], [HB] et [HC]
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2.1.4 Trigonomeétrie

7

EXERCICE 2.13 (PENTAGONE REGULIER)

Partie 1 :

x étant un réel quelconque, exprimer sin(5z) en fonction de sin .

Déterminer, en utilisant 2 méthodes différentes, I’ensemble des valeurs de z telles que sin(5z) = 0.

En déduire les valeurs de sin (5) sin (2; ) sin (3gr ) et sin (4; )

Déterminer ensuite cos ( 5) cos (257r ), cos (%’T) et cos (45’T )

Partie 2 :
Soit %, un cercle de centre O et de rayon 7.
Effectuer la construction suivante :

1. Tracer deux diameétres perpendiculaires [AA’] et [HH'|
—
2. Placer le point I milieu de [OH] et le point J tel que 0J = %OA’.

3. Tracer le cercle de centre J passant par I. Ce cercle coupe le diamétre [AA'] en K et L, L
étant celui qui appartient a [OA].

4. Tracer les perpendiculaires & [AA’] qui passent pas K et L. Ces droites coupent le cercle €
en 4 points B, C, D et E qui forment avec le point A un pentagone régulier.

Pour justifier cette construction :
Déterminer les longueurs IJ, puis OK et OL. .

[ s
En déduire que OL = cos 2; OA et OK = cos %OA

Partie 3 :
Il y a bien d’autres maniéres de déterminer cos (”?”) avec n € {1,2,3,4} : la plus simple peut-étre
est la suivante :

1. Montrer que sin £ (1 —1—2005 + 2 cos 5) = 0. Pour cela, on peut utiliser la propriété
suivante (a verlﬁer) 2sina cos b =sin(a + b) + sin(a — b).

2. En déduire que cos 2* et cos 4; sont les solutions de I'équation 422 + 2z — 1 = 0.

3. Résoudre cette equatlon et conclure.

EXERCICE 2.14 (TRIANGLE) e
Dans un triangle ABC on en inscrit un autre A’B’C’ tel que BA'C' = CB'A’ = AC'B’, cet angle
commun étant noté 4.
1. Montrer que les triangles ABC et A’B'C’ ont les
mémes angles, comme il est noté sur la figure ci-contre.

2. Déterminer le rapport d’agrandissement k entre ces
deux triangles semblables en fonction de /T, E, Ceté /\C
(indication : on pourra utiliser la loi des sinus dans o
deux triangles, en cherchant a décomposer un coté de
ABC' comme la somme de deuz longueurs, par exemple B / T’<P
BC = BA' + A'C). -
3. Montrer que ce rapport peut s’écrire sous la forme sy- AAA d““d 5 \e
1+cos Acos BeosC ¢
sin A sin B sin C'
4. Expliciter k lorsque = 7 ; faire une figure dans ce
cas.

métrique k = cosd + sind X
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EXERCICE 2.15 (TRIANGLE EQUILATERAL)
Soit ABC' un triangle équilatéral direct inscrit dans un cercle € de centre O et de rayon r.

On veut démontrer que pour tout point M appartenant au petit arc AB ona M A+MB = MC.

—
1. On note x la mesure principale de 1’angle (OA,OM).
T .
Exprimer (OB,0M) et (OC,0OM) en fonction de x.
2. Exprimer les distances M A, M B et MC en fonction
de x et r (indication : utiliser le théoréme d’Al-Kashz).
3. Montrer que la propriété se réduit alors & prouver que
sin (3 + %) +sin (3 — %) =sin (%).

4. Prouver cette derniére égalité et conclure.

e N
EXERCICE 2.16 (PROBLEME D’ARITHMETIQUE)

Existe t’il un triangle équilatéral de coté [ et un point P intérieur au triangle dont les distances
aux sommets soient a, b et ¢ tels que les nombres a, b, ¢ et [ soient des entiers?

1. Une réponse & ce probléme a été donné dans la figure
ci-contre mais il manque le nombre c. Pour le détermi- “
ner, commencer par calculer cos(a) puis sin(a). Mon-
trer ensuite que sin(a) = g 3 avec p et q entiers. En
déduire cos(f) puis c.

2. La méthode entrevue ici peut servir a chercher d’autres
solutions & ce probléme. Montrer que c doit étre égal a

\/l2+a2+b2f\/3((2al)27(l2+a27b2)2)
2

(on ne cherchera pas a simplifier cette expression) H
=112

3. Préciser I'ensemble des contraintes portant sur a, b, ¢ et [ pour un point P & l'intérieur du
triangle, puis programmer la recherche de tous les quadruplets (a, b, ¢, 1) avec [ < 120, qui satisfont
I’ensemble de ces contraintes.




