1.1. CORRECTIONS 1

1.1 Corrections

1.1.1 Problémes du second degré

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.1 (JEU)

Puisque n — 1 joueurs ont perdu et donnent n€ au gagnant, celui-ci regoit n(n — 1) = 20.
Cette équation s’écrit n? —n — 20 = 0.

Son discriminant est A = (—1)? —4 x (—20) = 1480 = 81 = 92 > 0.

Il y a donc deux solutions & cette équation : % =—4det % = 5.

La 1™ ne convient pas car le nombre de joueur est positif; il y avait donc 5 joueurs.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.2 (POIDS DE L’ASTRONAUTE)
L’altitude de P'astronaute vérifie 'inéquation :

2
70 % (554902 )" < 5 = 14 x 64002 < 5(6400 + )% = 14 x 6400% — 5(6400 + 2)? < 0

Cette inéquation se factorise en :
(v/14 x 6400 — (6400 + 2))(v/14 x 6400 + (6400 +x)) < 0 <= (6400(1/14 — 1) — 2)(6400(/14 — 1) + ).
Elle change de signe pour :

+ =11 = 6400(\/14 — 1) ~ 17546, 61

+ o =129 = —6400(v/14 + 1) ~ —30346, 61
Le poids de I'astronaute sera inférieur a 5 & partir de 17547km d’altitude environ, pour ce qui est de la
racine positive. L’autre racine du trindme est —30347 < 0. Elle correspond a 'altitude de ’astronaute
lorsqu’il est de Pautre coté de la Terre (12800km de diamétre), en dessous de nos pieds, ce qui explique

le signe —.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.3 (RECTANGLE DANS RECTANGLE 1)
Si je note z et 2’ les dimensions cherchées, ces nombres sont solutions de zz’ = 750 (aire du terrain)
et za’ — (x —0,2)(2’ —0,2) = 11. Cette derniére équation se simplifie en 0,2(z + 2/) — 0,22 = 11 <=

r+a2' = % = 55, 2. On connait donc la somme et le produit des racines du trinome 2> —55, 224750,
55,24 55 224750 1/7
il ne reste plus qu’a déterminer ces racines r = = 25:2EVAT0 765 dimensions du

2m.

552+\/7470 ~ 31,0m et o = 232= «/;470 ~ 24,

terrain sont donc x =

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.4 (RECTANGLE DANS RECTANGLE 2)

En notant L et [ les dimensions du terrain, on doit avoir (L —2z)(l —2z) = £l soit, en développant et
en multipliant tout par 2 : 2L1 — 4z (L +1) + 8z = LI. La largeur de la bordure verlﬁe donc I'équation
822 —4x(L +1)+ LI = 0. Le discriminant est A = 16(L +1)? — 32L1 = 16(L* +1?) > 0 (les produits LI

e . A(L+1)£A/16(L2+12 V212 /T212
g’éliminent). On obtient x = (&Lt TG ( ) — Ll L +Z La valeur LHEVLZHE L t

car L+1> L et aussi VL2 + 12 > L, donc L+1++/L? + 12>2L et L+l+vL2+l 2 ce qui ne se peut
pas car la largeur de la bordure ne peut dépasser la moitié de la longueur du terraln Il reste une seule
valeur qui solutionne le probléme, la bordure mesure ¢ = LEH=VLZ+E V4L2+12, ce qui correspond bien au quart
de la différence entre le demi-périmetre (L + 1) et la diagonale du terrain (v L2 + [?).

est trop grande

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.5 (PROFONDEUR DU PUITS)
La profondeur du puits x vérifie I'égalité suivante portant sur la durée des trajets 575 + 49 =3

ou le 1° terme est la durée mise par le son pour parcourir la distance x et le 2° terme est celle de
. . . 2
la chute de la pierre. En posant X = y/z, P'égalitée s’écrlt §T0 + \/L— = 3 et, en remarquant que

1 _ 1 _ 10 _ V10 X\ﬁ
JI5 = Jiokiono= — 70 = 7 O obtient 1'égalite = 340 +

s'écrit 7X? + 340v/10X — 7140 = 0 (j’ai multiplié le tout par 7 x 340 = 2380). Le discriminant de
cette équation est A = 10 x 3402 +4 x 7 x 7140 = 1355920. La solution cherchée est la racine positive
de cette équation (X = /x est nécessairement un nombre positif) élevée au carré, soit le carré de

— 3 = 0 qui, sans dénominateur,



,340m+\/m ~ 6,376. On trouve z = X2 — 62798073300\/33898 ~ 40, 654628m

Pour la formule géneérale, on a 535+ /1% 5 =a qui donne 7X?+3401/10X —2380a = 0. Le discriminant

de cette équation est A = 10 x 3402 4+ 4 x 72 x 340 x a = 1156000 + 66640a. La profondeur du puits
( —340v/104+/1156000+66640a 2)
4 :

est donc égale &

—340 /10 + /1156000 + 66640 # \
14

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.6 (HAUTEUR D’UNE ECHELLE)

D’aprés le théoréme de Pythagore on a d?> + h? = 2,52 = 6,25. Le théoréme de Thalés nous indique,
quant & lui, que 8—%‘ = gé == h 07 ,7(h +d) = dh. Comme (d + h)? = d? + h? + 2dh,
on en déduit que d? + h? = (d + h)? — 2dh. On en déduit que z = d + h est solution de I’équation
22 —2x(0,72) = 6,25 < 2% — 1,42 — 6,25 = 0.

1,444/1 42+4x6 25

Les solutions de cette équation sont =z = = 0,7+ /6,74 mais * = d + h étant
nécessairement positif, on a x = 0,7 + /6, 74. Donc S=d+h=07++6,74et P =dh =
0,7(h +d) = 0,7(0,7 + /6, 74), il ne reste plus qu’a résoudre 'équation 2> — Sz + P = 0, la hauteur
h cherchée étant vraisemblablement la plus grande des 2 solutions (l’autre est d). Utilisons des valeurs

approchées : Iéquation est 22 — 3,296151x + 2,307306 ~ 0 et la plus grande de ses solutions h ~

3,206151+1/3,2961512 —4x 2,307306 . 3,296151—1/3,2961512 —4x 2,307306
% 5 ~ 2,287487 (lautre solution est d = % 5 =
1,008664).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.7 (TRAVAIL EN BINOME)

Appelons t4 et tp les durées pour accomplir le travail cherchées.

Si chacun accomplit la moitié du travail, cela dure %‘ + %B =12,5.

En 1h de temps, M"A exécute i du travail total et M"B en exécute é.
Ensemble, ils exécutent en 1h : i + i du travail.

Or, le travail réalisé en lh represente 3 du travall total.

On en déduit I’ egahte Tt § 6 <— t?AJ;;B = 6 < 6(ta +tp) =tatp.

ta+tp=2x12,5 ¢ { ta+tgp =25
ﬁ(tA—I—tB)ZtAtB tatg = 6 x 25 =150
t4 et tp sont donc les solutions conjuguées de I'équation t? — 25t 4+ 150 = 0.

On trouve ty = 25+27\/% =15et tp = % =10 (ou l'inverse).

Il faut donc résoudre le systéme : {

1.1.2 Problémes du troisiéme degré

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.8 (EXTREMUMS LOCAUX D'UN POLYNOME DU 3* DEGRE)
Appliquons la méthode de Fermat & f : z — a2 + 622 + 92 + 2.
Ecrivons f(z) = f(x+A) : 23+ 622 + 92+ 2= (2 + N> + 6(z + A\)? + 9(z + ) + 2



1.1. CORRECTIONS 3

Transformons cette égalité : 3+ 622 +9x+2 = 23+ (3N +6)2% + (3A2 + 122+ 9)z + (A3 + 612 + 9\ +2).
En regroupant les termes : 3A\z% + (3A% + 12X)x + (A3 + 6% + 9\) = 0.

En simplifiant par A # 0 : 322 + (3A + 12)z + (A2 + 6A +9) = 0.

En posant A = 0 on obtient : 322 + 122 + 9 = 0 qui se simplifie en 2? + 42 + 3 = 0.

Les solutions de cette équation sont x = %ﬂ = —242, s0it —1 et —3, ce qui conduit a Iaffirmation
(correcte) que la fonction f : x — 2% + 622 + 92 + 2 admet des extrémums locaux en —1 et —3.

Une simple vérification graphique permet de s’assurer de cela.

D’une maniére plus générale, la méthode de Fermat permet de montrer que la fonction
Pz ax® +ba® +cr+d

admet des extrémums locaux lorsque b> — 3ac > 0.

Ces extrémums ont pour abscisses les solutions de I’équation 3az? + 2bx + ¢ = 0, soit © = 7biv b2 dac
NB : Cette méthode qui n’utilise pas la fonction dérivée (le concept n’existait pas a I’époque de Fermat)
donne un résultat satisfaisant qui repose sur un théoréme qui sera étudié en classe de terminale (le
théoréeme de Rolle). Rapidement, ce théoréme stipule que si, pour deux valeurs z et 2’ d’un méme
intervalle, une fonction prend la méme valeur, alors il existe au moins une valeur dans l'intervalle
[x; 2'] pour laquelle la fonction admet un extrémum.

On peut souligner audace de cette méthode qui commence par supposer que A # 0 (pour pouvoir
simplifier par \), puis qui achéve le calcul en prenant A = 0!

Le procédé s’applique a d’autres fonctions, il suffit d’étre dans les conditions d’application du théoréme
de Rolle : une fonction continue (la courbe peut se tracer sans lever le crayon) sur [x;2'] et dérivable
(la courbe n’a pas de points anguleux) sur Jx; 2'].

Essayer la fonction f :x — f +2) — 2 pour x > 1.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.9 (SOMME DE CUBES)

En notant n # 0 le plus petit entier, on doit devrait avoir (n + 2)% = (n + 1)3 + n3, égalité qui se
développe : n® + 6n% + 12n + 8 = 2n? + 3n? 4+ 3n + 1 et se réduit : n3 —3n?> —9n —7=0.

Ce choix n’est pas forcément le plus judicieux car 1’expression obtenue est complexe. En choisissant
de noter n le nombre du milieu, I'égalité s’écrit (n + 1)3 = (n — 1)% + n3, égalité qui se développe en
n3+3n% +3n+1=2n3—3n? +3n — 1 et se réduit en n® — 612 — 2 = 0 (les termes en n s’éliminent).

Méthode graphique : si on trace la courbe d’équation y = 2% — 322 — 9z — 7, on s’apercoit qu’elle
coupe 'axe des abscisses en un seul point qui a pour abscisse un nombre qui n’est pas entier (environ
égal & 5,0546). De méme, la courbe d’équation y = 23 — 622 — 2 ne coupe I'axe des abscisses qu’en un
point d’abscisse non entiére (environ égal a 6,0546). Dans les deux cas on doit conclure a I'impossibilité
de trouver de tels entiers.

Méthode arithmétique : prenons l'égalité n® — 6n2 — 2 = 0 dans lequel n est un entier. Cet entier
n’est pas nul car n = 0 ne vérifie pas I’équation. En divisant par n? # 0, on trouve qu’il doit vérifier
légalité n = 6 — % Comme n = 1 ne vérifie pas l'équation, il faudrait que n > 1 (ou n < —1) or
2 <le=n?>2=n>20un< -2 Dés que n > 1 (en supposant que n > 0), le terme retranché
a 6 est compris entre 0 et 1. Le nombre n cherché ne peut donc étre entier.

On peut aussi remarquer que n® — 6n? — 2 = 0 < n2(n — 6) = 2. On remarque que n — 6 doit étre
positif, donc n > 6. Mais pour qu'un produit de deux entiers dont 'un est positif soit égal & 2, il faut



qu’ils soient égaux a 1 et 2 ou le contraire ce qui ne se peut pas.

Avec I'équation n® —3n% —9n—7 = 0 <= n(n?—3n—9) = 7, comme 7 est premier, il ne peut s’obtenir
que par les produits 1 x 7, —1 x (=7), =7 x (—=1) ou 7 x 1.

Dans chacun de ces cas, on vérifie que cela ne se peut pas :

+Sin=1lalorsn?—3n—-9=1-3-9=—-11#7
+Sin=—lalorsn?—3n—-9=14+3—-9=-5+#-7
+Sin="Talorsn?-3n—-9=49-21-9=19#1
+Sin=—Talorsn? —3n—-9=49+21 -9 =61+# —1

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.10 (SOMME DES CARRES)

Si, pour tout réel x € R, on a P(z) = ax® + bx? + cx + d, alors

Pz+1) = P(z) = (a(z + 1 +b(z + 1) + c(z + 1) + d) — (az® + ba® + cx + d).

Développons et réduisons le 2¢° membre de cette égalité :

Plz+1)—Px) = (a—a)r®+ Ba+b—-01>+ Ba+2b+c—cx+(a+b+c+d—d) =
3az® + (3a + 2b)z + (a + b+ c).

D’oi1, si ce polynome doit étre égal a 22, par identification, on doit avoir :

3a=1,3a+2b=0eta+b+c=0, soita:%, b= _Sa =3t etc:—b—a:%.
Comme aucune contrainte n’est posée pour d, on n’a qu’a prendre d = 0.

. . 3 2
On obtient donc I'expression générale du polynome : P(r) = % — %5 + ¢.

Pour z =1, on a P(2) — P(1) = 12
+ Pour z =2, on a P(3) — P(2) =22
+ Pourz =3, ona P(4)—P(3) =3

LT R RN R LR R R R POy

+ Pour z =n,ona P(n+1) — P(n) = n?

+

2

En additionnant membre & membre ces égalités, on obtient
+ dans le membre de gauche P(n+ 1) — P(1).
Or, P(n+1) = P(1) = (528 — 5 4 Lol — (4 — ),
2(n+1)3—3(n+1)2+(n+1) (22341 — (n+1)(2(n+1)2=3(n+1)+1) _ (n+1)(2n*4n)) _ n(nt1)(2n+1)

soit 6 6 6 = 6 = 6
+ dans le membre de droite 12 +22 4+ 32+ ... +n?
Conclusion : 12 4+224+32 4+ ... 4+ n? = 7“"“)6(2”“).

NB : une autre démonstration de cette identité est donnée dans le cours, & la fin du chapitre 3.

1.1.3 Problémes du quatriéme degré

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.11 (SOMME DES CUBES)

Si, pour tout réel z € R, on a P(z) = az?+bz3+ca?+dz+e, alors P(z+1)—P(z) = (a(z + 1)* + b(z + 1)> + c(z + 1
(ax4 + b + cx? + dx + e). Développons et réduisons le 2¢ membre de cette égalité :

(a(z+ D)+ bz +1)3 +c(z+ 1)2 +d(@+ 1) + e) — (az* + ba® + cx? + dx + e) = (da+b—b)x3+(6a+
3b+c—c)x?+(4a+3b+2c+d—d)x+(a+b+ct+d+e—e) = dax3+(6a+3b) x>+ (4a+3b+2c)x+(a+b+c+d).

D’oi1, si ce polynome doit étre égal a z3, par identification, on doit avoir : 4a = 1, 6a + 3b = 0,

64a +3b+2c=0eta+b+c+d=0, soit a = %, b= _71, c= i et d = 0. Comme aucune contrainte

n’est posée pour e, on n’a qu’a prendre e = 0. On obtient donc I'expression générale du polyndéme :

2
P(;p) = %4 — %3 + % _ x2(x222x+1) _ (x(a:;l)) .
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+« Pourz =1, 0ona P(2)—P(1) =1
+ Pour z =2, on a P(3) — P(2) =23
+ Pourz =3,ona P(4)—P(3)=3

+ Pour z =n, ona P(n+1) — P(n) =n?
En additionnant membre & membre ces égalités, on obtient
+ dans le membre de gauche P(n + 1) — P(1).

2
Or, P(n+1) — P(1) = (%) car P(1 ) 0.
+ dans le membre de droite 13 +23 + 33+ ... 4+ n3

2
Conclusion : 12 +23 + 33+ ... 4+ n3 = (W) .

. . 1 - . .
Remarque : on reconnait dans l'expression de Q(n) = % la somme des n premiers entiers, ce qui

prouve que la somme des n premiers cubes est égale au carré de la somme de ces n entiers. Le belle
illustration graphique ci-contre est extraite de Wikipédia ! et montre comment on peut découper les n
cubes pour en faire un carré.

B : I’ébauche d’une autre démonstration de cette identité est donnée dans le cours (exemple 50 dans
le chapitre 3).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.12 (CONJECTURER)

On trouve
+ P(1)=1x2x3x4+1=25=52
+ P(2)=2x3x4x5+1=121 =112
+ P(3)=3x4x5x6+1=2361=192
+ P(4)=4x5x6x7+1=841 = 29?

‘Conjecture n°l ‘ : les nombres P(n) = n(n+ 1)(n + 2)(n + 3) + 1 sont des carrés pour tout n.

Pour prouver cette conjecture, commencons par développer : P(n) = n(n+ 1)(n+2)(n+3) +1 =
nt 4+ 6n3 4+ 11n? + 6n + 1.

Au vu de ce développement, si ce polynome du 4¢ degré est un carré, ce doit étre le carré de n? +bn+1
(d’une fagon évidente les coefficient a et ¢ du trindme doivent étre égaux a 1).

Développons donc maintenant : (n? + bn + 1)2 = n* + 2bn> + (b2 + 2)n? 4 2bn + 1.

Par identification, on doit avoir 2b = 6 et b* + 2 = 11.

La 1% de ces égalités donne b = 3 et cette valeur vérifie bien la 2° égalité, d’ou P(n) = n(n + 1)(n +
2)(n+3)+1=n%+3n+1)>2

‘ Conjecture n°2

: les nombres P(n) sont des carrés de nombres premiers.

Cette conjecture se vérifie pour n = 1,2,3,4 et on peut pousser jusqu’a calculer P(5) = 412.

En effet, 5,11,19, 29,41 sont des nombres premiers.

Le calcul de P(6) = 552 cependant nous montre que cette conjecture est fausse en général car 55 = 5x 11
n’est pas premier.

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.13 (EQUATIONS OU EXPRESSIONS BI-CARREES)

1- L’équation du 4¢ degré 2* — 22 + 1 = a peut étre ramenée au second degré en notant x> = X. On

obtient X? — X +1=aqa <= X? - X+1—a:0qui a pour discriminant A =1 —4(1 — a).

+siA>0<=1>4(l—a) <= a> 4, alors il y a 2 valeurs de X qui conviennent X; = H;/E et

Xy = #. La 1% est toujours positive et conduit aux deux solutions 1 = /X7 et 29 = —/X1.
Pour la 2¢, il n'y aura de solutions en x qu’a la condition que 1 — VA > 0 <= 1 > v/A. En
¢élevant cette inégalité aucarré, 1 > A<= 1>21-41-a)<—= 0> —4(l —a) <= a < 1.
Lorsque a < 1, il y aura donc deux solutions supplémentaires x3 = /X5 et 14 = —/Xo.

1. https://fr.wikipedia.org/wiki/Somme_des_n_premiers_cubes



+siA=0<=a= %, il n’y a qu'une solution en X qui est X = % et donc 2 solutions en x qui
sont x1 = 72 et 19 = _T‘/i
+SIAKO<=a< %, il n’y a pas de solution en X et pas davantage en .

4—x2+1:aadmet4solutionssi%<a<1,281a:fousia>1et

Conclusion : I’équation z

aucune si a < %.
2- On peut appliquer la formule AM? = (zp — 24)? + (yar — ya)?
bien retrouver ce résultat : en notant N le projeté orthogonal de M sur
laxe des ordonnées. On a N(0;22 + 1), M(z;2? + 1) et A(0;4), et en
appliquant le théoréme de Pythagore dans le trlangle AM N rectangle en
N:MN?+NA? = AM? < 2? +(4 (22 +1) = AM? <= AM? =
22 +9— 6224+ 2t =2 — 522 +9.
En posant 22 = X, celas’écrit AM? = X?—5X+9. Le minimum de cette
expression est obtenu pour X = g, soit pour x = :l:@ ~ +1,581139.
Vérifions sur Geogebra : pour toutes les autres positions sur la courbe
(sauf celle qui est symétrique de M par rapport a (Oy)), la distance AM
(notée AM' sur la figure) est supérieure a la distance obtenue quand M

a pour abscisse \ﬁ ~ £1, 581.

-1

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.14 (EQUATIONS RECIPROQUES)

. _ 1 . : 2 _ 1\2 _ .2 1
1- Avec le changement de variable X = x4 _, ce qui implique que X* = (z 4 ;)° = 2° + 27 + 3 =
X2 _2=2a?+ x%, I'équation devient X? 4+ X — 6 = 0.
On trouve alors X = %, soit X =2 ou X = —3.
Si X =2, équation en z arésoudreest 1+ 1 =2 =22+ 1=20<=2>-22+1=(z—1) =0et
elle n’a qu’une seule solution x = 1.
Si X = —3, ’équation est x + % = 3= 22+ 32+ 1 =0 qui a pour solutions = = %\/‘?’
=345 o =3-V5

Conclusion : I’équation de départ a trois solutions x = 1,

2- L équation ax® + ba3 —l—cx +bx+a = 0 n’admet pas = 0 comme solution car a # 0. D1V1sons la

par 2 # 0 on obtlent a(z? + ) +b(z + 1)+ ¢ = 0. Avec le changement de variable X = z + 1 qui
implique que z2 + = X2 — 2 on obtient a(X? —2) + bX +c= O = aX?+bX +c—2a=0.
Si o est une solutlon de cette équation, il vérifie a(a + 2 )+ bla+ = )+ c = 0. Mais, si on note § = é,
alors a = 3 et on obtient, en remplacant « par B dans I’équation a(52 + B8%) + b( +08)+c=0,ce
qui montre que S vérifie aussi la méme équation. Dans 'exemple précédent, on avalt trouvé juste une
solution car 1 est son propre inverse. Voyons les équations suivantes.

3- I’ equatlon Ey :102* — 7722 + 15022 — 772410 = 0 se transforme, avec le changement de variable
X=x+ E? en 10X? — 77X 4 130 = 0. Cette équation a pour solutions X = 77i\/ﬁ = 77i27 , soit 5,2
et 2,5. On obtient alors les solutions en résolvant les équations :

+ x—i—% =5,2 <= 22 —5,20+1 = 0. Le discriminant est A = 23,04 > 0. Il y a donc 2 solutions :
= %ﬂ =bHetx= 5’2_2@ = 0,2 (l'inverse de 5).
+ x+ % =25 < 2?2 — 2,52 +1 = 0. Le discriminant est A = 2,25 > 0. Il y a donc 2 autres
solutions : x = 25%@ =2etx= 25_272\/725 = 0,5 (U'inverse de 2).
Les solutions de F; sont au nombre de 4 ; elles appartiennent a {0,2;0,5;2;5}.

L’équation Ey : x* —223 + 22 — 22 +1 = 0 se transforme, avec le changement de variable X = T+ L

en X2 —-2X —1 = 0. Cette équation a pour solutions X = Qif = 1++/2. On obtient alors les solutlons
en résolvant les équations :
s 2+2 =142+ 22— (14+V2)z+1=0. Le discriminant est A = (1++2)?—4>0.1ly

a donc 2 solutions, inverses I'une de 'autre d’aprés ce qui précéde : z = %

1,883204 et 0,53101.
va2+l=1-V2+=22—(1-Vv2)z+1=0. Le discriminant est A = (1 —v/2)2 -4 < 0. Il n’y
a donc pas de solutions réelles pour cette valeur de X.

, soit environ



1.1. CORRECTIONS
Les solutions de Es sont au nombre de 2; elles sont égales a x = WHf V2v2-1,

1.1.4 Equations de paraboles

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.15 (IDENTIFICATION GRAPHIQUE)
Les nombres ¢;, rangés dans U'ordre croissant, sont ¢4, ¢1, co, ¢5 et c3 (ces
nombres sont des « ordonnées a 'origine » et se lisent directement).
Les nombres ¢; = ;—f_i sont les doubles des abscisses des extrémums

_fvf, soit %), et sont donc rangés comme ceux-ci. Dans 'ordre
croissant, on a qo, q5, q1, q3 et q4.

Les nombres a;, en valeur absolue, vont dans le méme sens que 'apla-
vos :

tissement de la courbe : plus celle-ci est resserrée et plus le coefficient a Y%
. , 5 . . Py =i 7se §dlox +h

est élevé. On a donc, dans Pordre croissant : a1, as, as (pour les trois \ :
négatifs), ay et ag (pour les deux positifs).

y=-15¢ +3.25x + 3.6
I3 =
N

71 \
L 75+ 15

\

1
’-AnPW:y=—15§{+17x—2
i \

(égaux a

Le signes d’un nombre b; est celui du signe de I'abscisse de I'extrémum si a < 0 (_b

. est du signe de b;
quand —a; > 0, soit quand a; < 0), du signe opposé si a > 0. Pour les trois a; négatifs, on a by > 0,

bs < 0, bs > 0 (le signe est ici le méme que celui de abscisse de 'extrémum) ; pour les deux a; positifs,
on a by < 0, by > 0 (le signe est ici opposé au signe de abscisse de I'extrémum)
Pour vérification, la figure ci-dessus donne les équations de ces paraboles.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.16 (CALCUL D’AIRE)
1- Déterminons I’équation de P :
On sait que :

¢1 = 5 (ordonnée a lorigine)
57171 = 4 (abscisse du minimum)
1
16a; + 4b; + ¢1 = 1 (ordonnée du minimum)

En remplacant ¢; par 5 et by par —8aq, on obtient :

c1 = 5
b1 = —8a1
16a1 + 4(—8a1) +5 =1 <= —16a; = —4 <> a; = %
Finalement, | ’équation de P; est y = %2 —2x+5
Déterminons I’équation de P :
On sait que :
49a9 + Thy + c2 = 0 (image de la racine 7)
571’22 = 3 <= by = —6ay (abscisse du maximum)
9as + 3by + c2 = 5 (ordonnée du maximum)
En remplacant by par —6ao, on obtient :
49as + 7(—6&2) +co=0<= Tas+co =0
bg = —6a2
9as + 3(*6@2) +co=5<= —9a9+co =25
En soustrayant la 3¢ de la 1™, j'obtiens Tag 4+ ca — (—9ag + ¢2) = —5 <= 16as = —5 <= ay = I—é’.
En reportant cette valeur, je trouve by = —6as = ?—0 et cg = —Tag = 3

16"

. _En2
L’équation de P» est donc y = W




Autre méthode :

Il est plus simple, lorsqu’on connait les coordonnées de l'extrémum, d’utiliser la forme canonique
y = a(r —a)? + B ot (a, B) sont les coordonnées de I'extrémum.

Pour Péquation de Pp, on peut écrire y = a(x — 4)% + 1.

Le coefficient a est déterminé par 'autre condition : 5 = a(0 —4)?> +1=16a+ 1 <= a = % = i.
De méme, pour I'équation de P, on peut écrire y = a(z — 3)? + 5.

Le coefficient a est déterminé par I'autre condition : 0 = a(7 — 3)2 + 5 = 16a + 5 <= a = 72.

2- Comme, pour étre dans D, il faut étre au-dessus de P; et au-dessous de Ps, le systéme S
d’inéquations que doit vérifier un point de D est :

{y >4 —2x+5
—522 4302435

3- Le programme décrit dans I’énoncé est écrit ci-dessous en Python. Pour générer un nombre de
[0; 7[, il suffit de multiplier par 7 le nombre aléatoire proposé par la fonction random qui est disponible
dans tous les langages de programmation et qui génére un nombre réel aléatoire de [0;1] comme
0,48592855472012 par exemple.

from random import random

N=int (input ("Combien 4d'essais? "))
Total=0
for I in range (N):

x=random () *7

y=random () *5

if x**2f4—2*x+5<=y and {—5*x**2+30*x+35}f16}=y

Total=Total+l

print ("Fréquence des points de D=
print ("Estimation de l'aire de D=

", format (Total/N))

{}
[} ".format(Total/N*35))

Combien d'essais? 10000 Combien d'essais? 1000000
Fréquence des points de D= 0.3846 Fréquence des points de D= 0.386116
Esztimation de l'aire de D= 13.461 Estimation de l'aire de D= 13.51406

Le résultat pour un échantillon de n = 10000 tirages me donne aire ~ 13,461.

Avec un échantillon 100 fois plus grand, je trouve aire ~ 13,514.

Cette méthode fournit une estimation aussi précise qu’on le souhaite, il suffit d’augmenter le nombre
de tirages.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.17 (UNE FORMULE)
1. Le sommet de la parabole d’équation y = ax? 4 bz + ¢ avec a # 0, si elle existe, a pour coordonnées

(= 525y = %‘Z‘lac) (voir le cours).
On peut donc directement affirmer que _71 = 5—5 < a=bet _79 = % <= 36a = 4b*> — 16ac.
En remplacant a par b dans cette derniére 36b = 4b*> — 16bc <= ¢ = 4b21g5’6b = %.

L’équation de la parabole cherchée est donc de la forme y = bx? + bx + bng.
Comme la parabole doit passer par le point de coordonnées (—1; —2), le coefficient b vérifie
bx (—1)24+bx (-1)+22 = 2= = 2 b=-2849=1

Finalement, la parabole existe et a pour équation |y = 22 + x — 2

2. Généralisons le raisonnement précédent :
Le sommet de la parabole d’équation y = Ax? + Bx + C avec A # 0, si elle existe, a pour coordonnées
(z=32y= %) (j’ai change les lettres pour éviter les confusions).
On peut donc affirmer que a = g—f <= B=—-2aAet b= % = 4Ab= —B? +4AC.
En remplacant B par —2aA dans cette derniére 44b = —(—2aA)? + 4AC <= 4Ab = —4a>A? + 4AC.



1.1. CORRECTIONS 9

Comme on doit avoir A # 0, on simplifie par 4A4, il vient b = —a?A + C <= C = b + a’A.
L’équation de la parabole cherchée est donc de la forme :

y = Ar? — 2aAr + b+ a?A = A(z% — 2ax + a®) + b= A(x — a)? + b (c’est la forme canonique).
Comme la parabole doit passer par le point de coordonnées (¢;d), le coefficient A vérifie :
d=Alc—a)?+be= A= (Cd:ab)Q.

Finalement, la parabole existe et a pour équation |y = ﬁ(x —a)?+b
d—b

=b_ 22 —92aq-9=b 2 4+ b+ a2 420

La forme développée de ’expression est moins sympathique : y = =2 = (c—a)?
Veérifions 'expression du 1 avec a = _71, b= _79, c=—letd=-2
_9_=9 B B —849
La formule donne y = = 77%)2 (z—F)P2+Pe=y= (,231)2 (z+1)2-3
1
Finalement on obtient y = —4(z+3)? -2 <= y=(z+3)? - 2=2+a+1 -9 =2 +2-2. Ce

qui est correct.

1.1.5 Identités remarquables

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.18 (DIFFERENCES OU SOMMES DE PUISSANCES)

1- Ecrivons lidentité pour n = 3 : 2% — a® = (v — a)(2% + az + a?) ce qui s’écrit aussi a® — b% =
(a —b)(a® + ab + b?)

2- En remplacant b par —b dans l'identité précédente, on obtient a® — (—b)% = (a — (—b))(a® +a(—b) +
(—b)?), soit a® + b® = (a + b)(a® — ab + b?)

3- Pour que a* + b* s’écrive de la facon indiquée, soit (a? + abc + b?)(a? + abd + b?), il doit y avoir
coincidence entre les termes du développement. Or (a? + abe + b%)(a® + abd + b%) = a* + (¢ + d)a’b +
(cd + 2)a®b? + (¢ + d)ab® + b*. On doit donc avoir ¢ +d = 0 et cd + 2 = 0, ce qui revient & ¢ = —d et
(—d)d +2 =0 <= d?> = 2. On en déduit que a* + bv* = (a® + V2ab + b?)(a® — v/2ab + b?).

On aurait pu voir dans cette identité un cas particulier de celle de Sophie Germain (voir plus loin) :

at + vt = (a2 + b2)2 — 24’ = (a2 +b% - ﬂab) (a2 +b%+ \/§ab)

4- Factorisons P(x) = 4z + 1 = (v/22)* + 1 en utilisant cette identité dans laquelle a = /22 et
b=1:
(V2z)t + 1% = ((V22)? + 12 = V2(V22)) ((vV22)* + 17 + V2(V22)) = (22° + 1 — 22)(22% + 1 + 22).
Les deux facteurs du 2° degré ont des discriminant négatifs, la factorisation est donc ultime : P(z) =
4t +1= (222 — 2z +1)(22% + 22 + 1).
Factorisons Q(z) = (z — v/2)* + ( + v/2)*en utilisant cette identité dans laquelle a = x — v/2 et
b=x+V2:
Q)= ((z = v2)? + (2 + vV2)? = V2(z — V2)(z + V2)) ((z — V2)? + (z + V2)* + V2(z — V2)(z + V2)) =
(222 +4 - V2(2? - 2)) (22% + 4 +V2(2% - 2)) = (2 — V2)2® + 4 +2v2) (2 + V2)2? + 4 — 2V/2).
Les deux facteurs ne se factorisent pas car ils sont de la forme az?+b avec a et b positifs. La factorisation

est donc ultime : Q(z) = (z — vV2)1 + (2 + v2)* = (2= vV2)2? + 44+ 2V2) (2 + V2)2? + 4 — 2V/2).

1.1.6 Divisions euclidiennes

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.19 (FACTORISATIONS DIVERSES)

1- Comme p(2) = 23 +22 — 12 = 8 +4 — 12 = 0, 2 est une racine évidente de p. Pour déterminer
la factorisation p(x) = (z — 2) x ¢(z), on pourrait procéder par identification. Mais ici on demande
d’effectuer une division euclidienne de 23 4+ 22 — 12 par = — 2 en posant la division comme avec des
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entiers.

73

3

4242

+a? -12| z -2
22 432 +6
322
—322 46z
6x —12
—6x 412
0

Le reste étant nul, on en déduit la factorisation p(x) = (2% + 32 + 6)(z — 2).

Comme le trindme ¢(z) = 22 4+ 3z + 6 a un discriminant A = 9 — 24 = —15 < 0, il ne se factorise pas.

La factorisation trouvée est donc la factorisation ultime.
2- Divisons 22% — 1125 + 182* — 1423 4 1022 — 92 + 6 par 222 — 3z + 2.

225 —112° +18z% —1423 +102% —9x +6(222 —32 42
—220 4325 —2zt xt —4x® 4222 43
—82° +162* —1423
Qx5 —122% +8x3
4zt —623 +1022
—4zt 6x3 —4z?
622 —9z +6
—62% +9z —6
0

Comme le reste est nul, on en déduit la factorisation P(x) = (2% — 3z + 2)(2* — 42 + 222 + 3).
3- Divisons 2 + 622 — 52 + 5 par 22 — x + 1.

z° +62% —bx +5|22 —x +1
—z® 4t —a? 23 2% 45
zt —23 +622
—at a? —2?
522 —5z +5
—52% +5z —5
0

Comme le reste est nul, on en déduit la factorisation f(x) = (22 — z + 1)(2® + 2% +5).
4- Divisons 2% —32° + 324 — 322+ 3z — 1 par z — 1

20 —32° 4324 —322 432 —1 —1

—ab 425 x® —2z* 23 422 —22 +1
—22° 4324
225 —224
.7}4
—ZE4 —|—CL‘3
x® —3a?
—x3 4a?
—222 +3x
+22% -2z
r —1
—r +1
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Comme le reste est nul, on en déduit la factorisation h(

11

r) = (x—1)(2% -2z + 23 + 22 — 22 + 1).

Pour diviser h(z) par (z — 1)2, on va simplement diviser (z° — 2z + 2% + 22 — 22 + 1) par = — 1.

x® —2x% 423 422 —22 +1

r —1

—z® 4ot R G |
4B
xzt —a3
2 -2
—2? 4z
—x +1
x —1

Comme le reste est nul, on en déduit la factorisation h(

0

)= (x— 1%z - 23 +2-1).

Pour diviser h(z) par (x — 1)3, on va simplement diviser (z* — 2% + 2 — 1) par z — 1.

2t =23 4 -1 z -1
—z* 423 3 +1
z —1
—z +1
0

Comme le reste est nul, on en deéduit la factorisation h(x

)= (z— 1P(a? + 1),

Pour la factorisation ultime de h(x) il suffit d’utiliser l'identité a® + b® = (a + b)(a? — ab + b*). En
remplagant a et b par z et 1, cela donne 23 + 1 = (z + 1)(z% — 2 + 1). Comme le trinéme 22 — x + 1
a un discriminant A = —3 < 0, il ne se factorise pas. La factorisation ultime cherchée est donc

h(z) = (z —1)3(z + 1)(z% —z + 1).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.20 (FACTORISATION PAR (x — a))
1- Effectuons la division euclidienne de 323 — 422 + 62 — 5 par « — 1.

323 —42? +62 —5| = —1
—323 +32? 322 —x +5
—2? +6x
> —x
5T —5H
—bx +5
0

Le reste étant nul, on en déduit la factorisation P(x) = (x — 1)(32%2 — 2 4+ 5). On pouvait prévoir que
la factorisation allait aboutir car 1 est une racine évidente de P (car 3 —4+6 — 5 = 0).
2- Effectuons la division euclidienne de 322 — 422 + 62 — 5 par = — 2.

323 —42? +6x —5| x —2
—32% +62° 322 42z +10
222 462
—22% +4z
10z —5
—10z +20
15
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Le reste n’est pas nul, on ne peut pas en déduit une factorisation de P, mais on peut écrire P(x) =
(x — 2)(322 + 22 + 10) + 15. On peut remarquer que le reste obtenu est égal & P(2) car, en utilisant
la forme développée, P(2) =3x8 —4x4+6x2—-5=24—16+12—5=15. NB : c’est encore plus
évident en utilisant la forme (x — 2) x Q(z) + R(x) car, quand = = 2, (z — 2) x Q(z) = 0 alors que
R(z) = 15.

3- D’une facon générale, la division euclidienne de P(x) par (x —a) s’écrit P(x) = (z—a) x Q(x)+ R(x)
avec deg(R) < deg(x — a), c’est-a-dire deg(R) < 1. On en déduit que R(z) est constant (un monome
de degré 0), notons le provisoirement k. Comme on a P(x) = (x — a) X Q(x) + k pour tout x, pour
x = a on obtient P(a) = (a—a) x Q(a)+k =0+k = k. On a donc bien P(z) = (z —a) x Q(x) + P(a),
égalité qui s’écrit aussi P(z) — P(a) = (v — a) x Q(x).

4- On avu que P(x)—P(2) = (x—2) xQ(x). On en déduit que P(z) = P(2) <= (z—2)xQ(x) = 0. Les
racines de @ répondent 4 la question posée. Dans le cas de notre polynéme P, on a Q(z) = 322422+ 10.
Ce polynéme n’a pas de racines car le discriminant A = 4—120 = —116 est négatif. Il n’y a pas d’autres
valeurs de z telles que P(z) = P(2).

5- Effectuons la division euclidienne de f(z) = x®

— 22 —3x+5 par z — 2.

x® —x? =3z 5| x —2
—a? 4222 z? 4z —1
x? —3z
—z? 42z
—x +5
r —2
3

On peut écrire f(xr) = (z — 2)(2? + 2 — 1) + 3 ot f(2) = 3. On en déduit que f(z) = f(2) <=

(x—2)(z2+2x—1) = 0. Le polynéome 22 +x — 1 a 2 racines car le discriminant A = 144 = 5 est positif.

—1+V5
2

Il y a donc 2 autres valeurs de x telles que f(x) = f(2), ce sont x1 = et xo = _1%@ La racine

positive cherchée est x1 ~ 0,618, 'autre est 'opposé du « nombre d’or » ¢ = —xy = 1+—2\/5 ~ 1,618.

1.1.7 Factorisations ultimes

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.21 (EXTRAIT DU COURS)
Une remarque au préalable : 2% +4 = 2% + 422 +4 — 42? = (22 +2)? — 422 = (22 — 20+ 2) (22 + 22+ 2)
n’est que le cas particulier y = 1 de 'identité de Sophie Germain :

ot + 4yt = (22 +20°)? — 42®y? = (2 + 2y° — 2zy) (2 + 2y% + 22y) = (z + v)> +¥2)((z — )* + ¥)

Pour la factorisation ultime de P(x) = 27 — 325 + 32° — 2% + 2% — 322 + 32 — 1, on commence
par remarquer que x = 1 est une racine évidente (la somme des coefficients vaut 1). On en déduit
que P(z) = (z — 1)(2® + az® + bz* + ca® + dz? + ex + 1) ot a, b, ¢, d et e sont des coefficients
entiers & déterminer (j’ai immédiatement, pour simplifier, déterminé les coefficients des monémes de
degrés 0 et 6). Résolvons un systéme pour identifier les coefficients (on aurait pu effectuer une division
euclidienne) :

a—1=-3
a=—2
b—a=3 b—at3—1
c—b=-1 - B
—qc=b—-1=0
dme=1 d=ct+1=1
= C =
e—d=-3
e=d—3=-2
1—e=3 N
La derniere égalité permet de vérifier les résultats : e = 1 — 3 = —2. On obtient la factorisation

P(z) = (z — 1)(2® — 225 + 2% + 22 — 22 + 1). Le second facteur admet encore 1 comme racine, d’out
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P(z) = (z —1)%(z° + az* + b2 + ca? +dz — 1) o1 a, b, c et d sont des coefficients entiers & déterminer.
Pour identifier ces nouveaux coefficients, résolvons le nouveau systéme :

a—1=-2

=-1
b—a=1

1=0

c—b=0 <=

C = e
d—c=1 p tl=1

= C =
—1—-d=-2

La derniére égalité permet de vérifier les résultats : d =2 — 1 = 1. On obtient la factorisation P(z) =
(x —1)%(2® — 2* + 2 — 1). Le second facteur admet encore 1 comme racine mais la factorisation de ce
facteur est immeédiate : (2° —2*+z—-1)=(@2*(xz—1)+2—1) = (. — 1)(z* +1).

Cette fois, on se trouve avec le facteur (z* + 1) qui n’a pas 1 comme racine : P(x) = (z — 1)3(2* + 1).
Utilisons Pastuce de Iidentité de Sophie Germain : (2% +1) = 2%+ 222 +1 - 222 = (22 +1)? — 222 =
(2% — V22 + 1) (22 + V22 + 1).

Les coefficients de cette factorisation ultime ne sont donc pas tous entiers, mais on obtient finalement
P(z) = (z —1)3(2® = V22 + 1)(2? + V2z + 1)

Il y a un facteur du premier degré et 2 facteurs du second degré non factorisables (A = —2 < 0).
L’équation du 7¢ degré P(x) = 0 a donc une seule solution réelle de multiplicité 3 : 1 (et 4 solutions
complexes) ; le polynome P n’admet qu’une seule racine réelle. On peut vérifier cela en tracant la
courbe de la fonction z — P(x) : méme si ce n’est pas évident du fait de I’écrasement de la courbe,

elle ne coupe 'axe des abscisses qu’en un seul point.
2

0 0.1 06 0.7 0.8 09 1 11 1.2 13 14 15 1.6

Py = x7 - 3x6 +3x5 - x* + X7 - 3% + 3x)- 1

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.22 (RECHERCHE DES RACINES EVIDENTES)

Le programme détermine les diviseurs de la valeur absolue du coefficient constant et les place, avec leurs
opposés, dans une liste. Ensuite, le polynome est évalué pour chacune des valeurs de la liste : lorsque
I'image calculée est nulle — cela signifie que la valeur est une racine — les coefficients du polynoémes
sont recalculés. En effet, si « est une racine de P alors P(z) = (z — a)Q(x) et les coefficients de @ se
calculent facilement en identifiant les coefficients du développement de (x — «)Q(z) avec ceux de P.
Cela explique la fonction recalcule(x,a) qui réalise cela.

Montrons ce point pour le degré 3, la formule obtenue étant valable pour un degré n quelconque.

Si P(x) = azx® + ax® 4+ a1x + ag et si a est une racine de P, alors P(z) = (z — a)Q(x) avec
Q(x) = box? + bz + by (le degré de Q est inférieur de 1 au degré de P). Développons (7 — a)Q(z) :
x(box? 4 byx + bg) — a(bx?® 4 byx + bg) = bax® + (b1 — abo)z? + (bg — aby)z — aby

L’identification des termes de méme degré conduit au systéme suivant :

b2 = as b2 — a3 = bi—ao
— — (0%
b1 — aby = a9 e { py = b
bo - Oébl = a b _ao:)
0 =
—Oébo = ap @
En partant de by = =3¢ (division qui aboutit toujours sur un entier puisque o est un diviseur de

ap), on calcule ainsi facilement by, puis be. La fonction polynome(), quant a elle, évalue le polynome
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pour une valeur de la variable. Le plus compliqué est, finalement, de faire afficher correctement le
polynéme résiduel, car les conventions d’écritures imposent d’afficher, par exemple, (-2x+1) ou x-1,
et non (-2x~1+1)ou 1x+-1... Ceci est sans doute un détail et peut trés bien ne pas étre envisagé (on
peut se contenter d’un affichage moins formaté comme [1, —2]|[1, 2][3, 1] & la place du plus conventionnel
(x = 2)(z+2)(3z + 1)).

Voila donc, page suivante, une proposition de programme qui fonctionne mais qui peut ne pas répondre
tout-a-fait a toutes les situations possibles. Je ne l'ai testé que sur les exemples proposés. La colonne
de droite du tableau qui suit présente les factorisation qu’il trouve.

P 328 + 22 — 120 — 4 (x —2)(z +2)(3z + 1) ultime
P 62 + 3x% — 27w + 12 62 + 3x% — 27 + 12

Py —52% + 452 — 130z + 120 —5(z — 2)(z — 3)(z — 4) ultime
Py ot — 623 — T2 4 487 — 36 (x —1)(x —2)(x + 3)(z — 6) ultime
P 2% — 1323 — 722 + 2 — 7 (z+1)(x —7)(22% — 2 + 1) ultime
Ps ot — 423 — 622 + 287 — 16 (x —2)(x — 4)(z? + 22 — 2)

Py ot — 723 4+ 1322 + 32 — 18 (x4 1)(x —2)(x — 3)(z — 3) ultime
Py P +dat + 723+ T2 +4x + 1] (z+ D)+ 1) (z+1)(2> + 2+ 1) ultime
Py 28 4 32% +22% — 22 — 30 —2|{(z — V)(z + 1)(z + 1)(z +2)(22 + 1) ultime
Pio|x" — 320 +32° — 2 + 2% - 322+ 32— 1 (x—1)(z—1)(z—1)(z* +1)

Commentaires : Le programme affiche les bons résultats, sauf quand il ne trouve pas de racines évi-
dentes auquel cas il ne le signale pas (ce qui peut étre un défaut). Le polynoéme P, par exemple se
factorise en 3(2z — 1)(2? + 2 — 4) mais il ne trouve pas la racine % Un autre défaut qui pourrait
facilement étre corrigé : lorsqu’une racine est multiple, il n’affiche pas la multiplicité. Par exemple pour
Py il devrait afficher (x — 1)3(2? + 1) puisque 1 y est une racine triple (de méme pour les polynomes
P, Ps et Py qui ont chacun une racine multiple). Signalons enfin que certains logiciels savent facto-
riser. Geogebra, par exemple, a un volet « calcul formel » qui effectue cela trés bien : quand on tape

Factoriser( 6x~3+3x72-27x+12), on obtient le résultat 3(2x-1) (x~2+x-4) sans probléme.
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CORRECTIONS

=2f polynome (x,a):
valeur=0
for e in range (len{a)): valeur+=al[e] *x**e
return valeur

def recalcule(x,a):

[+ N

b=[-a[0]/x]
for 1 in range (1,len(a)-1): b.append({b[i—l]—a[i]}fx)
return b
ef ecriture(a):
pol="("
for e in range(len{(a)-1,-1,-1):
if ale]=0:
if e==0:
if len({a)-1=—=0 or ale]<0:pol+=str(int(ale]))
elif ale]>0:polt+="+"+=str (int(ale]))
elif e==1:
if abs(ale])==1:
if a[e]=1l:pol+="+x"
else rpolt="—x"
2lif len(a)-1=—1 cor al[e]<0:peol+=str(int{a[e]))+"x"
else rpol+="+"+s=str{int (ale]) ) +"x"
else :
if abs(ale])==1:
if a[e]=l:pol+="x""+ztr(e)
else rpol+="-x""+str ()

2lif e=len(a)-1 or al[e]<0:peol+=str(int{a[e]))+"x""+s3tr (e)
else rpol+="+"+str(int (ale]) ) +"x""+str (e)
|}-|

i

return pol+'

1.1.8

n=int (input ("quel est le degré du peolyndmes "))
factorisation,ultime="",False
coeff,liste diviseurs=[],[]
for i1 in raﬁge(n+l):
coeff.append (int (input ("coefficient de x*{} (0 =i absent)".format(i))))
for 1 in range (l,abs(coeff[0])+1):
if abs (coeff[0])%i==0:
liste diviseurs.append (i)
liste_ﬁiviseurs.append(—i}
for i in liste diviseurs:
while pclyibme(i,uoeff)==0:
coeff=recalcule (i, coeff)
if i»0:factorisationt="(x—{})".format (i)
else :factorizsation+=" (x+{})".format (—-1i)
if len(coeff)==1:
if coeff[0]=—-1l:factorisation="-"+factorisation
2lif coeff[0]!=1:factorisation=str (int (coeff[0]))+factorisation
else :factorisation+=ecriture (coeff)
print("La factorisation trouvée du polyndme :{} ".format(factorisation))
if len(coeff)==3:
delta=coeff[1]**2-Ad*cpeff[2] *coeff[0]
if delta<0: ultime=True
elif len(coeff)<=2: ultime=Trus=
if ultime=—True: print("La factorisation trouvée est ultime ")

le coin du chercheur

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.23

Une remarque préliminaire : d’une facon évidente, les équations 22 —3z+1=0et —2>+3z—1=0

15

ont les mémes solutions. Pour éviter de compter deux fois les polyndémes qui ont les mémes racines,
je peux me limiter aux équations dont le coefficient a est positif. Mais comme 2> — 3z + 1 = 0 et
222 — 6x + 2 = 0 ont aussi les mémes solutions, je peux encore limiter mon étude aux trinomes dont
les coefficients sont premiers entre eux (n’ont pas de diviseur en commun autre que 1). De cette facon,
j'examine une liste plus restreinte dont chaque élément a des racines particuliéres.
Avant de programmer cette recherche, je me reporte & la partie du cours « étude du signe des racines »
qui donne un algorithme pour détecter les racines de méme signe. Pour détecter les racines rationnelles,
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jlutiliserai juste un test qui compare VA et sa partie entiére : s'il y a égalité, j’en déduirai que les
racines sont rationnelles. Je tiens donc 14 I’essentiel du contenu mathématique, il ne me reste plus qu’a
ajouter le traitement informatique : je vais tester toutes les valeurs possibles et construire des listes
contenant les coefficients des trindmes appartenant aux 7 catégories a différencier :

+ FO : trindmes sans racine

F'17 : trinbmes avec racines irrationnelles et de signes contraires
F1r : trindmes avec racines rationnelles et de signes contraires
F2ip : trindmes avec racines irrationnelles et de signes positifs
F2rp : trinémes avec racines rationnelles et de signes positifs
F2in : trindomes avec racines irrationnelles et de signes négatifs
F2rn : trinémes avec racines rationnelles et de signes négatifs

¢+ s+

+

+

Les dénombrements de ces différentes catégories seront simplement affichés dans la console pour une
valeur de n donnée. Je reprends ensuite ces nombres dans une feuille de tableur (Calc d’OO) pour les
stocker, effectuer les traitements statistiques éventuels et aussi pour présenter les résultats de cette
étude. Voici donc le programme utilisé : il est écrit en Python pour un ordinateur (sur une calculatrice

Numworks le principe resterait le méme).
from math import sgrt
def diwiseur(a,b,c):
for 1 in range (2,n+l):
if a%i=—0 and b%i=—0 and c%i=—0:return i
return 1

n=int (input("n="))
La=[]#liste des waleurs possibles pour a (a>0)
Lbe=[0]#liste des waleurs possibles pour b et c
F0,Fl1i,Flr,F2ip,F2rp,F2in,F2rn=[], []1,[1,01,[1, 0[], []
for i in range (n) :
La.append (i+l)
Lbec.append (i+1)
Lbc. append (- (1i+1))
for a in La:
for b in Lbo:
for ¢ in Lbeo:
if diviseur(a,b,c)=1:
d=b**2-A4*gkc
if d<0:F0.append({a,b,c)) #pas de racine
else:
rat=False
if int (sgrt(d) )=—sgrt(d) :rat=True #racines rationnelles
if a*c<0: #racines de signes contraires
if rat=Tru=:Flr.append((a,b,c))
else:Fli.append({(a,b,c))
lse:#racines de méme signe
if a*b<0:#racines positiwves
if rat=—Tru=:F2rp.append((a,b,c))
else:F2ip.append((a,b,c))
lse:#racines négatives

il

1]

if rat=Tru=:F2rn.append((a,b,c))
elsze:F2in.append((a,b,c))
print ("résultats:",len(F0),len(Fli),len(Flr),len(F2ip) ,len (F2rp),len(F2in) ,len(F2rn))
Passons maintenant aux résultats.
= La proportion F'(1,7n) des polynoémes de E,, qui n’ont pas de racine semble se stabiliser rapidement
sur une valeur de 37,7%, soit plus d’un tiers. Les premiers de ces trindmes sans racine sont : z2 + 1,
v’ +ax+leta?—x+1 (pourles3de By), 22+ 2, 2?2 + 0 +2, 22 — 2+ 2, 22 + 22 + 2, 22 — 20 + 2,
202 + 1,222 + 2+ 1,202+ 0 +2, 202 —x + 1,222 — 2+ 2, 222 + 22 + 1 et 222 — 22 + 1 (pour les 12
de F5 qui ne sont pas dans E), etc.
= La proportion F'(2,n) des polynémes de F,, qui ont des racines rationnelles décroit réguliérement
(courbe de gauche) de 45% environ pour n = 1 & 8% environ pour n = 20. Comme les trindmes
n’ayant pas de racine sont en proportion stable, cette baisse est compensée par l'augmentation des
trindomes ayant des racines irrationnelles, ce qui n’est pas étonnant compte tenu de la prépondérance
des nombres irrationnels. Un examen plus détaillé de la répartition montre que les trinbmes ayant des
racines rationnelles se répartissent a peu prés équitablement entre ceux qui ont des racines de mémes
signes et ceux qui ont des racines de signes contraires. Les premiers de ces trindmes ayant des racines
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rationnelles sont : 22 — 1, 22 — 2, 22 + x et 22 (pour les4 de Ey), 2> + 2 — 2,22 — 2 — 2, 22° + 2 — 1,
202 + o —1, 22 — 20, 2% — 22 + 1, 222 — x, 2% + 22, 2% + 22+ 1, 222 + 2 (pour les 10 de Eo qui ne sont
pas dans E7), etc.

= La proportion F(3,n) des polynomes de E, qui ont des racines irrationnelles positives croit régu-
lierement (courbe de droite) de 0 a prés de 5% pour n = 20. Il faut noter ’égalité parfaite entre les
trindmes ayant des racines irrationnelles positives et négatives. Ceci est du au fait que les numéra-
teurs des racines —b 4+ v/A et —b — v/A ne font que changer de signe quand on remplace b par —b :
—(=b)+ VA =—(b—VA) et —(=b) — VA = —(b++/A). Le méme phénoméne a lieu avec les racines
rationnelles, excepté pour les équations de type 2™ = 0 qui ne sont présente qu’en un exemplaire que
mon programme a placé dans les racines négatives, ce qui n’est pas fondamentalement génant. Les
premiers de ces trindmes ayant des racines positives et irrationnelles sont : 22 — 3z 41 (pour le premier
qui apparait, dans E3), 22 — 4z + 1, 22 — 42 + 2, 222 — 42 + 1 (pour les 3 de £, qui ne sont pas dans
E3), 22 =5z + 1, 22 =50 +2, 2> — bz + 3, 22 — 52 + 5, 222 —4x + 1, 20° — 5z + 1, 322 — bz + 1,
522 — 5z + 1 (pour les 8 de E5 qui ne sont pas dans Ey), etc.

proportion des trindmes ayant des racines rationnelles proportion des frinémes ayant des racines posifives irrationnelles

50,0% 50%
45.0% 45%
40,0% 4.0%
35,0% 35%
30,0% 3,0%
250% 25%
20.0% 20%
15,0% 15%
10.0% 1.0%
50% N 05% n
0,0% 0,0%

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 2 3 4 85 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

> Clest & partir de n = 10 que, parmi les équations de E,, ayant 2 racines positives, il y a davantage
de racines irrationnelles que rationnelles. Pour n = 9, en effet, il y a 94 trinomes ayant des racines
positives irrationnelles contre 101 rationnelles alors que pour n = 10, en effet, il y a 131 trinomes ayant
des racines positives irrationnelles contre 120 rationnelles.

Les résultats détaillés jusqu’a n = 20 :

. deux de signes contraires o ELIEIATESNIE . ) _—
n pas de solution positives négatives total rationnelles irrationnelles
irationnelles  rationnelles irrationnelles rationnelles  irrationnelles rationnelles
1 3 2 1 0 1 0 2 9 4 2
2 15 12 5 0 4 0 5 41 14 12
3 49 42 15 1 10 1 1" 129 36 44
4 99 92 29 4 18 4 19 265 66 100
5 203 200 49 11 31 11 32 537 112 222
6 309 314 7 22 39 22 40 817 150 358
7 519 542 107 39 61 39 62 1369 230 620
8 (&L 780 141 61 T 61 78 1929 296 902
9 1049 1144 185 94 101 94 102 2769 388 1332
10 1369 1508 237 131 120 131 121 3617 478 1770
" 1899 2128 297 188 158 188 159 5017 614 2504
12 2323 2626 359 242 180 242 181 6153 720 3110
13 3071 3514 431 325 227 325 228 8121 886 4164
14 3713 4282 503 408 255 408 256 9825 1014 5098
15 4565 5304 601 520 293 520 294 12097 1188 6344
16 5421 6330 695 628 333 628 334 14369 1362 7586
17 6701 7894 795 787 398 787 399 17761 1592 9468
18 7663 9058 903 918 434 918 435 20329 1772 10894
19 9265 11030 1019 1123 508 1123 509 24577 2036 13276
20 10549 12608 137 1303 550 1303 551 28001 2238 15214
Total 59516 63410 7580 6805 3798 6805 3818 157732 15196 83020
Fréquence 38% 44% 5% 4% 2% 4% 2% 100% 10% 53%
49% 13%
F(1.n) F(3.n) F(2,n)



