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Exercice 1 (Vrai-Faux )

Indiquer si les a�rmations suivantes sont vraies ou fausses et justi�er.

1. 10 000x2 − 1 est positif pour tout réel x.

2. ∀x ∈ R, 10x2 > 3x− 1.

3. Si un polynôme du second degré P (x) a ses coe�cients positifs, alors ∀x ∈ R, P (x) > 0.

4. La fonction f dé�nie sur R par f(x) = −2x2 + 8x− 1 a pour minimum 7.

Exercice 2 (Paraboles )

1. Dans le plan rapporté à un repère, on considère la parabole P d'équation y = −7x2+28x+3.
Déterminer les coordonnées du sommet de la parabole P ainsi que l'équation de son axe de
symétrie.

2. Pour tout nombre réel m, on considère la fonction fm dé�nie par fm(x) = 2x2 + mx + 1.
Montrer que les sommets des paraboles représentant les fonctions fm sont situés sur une
parabole S ; puis déterminer l'équation de la parabole S.

3. Déterminer une expression des fonctions polynômes du second degré f1 et f2 représentées :
F Pour f1, par la parabole de sommet S(1; 3) passant par le point A(−1; 9)
F Pour f2, par la parabole coupant l'axe des abscisses aux points d'abscisses 3 et 6 et
passant par le point B(7;−4).

Exercice 3 (Deux nombres )

1. Existe-t-il un rectangle d'aire 5 et de périmètre 8 ?
Déterminer une condition nécessaire portant sur S et P pour qu'il existe des réels a et b
ayant pour somme S et pour produit P .

2. On dispose de deux résistances R1 et R2.
Montées en série ces résistances ont une résistance équivalente R = R1 + R2.
Montées en parallèles, la résistance équivalente est R′ = 1

R1
+ 1

R2
.

Déterminer R1 et R2 lorsque R = 75Ω et R′ = 18Ω.

Exercice 4 (Divers )

1. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles l'équation 2x2 + (m − 5)x + m + 3 = 0 a deux
solutions.

2. Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère la parabole P d'équation y = 2x2

et la droite D d'équation y = 3x− 4.
Étudier la position relative de P et D puis, en notant M et N deux points de même abscisse
a appartenant respectivement à P et à D , déterminer le réel a pour que la distance MN
soit minimale.

3. Résoudre l'équation bicarrée x4 + 4x2 − 5 = 0
(indication : poser u = x2, résoudre l'équation en u puis conclure).

Exercice 5 (Divisibilité 1)

Soit P et D les polynômes dé�nis par P (x) = x4 − x + b et D(x) = x2 − ax + 1 où a et b sont des
réels indépendants de x.

1. E�ectuer la division euclidienne de P (x) par D(x).
(écrire P (x) = Q(x)×D(x) + R(x) où R est un polynôme de degré inférieur à celui de D)
Montrer en particulier que R(x) = (a3 − 2a− 1)x + 1 + b− a2.

2. Déterminer les valeurs des couples (a ; b) pour lesquelles ∀x ∈ R, R(x) = 0.

3. En déduire les expressions P (x), Q(x) et D(x) qui véri�ent l'égalité P (x) = Q(x)×D(x).
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Exercice 6 (Factorisations 1)

1. Factoriser f(x) = x3 − 1. Montrer que la factorisation obtenue est ultime.

2. Montrer que le polynôme g(x) = x3 + x2 − 4x + 6 admet −3 pour racine.
Factoriser alors ce polynôme.

3. Montrer que le polynôme h(x) = x3 + 4x2 − x − 4 a trois racines � évidentes � (racines
entières). Factoriser alors ce polynôme, puis résoudre l'inéquation h(x) > 0.

Exercice 7 (Divisibilité 2)

Soit P et D les polynômes dé�nis par P (x) = x4 + ax2 + bx + c et Q(x) = x2 + x + 1 où a, b et c
sont des réels indépendants de x.

1. E�ectuer la division euclidienne de P (x) par Q(x).
(écrire P (x) = Q(x)× P ′(x) + R(x) où R est un polynôme de degré inférieur à celui de Q)
Montrer en particulier que R(x) = (b− a + 1)x + 1 + c− a.

2. À quelles conditions sur les réels a, b et c a t-on ∀x ∈ R, R(x) = 0 ?

3. En déduire une factorisation pour :
P1(x) = x4 + x2 + 1, P2(x) = x4 + 2x2 + x + 2 et P3(x) = x4 + 3x2 + 2x + 3.

Exercice 8 (Factorisations 2)

1. Factoriser f(x) = x3 + 8. Montrer que la factorisation obtenue est ultime.

2. Montrer que le polynôme g(x) = x3 + 3x2− 4 a trois racines � évidentes � (racines entières)
dont une double. Factoriser alors ce polynôme.

3. Montrer que le polynôme h(x) = x3 − 6x2 + 7x + 4 admet 4 pour racine.
Factoriser alors ce polynôme, puis résoudre l'inéquation h(x) < 0.
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Correction de l'exercice 1 (Vrai-Faux )

1) 10 000x2 − 1 est positif pour tout réel x : FAUX.
Si x = 10−5 alors 10 000x2 − 1 = 10 00010−10 − 1 = 10−6 − 1 = −0, 999999 < 0.
Notez qu'on peut étudier le signe du polynôme 10 000x2 − 1...

2) ∀x ∈ R, 10x2 > 3x− 1 : VRAI.
Le polynôme 10x2 − 3x + 1 ne s'annule pas car ∆ = 9− 40 = −31 < 0.
Il reste toujours positif (le signe de 10) et 10x2 − 3x + 1 > 0⇐⇒ 10x2 > 3x− 1.

3) Si un polynôme du second degré P (x) a ses coe�cients positifs, alors ∀x ∈ R, P (x) > 0 : FAUX.
x2 + 10x + 1 a tous ses coe�cients positifs, pourtant il peut être négatif, puisqu'il s'annule pour deux
valeurs distinctes (car ∆ = 100− 4 = 96 > 0).
Au lieu d'exhiber un contre-exemple, on aurait pu étudier le signe du discriminant ∆ = b2 − 4ac :
comme les coe�cients positifs b2 et 4ac sont tous les deux positifs, leur di�érence peut être négative
(dans ce cas le trinôme est toujours positif) ou négative (dans ce cas le trinôme change de signe surR).

4) La fonction f dé�nie sur R par f(x) = −2x2 + 8x− 1 a pour minimum 7 : FAUX.
La forme canonique de f(x) est −2(x− 2)2 + 7 car :
−2x2 + 8x− 1 = −2(x2 − 4x + 1

2) = −2((x− 2)2 − 4 + 1
2) = −2((x− 2)2 + −7

2 ) = −2(x− 2)2 + 7.
Le maximum est donc 7 (atteint pour x = 2) ; ce n'est pas un minimum.
On pouvait tout simplement remarquer que f(0) = −1 < 7 ou plus simplement encore : comme le
coe�cient de x2 est négatif, ce trinôme admet un maximum, mais pas de minimum...

Correction de l'exercice 2 (Paraboles)

1) Pour déterminer les coordonnées du sommet de la parabole P d'équation y = −7x2 + 28x + 3,
cherchons la forme canonique de −7x2 + 28x + 3 :
−7x2 + 28x + 3 = −7(x2 − 4x− 3

7) = −7((x− 2)2 − 4− 3
7) = −7((x− 2)2 + −31

7 ) = −7(x− 2)2 + 31.
Le sommet de la parabole a pour coordonnées (2; 31).
L'axe de symétrie de cette parabole est la droite d'équation x = 2.

2) Les sommets des paraboles représentant les fonctions fm dé�nie par fm(x) = 2x2 + mx + 1 ont
des coordonnées égales à (x = −b

2a = −m
4 ; y = −b2+ac

4a = −m2+8
8 = 1− m2

8 ).

On remarque alors que y = 1− m2

8 = 1− 2
(−m

4

)2
= 1− 2x2.

Ils sont donc situés sur la parabole S d'équation y = 1− 2x2.

3) a) La parabole de sommet S(1; 3) a pour équation y = a(x− 1)2 + 3.
Sachant que la parabole passe par le point A(−1; 9), on en déduit :
9 = a(−1− 1)2 + 3 = 4a + 3⇐⇒ a = 6

4 = 3
2 .

Par conséquent, l'expression cherchée est f1(x) = 3
2(x− 1)2 + 3.

b) La parabole coupant l'axe des abscisses aux points d'abscisses 3 et 6 a pour équation y =
a(x− 3)(x− 6).
Sachant que la parabole passe par le pointB(7;−4), on en déduit−4 = a(7−3)(7−6) = 4a⇐⇒ a = −1.
Par conséquent, l'expression cherchée est f2(x) = −(x− 3)(x− 6).

Correction de l'exercice 3 (Deux nombres)

1) On cherche à avoir xy = 5 et 2(x + y) = 8⇐⇒ x + y = 4 ; les nombres x et y cherchés seraient les
solutions de l'équation x2 − 4x+ 5 = 0. Il n'existe pas de solutions réelles car le polynôme x2 − 4x+ 5
a un discriminant négatif (∆ = 16−20 = −4 < 0). Le rectangle d'aire 5 et de périmètre 8 n'existe pas.
Une condition nécessaire pour qu'il existe des réels a et b ayant pour somme S et pour produit P est
que le polynôme x2 − Sx + P aie un discriminant positif, soit S2 − 4P > 0. Dans notre exemple, on
avait S2 − 4P = 42 − 4× 5 = −4 < 0.
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2) On a R = R1 + R2 = 75 et R′ = 1
R1

+ 1
R2

= R1+R2
R1R2

= 18.

On en déduit que R1 + R2 = 75 et 75
R1R2

= 18⇐⇒ R1R2 = 75
18 = 25

6 ;

les nombres cherchés sont solutions de l'équation x2 − 75x + 25
6 = 0⇐⇒ 6x2 − 450x + 25 = 0.

Le discriminant est positif : ∆ = 4502 − 4× 6× 25 = 201900.
Il y a donc deux solutions :
R1 = 450+10

√
2019

12 = 225+5
√
2019

6 ≈ 74.9444Ω et R2 = 450−10
√
2019

12 = 225−5
√
2019

6 ≈ 0, 0556Ω.

Correction de l'exercice 4 (Divers)

1) L'équation 2x2 + (m − 5)x + m + 3 = 0 a deux solutions si et seulement si le discriminant
∆ = (m− 5)2 − 4× 2× (m + 3) = m2 − 10m + 25− 8m− 24 = m2 − 18m + 1 est positif.
Or le discriminant de ce polynôme en m étant ∆′ = 182 − 4 = 320 > 0, ce polynôme s'annule pour
m1 = 18−

√
320

2 = 9− 4
√

5 ≈ 0, 0557 et m2 = 18+
√
320

2 = 9 + 4
√

5 ≈ 17, 9443 et est positif à l'extérieur
de ces racines.
L'équation 2x2 + (m− 5)x + m + 3 = 0 a donc deux solutions si et seulement si x < m1 ou x > m2.

2) La parabole P d'équation y = 2x2 est au-dessus de la droite D d'équation y = 3x − 4 lorsque
2x2 > 3x−4⇐⇒ 2x2−3x+4 > 0. Or le polynôme 2x2−3x+4 ne s'annule pas car ∆ = 9−32 = −23 < 0 ;
il est donc toujours du même signe positif (pour x = 0 on a 2x2−3x+4 = 4 > 0). P est donc toujours
au-dessus de D .
La distance MN est l'écart entre les deux ordonnées ; comme yM = 2a2 et yN = 3a− 4 et comme on
sait que P est toujours au-dessus de D , cette distance s'écrit yM −yN = 2a2− (3a−4) = 2a2−3a+4.
On revient au polynôme 2x2 − 3x + 4 ; sa forme canonique est 2(x− 3

4)2 + 23
8 .

Comme ∀x ∈ R, (x− 3
4)2 > 0, on en déduit que ∀x ∈ R, (x− 3

4)2 + 23
8 > +23

8 .
La distance minimum est 23

8 ; elle est atteinte lorsque a = 3
4 .

3) Avec le changement de variable u = x2, l'équation bicarrée x4+4x2−5 = 0 s'écrit u2+4u−5 = 0.

Cette équation en u a pour solutions u1 = −4+
√
16+20
2 = −4+6

2 = 1 et u2 = −4−
√
16+20
2 = −4−6

2 = −5.
Comme on doit avoir u = x2, u doit nécessairement être positif. Il reste donc la solution u = 1 qui
conduit a deux solutions x1 = 1 et x2 = −1.
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