DM n°1 sur les fonctions
Traiter deux parties pour étre noté sur 20 (une seule partie pour étre noté sur 18)

|] Rectangles
Soient x et y la largeur et la longueur d'un rectangle (en m).

Exprimer le périmétre ® et 'aire A du rectangle en fonction de x et y.

On s'intéresse aux rectangles tels que A en m? égale ®en m. £ . H
’ . . . . . 1366666660606061
Déterminer la fonction F' qui donne y a partir de x pour de tels _ ) 0608480988888
. , N . . o o o b
rectangles. La figure montre une solution carrée (2 droite) mais (4444444444 »3333352}16’-33333
bi iste-t-11 de tel 1. 1 dont 1 Oté t d :::::!!2:::: ::::::0”:00':::::
combien existe-t-il de tels rectangles dont les cotés sont des [3s3iv- 388 ¢ 133832333383383
nombres entiers de m ? Faire un graphique (tracer la courbe de la -+ [$322222233 S99 fovauirt $ 9 14
fonction F) pour trouver/montrer les différentes solutions (points 84 Sty ¢4 83333383838883:
. ) - 333223238238 3332233382232%282:
de la courbe a coordonnées enticres). 12222222222 12222229220292% .
r M \ . . L F
Le périmétre ® et l'aire A du rectangle en fonction de x et y sont
donnés par les formules : '®=2(x+y) et A=xy
L'égalité entre A en m” et ® en m s'écrit 2(x+y) = xy soit y(2-x) = -2x
X ne peut €tre égal a 2 car sinon on aurait 0 = -4 ce qui ne se peut pas ;
déduit » —2x  2x
on en déduit que y= = .
d 2—x x—2
La fonction F que I'on cherche — qui donne y a partir de x pour de tels rectangles — est donc définie par :
2x 2(x—2)+4 4
F(x)= _2 ) =2+ ——.
x—2 x—2 x—2
On doit avoir x > 0 et F(x) > 0 car ce sont des longueurs donc x > 2.
(sinon, avec x > 0, on aurait x-2 <0 et donc F(x) <0)
L'étude de F' ne se fera donc que sur |2 ; +oo [.
Le taux d'accroissement étant :
4 4
2+ —(2+ )
x,—2 =2 4(x,—2)—4(x,-2) 4(x,—x,) 4
r: = = =
X7 X, (xl_x2>(x1_2)(x2_2) (xl—xz)(x1—2)(x2—2) (x1_2)(x2_2)

Comme les 2 facteurs au dénominateur sont positifs (car on prend des valeurs de ]2 ; +o [),onat>0;la
fonction F est donc strictement décroissante sur ]2 ; +oo [. Par ailleurs, comme x-2 > 0, la fonction est
supérieure strictement a 2. On a représenté la courbe de F ci-dessous.

Les seuls points a coordonnées entieres sont (3;6), (4;4) et (6;3).

Si x>6 alors F(x) n'est pas entier puisqu'il est compris entre 3 et 2 (ces deux valeurs exclues).

Il n'y a donc que 2 rectangles qui répondent au probleme :(3;6) et (4;4),

la solution (6;3) désigne le méme rectangle que la solution (3;6).
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I1] Physique

L'énergie cinétique d'une particule de masse m qui évolue a une vitesse v est donnée par

-1
\/ 2 ou E. est exprimée en joules, m en kilogrammes, v en meétre par seconde et ¢ est la

E,=mc’
v
==
c
vitesse de la lumiére (c~3x10%ms™")
a) On étudie la fonction E.:v — E (v) pour répondre aux questions suivantes :
* La théorie de la relativité impose qu'aucune particule de masse non nulle ne peut atteindre et a
fortiori dépasser la vitesse de la lumiere. La fonction £, est-elle cohérente avec ce principe ?
* En physique, plus la vitesse d'une particule est grande, plus son énergie cinétique est grande.
L'étude des variations de la fonction E, confirme-t-elle ce principe ?
Pour le premier point, il suffit de montrer qu'on a toujours v <c :
Supposons que v > ¢, on a alors v* > ¢? car la fonction carrée est croissante pour les nombres positifs.
On en déduit que ==1 etdonc que 1-=<0.
Le cas de l'égalité ( 1—==0 arrive lorsque v = ¢) n'est pas possible puisqu'on ne peut diviser par 0.
Si l'inégalité est stricte ( 1—=<0 arrive lorsque v > ¢) alors on ne peut déterminer la racine carrée.
Dans ces deux cas, il ne serait pas possible de calculer E. avec la formule, ce qui est contradictoire.
L'hypothese est donc a rejeter : on doit avoir v < c.

Pour le second point, il suffit de montrer que la fonction E. est croissante.
Montrons cela directement. En prenant v,<V,, montrons qu'alors £, (Vl) <E c( Vz) :

2 2 . , .
V<V, Vi<V; (fonction carrée croissante sur R)

2 2
VISV, SV <V, —>— (fonction inverse croissante sur R"*)

Vi V2
2 2

22 Vi V2 . X s

v, <v,®Vv<v;el——>1-— (fonction affine x » 1—= décroissante sur R)
c c

2 2 2 2

v v v v : : L

v <v,<ceovi<yv<del-—>1-—>0 @\/1——;> \/1 ——  (fonction racine carrée croissante sur R")
C C C C

2 2
1 1
v1<v2®\/1——;>\/1——§<:> < o o )
c c \/ 2 \/ v2  (fonction inverse décroissante sur R™*)

(fonction affine x> m c*(x—1) croissante sur R)

b) On suppose dans cette question que la particule étudiée est une particule o c'est-a-dire le noyau d'un
atome d'Hélium, dont la masse m est voisine de 6x10 >"kg . Donner alors I'expression de I'énergie
cinétique de la particule en fonction de sa vitesse. Tracer sa courbe représentative dans un repere ou, en
abscisses, 1 cm représente 3x 10" ms™ ', et en ordonnée, 1 cm représente 10 '°.J .

L'expression de 1'énergie cinétique de la particule a est :

E (v,)=mc’ ;2—1 =6x10"7"%(3%10%) —1 —54% 1072716 —
\/ _v_(zx \/1_ - 8)2 \/1_ Lo 16

C X %

(3x10°) 9% 10

8 -1

3><11(2 1= 1,62><116O 2—5,4><10_10

Vox10"°—2 Vox10"—2

Tragons la courbe de cette fonction pour 0<v,<c (l'échelle fournie par l'énoncé ne rend pas la
croissance de la fonction visible d'ou la modification apportée ici) :

soit E_(v,)=54x10""
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o 1
0 30000000 60000000 90000000 120000000 150000000 180000000 210000000 240000000 270000000 300(%00000

J'ai représenté la droite d'équation v=300 000 000 m/s (c'est la vitesse de la lumiere approximativément)
qui représente la limite que ne dépasse pas la vitesse d'une particule (v < ¢).

I11] Hyperboles

Dans cette partie, on estime qu'il existe toujours une

LS AR W
hyperbole IT — une courbe d'équation y=77;+c — qui passe ““QA
par trois points non alignés 4, B et C donnés. Le but de cette
question est de déterminer les coefficients a, b et ¢ de cette s 5
hyperbole, dans un cas particulier tout d'abord, puis dans le ‘ =L -

cas général.
a) Prenons A4(1,5), B(2;3) et C(3,2).Ecrire le systéme

de trois équations en a, b et ¢ qui traduit l'appartenance des —2f; ] 5 3 . s =
points 4, B et C a I'hyperbole I1. Transformer ces égalités en -
mettant chacune au méme dénominateur et, ensuite, appliquer le produit en croix pour ne plus avoir de
dénominateur.

Résoudre ce systeme d'équations par la méthode des substitutions :
Garder L, inchangée (la ligne 1 traduisant l'appartenance du point A a I1) pour le calcul de a. Substituer le a des
autres équations par l'expression trouvée dans L,. Garder L, inchangée (la nouvelle ligne 2) pour le calcul de b.
Substituer le b de la derniere équation par l'expression trouvée dans L.. Déterminer c, puis b et enfin a.

En déduire I'équation de 1'hyperbole II.
Vérifier votre équation en remplacant x par 1, 2 et 3 (on doit trouver 5, 3 et 2).
Appliquer votre équation pour déterminer I'ordonnée du point de IT d'abscisse 6.

a

Comme on doit avoir —+c¢=y pour tous les points de coordonnées (x ; y) de I, cela donne
pourd: T5+tc=5,soit a=(1+b)(5—c¢) ;
pour B : 55 +c¢=3  soit a+(2+b)(c—3)=0 ;

2+b
pour C: 55+c=2,soit a+(3+b)(c—2)=0.
On a donc le systeme suivant a résoudre, dans lequel on a remplacé a par la valeur donnée par la ligne 1 :
a = (1+b)(5—¢c) (L,
(14b6)(5—=c) + (2+4b)(c=3) = 0 (L,
(1+b)(5—c) + (3+b)(c—2) = 0 (L,

Développons et réduisons les deux dernicres lignes de ce systéme.
On trouve alors :



a = (1+b)(5-¢) (L)
2b + ¢ = 1 (L,)
3b + 2¢ = 1 (L,)
Gardons L, et L, et transformons L; pour faire disparaitre ¢ en effectuant la transformation L;—2L,— L,
a = (14b)(5-¢) (L))
2b + ¢ = 1 (L,)
- b = -1 (L)
L; permet alors de déterminer b, de 1a on déterminera c avec L, et a avec L.
a = (I+1)(5=(-1))=12 (L))
c = 1-2x1=—1 (L,)
b = 1 (L,

L'équation de I'hyperbole ITest y=—7—1.
Vérifions : 17— 1=6—1=5 ; #5—-1=4-1=3 ;5 -1=3-1=2,

1+1 s 142 5 143
Appliquons notre équation pour déterminer I'ordonnée du point D de IT d'abscisse 6 :
12 5
1+6 7

Le point D de IT d'abscisse 6 a pour coordonnées (6 ; % ).

b) Prenons la situation générale ou l'on a A(XA % A) , B (XB,'J’B) et C (xc;yc) . Ecrire le systeme et
résoudre comme précédemment pour trouver la forme générale des coefficients a, b et ¢ en fonctions des
nombres X ,, Xz, X, V,, Vg € Y. Vérifier vos formules pour retrouver les coefficients dans le cas du a).

Comme on doit avoir —;+c=y pour tous les points de II, cela donne pour 4 : xfl ;tCc=Yy,, soit
a=(x,+b)(y,~c) ; méme chose pour B: a=(x,+b)(y,~¢) etpour C: a=(x.+b)(y.—c).Ces deux
derniéres égalités peuvent étre écrites @+ (xz+b)(—y,+¢)=0 et a+(x.+b)(—y.+c)=0.

On a donc le systéme suivant a résoudre, dans lequel on a remplacé a par la valeur donnée par la ligne 1 :

a = (x,+b)(y,—c) (L))
(x,+D)(y,—c) + (xztb)(=yyt+c) = 0 (L,)
(x,+b)(y,—c) + (xo+b)(—ycte) = 0 (L)

Développons et réduisons les deux dernicres lignes de ce systéme. On trouve alors :

a = (x,4b)(y,—c) (L)
b(y,—yg) + clxz—x,) = XpVp—X4¥4 (L))
b(y,—ye) + clxe—x,) = XeYe—x,¥, (Ly)

Gardons L, et L, et transformons L; pour faire disparaitre ¢ : on remplace cette ligne par la combinaison
LyX(xe=x )= LyX(x 5= x )
a = (xA+b)(yA_c) (Ll)
b(y,—yp)telxz—x,) = XpVp— X4 (L)
b((y,—ye)xe—x,)=(y,—ve)xz—x,) = (xpy=x, ) (xc—x,)—(xcye—x,y,)(x,—x,) (L)
L; permet alors de déterminer b, de 14 on déterminera c avec L, et @ avec L.
b:(xByB—xAyA)(xc—xA)—(xcyc—xAyA)(xB—xA)
(ya—ye)(xe—x)—=(yi=ye)(x3—x,)
Peut-on simplifier cette expression un peu indigeste ? Essayons de développer le numérateur :
(xBnyB_xAnyA)_<xAxByB_xAxAyA)_<xBnyC_xAxByA)+(xAnyC_xAxAyA)

. (J/A_)’B)(XC_XA)_(J’A_J/C)(XB_XA) ’

b= XgXe V= Xy Xe Yy~ X XgVptX X V= XpXc Vet X XgY X X Ye™X XY,
(Va=ye)(xc=x )= (Y= ye)(xp—x,) ’

b= XgXe Vg™ X Xe Yy~ Xy XV~ XpXe Yot X Xg Y X X Ve

(yA_yB)(XC_XA)_(yA_yC)(xB_xA)
Une partie a été supprimée mais c'est tout.
On peut encore tenter une factorisation du numérateur.



(xByB_xAyA)('xC_xA)_(xC Ye™Xy J’A)(XB_XA)

(yA_yB)(xC_xA)_(yA_yC)(xB_xA)
L, permet alors de déterminer c.

b=

Xp V=XV, —b(y,— V)
(xp—x4) '
Si on veut aller jusqu'au bout du bout, il faudrait remplacer b par son expression donnée plus haut.
Ensuite, pour déterminer a, on utilise L;: a=(x,+b)(y,—c). Les valeurs de b et de ¢ ayant été calculées
précédemment, il suffit de les remplacer dans la formule.

Vérifions : Prenons 4(1,5), B(2;3) et C(3;2).
b:2><3 X3=1X3X5-1X2X3-2X3X2+1X2X5+1X3X2 _ 18—15—6—12+10—|—6:l:1
(5-3)(3—-1)—(5-2)(2—-1) 2x2-3%1 |
On a bien trouvé ¢a précédemment. Continuons :
_2X3-1X5-1X%(5-3) 6-5-2__,
B (2-1) 1
Bon ! Il ne reste plus qu'a trouver a=12 :
a=(14+1)(5+1)=2x6=12.
Conclusion, notre formule semble correcte.
Elle permet une programmation du calcul des coefficients a, b et ¢ lorsqu'on connait les coordonnées de
trois points de I'hyperbole. Récapitulons, 1'équation d'une hyperbole passant par 4, B et C est y=—1;+c,
ou les coefficients a, b et ¢ se calculent dans l'ordre (car c utilise b et a utilise b et ¢) par les formules :
(xByB_xAyA)(xC_xA)_(nyC_'xA yA)(xB_xA)
(J/A_J’B)(XC_XA)_(J’A_J’C)(XB_XA)
. XY= X ya—b (v, = yp)
(xp—x4)
« a=(x,+b)(y,~c).
Le programme que I'on doit écrire pour réaliser cet objectif va se baser sur I'algorithme suivant :
lire X, V4, Xp> Vg, Xcs Ve, Xps Vp
bhyper=<(xByB_xAyA)(xC_xA)_(nyC_'xAyA)(xB_xA))+((yA_yB)(xC_xA)_(yA_yC)(xB_xA)) )
Chyperz(xByB_xA yA_b(yA_yB))+<(xB_xA)) ) ahyper:(xA+b)(yA_C) .
afficher a, b et ¢
¢) Déterminer I'équation de I'hyperbole passant par les points A(1,1), B(3,4) et C(4,;0) .
Tracer cette hyperbole pour x€[0 ; 6].
Le programme précédent affichera des valeurs approchées pour les coefficients. Si on veut les valeurs

exactes, il faut afficher le numérateur et le dénominateur de ces nombres.
~ (3%4-1x1)(4-1)—(4x0-1x1)(3-1) _33—(=2) 35

b(yA_yB)+C<xB_xA):xByB_xAyA donc ¢c=

e b=

. =—>~-3,182
(1-4)(4—1)—(1-0)(3—1) (=9)—(2) 11 ’
35 105
3x4—1x1+=2x(1-4) 12—1——=
. o 11 ( )_ 11 _121-105_16 8 -
3—1 B 2 S22 22 11 7
.35 8, (11-35)(11-8) —24x3_ -72
- a=l=p=)= 17 B T TR
L'équation de cette courbe est donc :
-2 8 -T2 8 _—72+8(11x-35) 88x—352 _ 8x—32
Y 35, 11 11(11x-35) 11 11(11x-35) 121x—385 11x—35
121(x—ﬁ)

Tragons cette hyperbole et placons les points 4, B et C qui la définissent.



Si on voulait améliorer notre programme, ce serait bien d'afficher des valeurs exactes : en supposant que les
points 4, B et C ont des coordonnées entieres comme ici, on devrait afficher les numérateurs et
dénominateurs de a, de b et de ¢ (six nombres). La question n'étant pas posée, nous ne la traiterons pas. On
pourrait aussi vouloir déterminer les coefficients de la forme standard de cette fonction hyperbolique, ce

que nous avons fait manuellement plus haut pour notre courbe.



