
       DM facultatif sur les lignes de niveau (produit scalaire et géométrie analytique)          décembre 2022

Exercice 8 : Autour des lignes de niveaux de M →
MA
MB

1) Cas particulier k=1
MA
MB

=1⇔MA=MB

L'ensemble L 1 est la médiatrice du segment [AB].

      2) Cas k=3 par la méthode géométrique

b) M L 3 si et seulement si 
MA
MB

=3⇔MA=3MB

En élevant au carré cette égalité on en déduit une égalité sur
les carrés des normes :
∣∣⃗MA∣∣2=(∣∣3M⃗B∣∣)2  
Celle-ci s'écrit aussi avec les carrés scalaires :

M⃗A2
=(3 M⃗B)

2
⇔ M⃗A2

=9 M⃗B2
⇔ M⃗A2

−9 M⃗B2
=0

Le membre de gauche peut se factoriser et on a donc :
M L 3 si et seulement si (M⃗A−3 M⃗B)⋅(M⃗A+3 M⃗B)=0

c) L'égalité précédente est vérifiée si  M⃗A−3 M⃗B=0  ou si
M⃗A+3 M⃗B=0 .  On cherche  donc  les  points  I et  J sur  la

droite (AB) tels que I⃗A−3 I⃗B=0  et J⃗A+3 J⃗B=0 .
Transformons ces égalités :
I⃗A−3 I⃗B=0⇔ I⃗A−3( I⃗A+A⃗B)=0⇔−2 I⃗A=3 A⃗B
J⃗A+3 J⃗B=0⇔ J⃗A+3( J⃗A+ A⃗B)=0⇔4 J⃗A=−3 A⃗B

On peut désormais placer ces points I et J :

• −2 I⃗A=3 A⃗B⇔ A⃗I=
3
2

A⃗B

4 J⃗A=−3 A⃗B⇔ A⃗J =
3
4

A⃗B

(voir la figure finale)

d) Avec Chasles décomposons :
M⃗A−3 M⃗B=(M⃗I+ I⃗A)−3(M⃗I+ I⃗A)=M⃗I−3 M⃗I=−2 M⃗I

Comme I⃗A−3 I⃗B=0 , cette partie disparaît de la somme.
De même, on a :
M⃗A+3 M⃗B=(M⃗J + J⃗A)+3(M⃗J + J⃗A)=M⃗J +3 M⃗J =4 M⃗J

Comme J⃗A+3 J⃗B=0 , cette partie disparaît de la somme.

e) Forts de cette simplification, on peut écrire :
M L 3 si et seulement si :
 −2M⃗I⋅(4 M⃗J )=0⇔ M⃗I⋅⃗MJ =0
Le  facteur  réel  ‒8  n'étant  pas  nul,  il  disparaît  de
l'égalité. Ainsi, on s'aperçoit que  L 3  est le cercle de
diamètre [IJ]



      3) Cas k=3 par la méthode analytique
a) M(x,y) étant un point quelconque, on a :
M⃗A(−2−x ;3−y )  d'où MA2=(−2−x)2+(3− y)2  
M⃗B(6−x ;−1− y)  d'où MB2

=(6−x )
2
+(−1− y)2

b) M L 3 si et seulement si :

MA=3 MB⇔ MA2
=(3 MB)

2
=9 MB2

⇔(−2−x )
2
+(3− y )

2
=9[(6−x)2

+(−1− y)2
]

Développons cette dernière égalité :
4+x2

+4 x+9+ y2
−6 y=9[36+ x2

−12 x+1+ y2
+2 y ]

Regroupons tout dans le membre de droite :
(9×37−13)+(9−1) x2−(9×12+4) x+(9−1) y2+(9×2+6) y=0
Ceci équivaut donc à :
320+8x 2

−112 x+8 y2
+24 y=0⇔40+x2

−14 x+ y2
+3 y=0  (en divisant tout par 8)

Pour résumer : M L 3 si et seulement si 40+x2
−14 x+ y2

+3 y=0  (égalité ♣).

c) L'équation du cercle de centre Ω(x0,y0) et de rayon R est (x−x0)
2
+( y− y0)

2
=R2 . 

Mettons l'équation de L 3 sous cette forme :

40+x2
−14 x+ y2

+3 y=40+(x−7)
2
−72

+( y+
3
2
)

2

−(
3
2
)

2

=(x−7)
2
+( y+

3
2
)

2

−9−
9
4
=0

On obtient donc l'équation suivante : (x−7)2
+( y+

3
2
)

2

=9+
9
4
=

45
4

Ainsi on reconnaît les coordonnées du centre Ω(7;-1,5) et le rayon R=
√45

2
=

3√5
2

≈3,354 .

d)  M(x;y)  apprtient  à  la  droite  (AB)  si  et  seulement  si  les  vecteurs  A⃗B(6+2 ;−1−3)=(8 ;−4)  et
M⃗A(−2−x ;3−y )  sont colinéaires, c'est-à-dire si  8×(3−y )−(−4)×(−2−x)=0⇔24−8 y−8−4 x=0 .

L'équation de (AB) peut s'écrire 16−8 y−4 x=0⇔4−2 y−x=0⇔ y=2−
x
2

.

Le cercle L 3  coupe (AB) lorsque 40+x2
−14 x+(

−x
2

+2)
2

+3(
−x
2

+2)=0  (j'ai remplacé y dans ♣).

Développons cette équation du second degré en x :

40+x2
−14 x+

x2

4
+4−2 x−

3 x
2

+6=0

Multiplions tout par 4 :
160+4 x2

−56 x+x2
+16−8 x−6 x+24=0⇔5 x2

−70 x+200=0⇔ x2
−14 x+40=0

Le discriminant de cette équation vaut 36 soit 6², les solutions sont donc  x=
14+6

2
=10  ou x=

14−6
2

=4

Les points d'intersection cherchés ont pour coordonnées (10 ; 2-5)=(10 ; -3) et  (4 ; 2-2)=(4 ; 0).

e) Le point I défini par l'égalité A⃗I=
3
2

A⃗B  a des coordonnées qui vérifient :

3
2

A⃗B(
3×8

2
;

3×−4
2

)=(12 ;−6)  égale A⃗I ( x+2 ; y−3) . 

Il faut donc que x+2=12, soit x=10 et y−3=−6  soit y=-3.
Le point I a donc pour coordonnées (10 ; -3). Il s'agit du 1er point d'intersection trouvé.

Le point J défini par l'égalité A⃗J =
3
4

A⃗B  a des coordonnées qui vérifient :

3
4

A⃗B(
3×8

4
;

3×−4
4

)=(6 ;−3)  égale A⃗J (x+2 ; y−3) . 

Il faut donc que x+2=6, soit x=4 et y−3=−3  soit y=0.
Le point J a donc pour coordonnées (4 ; 0). Il s'agit du 2ème point d'intersection trouvé.



Exercice 106 : Lignes de niveaux de MA2
+MB2

+MC2
=k

1) Quel que soit le point M du plan, on a :
MA2

+MB2
+MC2

=M⃗A2
+M⃗B2

+M⃗C 2

Notons  S cette somme et introduisons le point  G,
centre de gravité du triangle ABC :
S=(⃗MG+G⃗A)

2
+(M⃗G+G⃗B)

2
+(M⃗G+G⃗C )

2

En développant ces carrés scalaires, on obtient :

S=MG2
+GA2

+2 M⃗G⋅⃗GA+MG2
+GB2

+2 M⃗G⋅⃗GB+MG2
+GC 2

+2 M⃗G⋅⃗GC
Cela revient, après factorisation et réduction à :
S=3 MG2+GA2+GB2+GC 2+2 M⃗G⋅(G⃗A+G⃗B+G⃗C )=3MG2+GA2+GB2+GC 2  car  G⃗A+G⃗B+G⃗C= 0⃗
Cette expression de S est celle qu'il fallait établir ; du coup, l'égalité de l'énoncé s'écrit :
f (M )=k ⇔MA2

+MB2
+MC 2

=k ⇔3 MG2
+GA2

+GB2
+GC 2

=k

2a) Le 3ème théorème de la médiane stipule que, pour tout point A et B, I étant le milieu de [AB], on a :

 MA2
+MB2

=2 MI 2
+

AB2

2
Appliquons cette propriété au segment [BC] dont le milieu est noté A' et plaçons M en G :

GB2
+GC 2

=2GA' 2
+

BC 2

2

Il ne reste plus qu'à remplacer 2GA' par GA, cette propriété vient de l'égalité vectorielle A⃗G=
2
3

A⃗A'  qui 

elle même vient de la définition de G (voir le cours de seconde) :
G⃗A+G⃗B+G⃗C= 0⃗⇔ G⃗A+(G⃗A+ A⃗B)+(G⃗A+ A⃗C)= 0⃗⇔3G⃗A+( A⃗B+ A⃗C)=0⃗⇔3 G⃗A+2 A⃗A' =0⃗

Comme A, G et A' sont alignés, on a AG=
2
3

AA'=
2
3
( AG+GA' )⇔

1
3

AG=
2
3

GA' ⇔ AG=2 GA' .

Ainsi, finalement, GB2
+GC 2

=2(
1
2

GA)
2

+
BC 2

2
=2(

1
4

GA2
)+

BC 2

2
=

1
2

GA2
+

BC 2

2
.

2b) Nous avons donc GB2
+GC 2

=
1
2

GA2
+

BC 2

2
, mais aussi, en permuttant les points A, B et C :

GA2
+GB2

=
1
2

GC 2
+

AB 2

2
 et GA2

+GC2
=

1
2

GA2
+

AC 2

2
.

En additionnant membre à membre ces trois égalités, on obtient :

(GB2
+GC 2

)+(GA2
+GB2

)+(GA2
+GC 2

)=(
1
2

GA2
+

BC 2

2
)+(

1
2

GC 2
+

AB2

2
)+(

1
2

GA2
+

AC 2

2
) , 

ce qui s'arrange en :



3
2
(GA2

+GB2
+GC 2

)=
1
2
( AB2

+BC 2
+AC 2

)⇔3(GA2
+GB 2

+GC 2
)=AB2

+BC 2
+AC 2

Notre égalité du début devient :

f (M )=k ⇔3 MG2
+GA2

+GB2
+GC 2

=k ⇔3 MG2
+

1
3
( AB2

+BC 2
+AC 2

)=k .

2c) De cette dernière version de l'égalité, on déduit que le minimum de f(M) est obtenu lorsque M=G. 

On a alors f (G)=
1
3
( AB2

+BC 2
+AC 2

) .

3) L'ensemble des points M vérifiant f(M)=k contient les points vérifiant :

3 MG2
=k−

1
3
(AB2

+BC 2
+AC 2

)⇔MG2
=

3k−AB2
−BC 2

−AC 2

9
.

• Si la quantité 3k−AB2
−BC 2

−AC 2  est positive, c'est-à-dire si k>
AB2

+BC 2
+AC 2

3
, les points 

M de cet ensemble sont à une distance constante du point G. Ils appartiennent au cercle de centre G 

et de rayon √3 k−AB2
−BC 2

−AC 2

3
.

• Si cette quantité est négative, l'ensemble cherché est vide.
• Si cette quantité est nulle, l'ensemble cherché est réduit au point G.


