Les polynomes

Objectifs :
+ Reconnaitre un polynéme, son degré et ses coefficients
+ Mettre sous forme canonique un trinéme et savoir I'intérét de cette forme
+ Résoudre dans R une équation du second degré ou de degré supérieur
+ Factoriser un polynéme ; étudier son signe ; déterminer ses racines réelles

Apercu historique :

Les mathématiciens de l’époque babylonienne (25 siécles avant J.-C.) savaient déja résoudre des
équations du second degré. Le grec Diophante (4 siécles avant J.-C.) en développe Uapproche ainsi
que, apres lui, les mathématiciens arabes dont le plus connu est Al-Khwarizmi (780-850, Bagdad). Le
nom de ce dernier, latinisé, a donné le mot algorithme ; son ouvrage « Abrégé du calcul par la
restauration et la comparaison », par déformation du mot « restauration » (al-jabr en arabe) a donné
algébre. Al-Khwarizmi distingue encore siz cas pour la résolution de ces équations; l'unification est
tardive, en particulier a cause du refus de considérer les nombres négatifs. Le mathématicien francais
Francgois Viete (1540-1603) introduit les lettres pour désigner les quantités (des consonnes pour les
quantités connues, des voyelles pour les inconnues) et la forme algébrique moderne est a peu prés
définitive avec René Descartes (1596-1650) qui désigne par a, b, c,... les quantités connues et z, v,
z,... les inconnues.

Plan du cours :

Un polynéome & une indéterminée est une expression de la forme ag + a1z + asx® + azx® + ... + a,a™,
ot x représente l'indéterminée (I'inconnue). On appelle « degré » la plus grande puissance de x
présente dans 'expression. Dans écriture ci-dessus, le polynéme est de degré n, mais dans les deux
premiéres parties, nous étudierons les polynémes de degré n = 2. Partie 1 : ce qui reléve de la
fonction (sens de variation, extremum, parité, courbe) et partie 2 : ce qui se rattache & l'équation
ax?® + bx + ¢ = 0 (racines, factorisation, signe du trinome). Dans la derniére partie, nous donnerons
quelques propriétés des polynomes de degré supérieur ¢ 2.

a. Définition

DEFINITION 1.1 (POLYNOME DU SECOND DEGRE) Soient a,b, ¢ trois nombres réels déterminés
tels que a # 0. On appelle fonction polynome du second degré, ou simplement trindéme, toute
fonction f définie sur R par f(z) = az? + bz + c.
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EXEMPLE 1 — f:2+— 522 —3x+4,g: 2+ 322 +0,5et h:x+—— (20 + 3)(z — 1) sont des

trinomes. Pour les deux premiéres fonctions, c’est évident (pour f,onaa=5#0,b=—-3et c =4;
pour g,onaa=—-3#0,b=0et c=0,5), et pour la derniére, si on développe I'expression, on
obtient 222 + = — 3, qui est bien un polynéme du second degré avec a =2 #0,b=1et c = —3.
Remarques :

+ L’expression ax? + bz + ¢ est la forme développée de f(z). Nous en verrons plus loin les formes
canonique et factorisée.

+ Par abus de langage, on appellera « polynéme du second degré » toute expression algébrique
pouvant s’écrire sous la forme ax? + bz + ¢, avec a # 0.

+ Les réels a, b, c sont déterminés s’ils ne dépendent pas de I'indéterminée x. Ils sont souvent
invariables, mais ils peuvent aussi varier comme dans l'expression f(x) = 2ma? +m?x + 3 on
m est un parameétre variable indépendant de x.

b. La forme canonique

-
PROPRIETE 1.1 (FORME CANONIQUE) Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0.

L’expression f(z) = az? + bz + ¢ peut s’écrire sous la forme f(z) = a(z — a)? + 3, ot a = —%,
et 8 = f(a). Cette écriture, appelée forme canonique, est unique.

\

DEMONSTRATION Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0. Pour tout z € R :
Etape 1 : on met en facteur le coefficient dominant (celui de z?) :

b
ax2+bx+c:a(x2+fﬂs+g)
a” a

Etape 2 : dans 22 + g:v, on reconnait le début du développement d’un carré

b, o b b
(x—i-%) =z +ax+4a2

2

2 .
On remplace donc x? + g:r par (z + %) — 4%. Il vient :

b b b?
a:c2+b:r+c:a(a:2+ax+§):a[(x—i-%)Q—@ 2]

Etape 3 : on arrange, dans les crochets, le terme indépendant de z :

b2 c b2 dac —b? + dac

402 " @ 4a? " 4a® da?

Etape 4 : aprés substitution, développement et transformation, on obtient finalement :

b —b% + 4ac —b —b% + 4dac
2 _ 2 _ 2
ar”tbre=alled g N g I =ele s g ) T
~—
o B
Soit, avec les notations indiquées :
b —b%+4
az® + bz +c=alz — a)? + B, Oua:—iyetﬁzﬁ
2a 4a

« et § sont entiérement déterminés dés lors que a, b et ¢ le sont.
La forme canonique existe donc, et elle est unique (de méme que la forme développée est unique).
Veérifions que = f(a) :

2 2 2 2 b2 _9p2 _p2
@)= f(=g) = al=5) +b(~g) +e=for — o te=f— 5 +e= UG8 yo= e =
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EXEMPLE 2 —

_ _ f: R=>R
Déterminons la forme canonique de 9
T 2z° —6x+5
Premiére méthode : appliquons la formule. On a un polynéme du second degré avec a = 2, b= —6 et
¢ = 5. Sa forme canonique est f(z) = a(x — a)? + B, avec a = —% =—55=13¢et

B = f(a) = f(3) = 5. Ainsi, la forme canonique est f(z) =2(z — 3)? + 3

Deuxiéme méthode, dans Pesprit de la démonstration ci-dessus : mettons le coefficient de 22 en
facteur, puis cherchons a reconnaitre le début d’un carré.
fl@)=22—624+5=2(22-3z+3)=22>—-2x 3z +3)

Comme (z — 3)? = 2% —2x 32+ 9, on obtient :

f@)=2(@- 3P -+ =2 -+ D =2w-3+1}

c. Sens de variation

DEFINITION 1.2 (SENS DE VARIATION ) Un fonction f est strictement croissante sur un intervalle
I si et seulement si Vay,29 € 1,21 < 29 = f(21) < f(x2).

Remarques :
+ On définit, de méme, un fonction strictement décroissante sur I (x1 < z2 = f(z1) > f(x2)).
+ La fonction est croissante « au sens large » (on dit aussi croissante, sans précision) si et
seulement si x1 < x9 = f(21) < f(22).
+ Il faut retenir qu’une fonction croissante conserve l’ordre : les images sont rangées comme les
antécédents.

-
PROPRIETE 1.2 (SIGNE DU TAUX DE VARIATION) Le signe du taux de variation 7 = %
d’une fonction f entre x; et xo, deux points d’un intervalle I, indique le sens de variation de f

N sur . En particulier, 7 > 0 < f strictement croissante et 7 > 0 < f croissante.

DEMONSTRATION % >0« f(x1) — f(x2) et 1 — x2 sont de méme signe.
Supposons que x; — 3 < 0 < x1 < z2. On a alors f(z1) — f(z2) <0< f(z1) < f(x2).
D’aprés la définition 1.2, la fonction f est donc strictement croissante.

Si x1 — xo > 0, il suffit d’intervertir les noms des deux variables dans la définition :

ro < 1 = f(:L‘g) < f(:L‘l)

THEOREME 1.1 Les variations de la fonction polynéme du second degré f de forme canonique
f(z) = a(z — a)? + 8 dépendent du signe de a et de la valeur de a.

Casota >0 Casota<0
x —00 a +00 x —00 o +00
+00 +00 I3
@ T~ | T T
B —00 —00
f admet un minimum atteint pour z = « f admet un maximum atteint pour z = «

\. J
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DEMONSTRATION Le taux de variation entre x1 et xo d'un trindéme f défini par sa forme canonique
f(z) =a(z — a)® + B est :

L a(zy — a)? + B — [a(xe — a)? + B _ a(z; — a)? — a(ze — a)? _ a[(r1 — a)? — (2 — @)?]
xr1 — T2 xr1 — T2 xr1 — T2

Continuons 3 factoriser le numérateur en reconnaissant une différence de carrés :

o al(x; —a—za+ a)(r]) — a+ x2 — a] _ al(xy — z2)(r1 — o+ z2 — )] — ey — o+ 73— a)
xr1 — T2 r1 — T2

Le signe de ce produit dépend de a et du facteur (x1 — o + x93 — «). Or, si 'on prend soin de choisir
x1 et x9 dans un méme intervalle I de la forme [a; +00[ ou | — 00; @, ce facteur ne change pas de
signe. Par exemple, 1,29 € [a;+o0[= 21 —a>0et 29 —a > 0= 21 — a+ z2 — a > 0. En réalite,
comme x| et xo sont distincts, supposons que x1 < xs, seul £1 — a peut s’annuler et

1 — a+ x9 —a > 0. Le produit des deux facteurs aura, dans ce cas, le signe de a.

Finalement, dans le cas ot a > 0, d’aprés la propriété 1.2, f est croissante sur [a; +oo] et
décroissante sur | — 0o; a]. Elle passe donc par un minimum quand z = «, ce minimum est f(«)
identifié dans la propriété 1.1 comme la constante 5. Dans le cas ot a < 0, le signe de 7 est inversé
et, par conséquent, les sens de variations sont inversés aussi. Le trindome est d’abord croissant, puis
décroissant. Il passe donc par un maximum de coordonnées (a; 3).

EXEMPLE 3 — Soit g : x +— —32% + 22 — 1. g est un polynéme du second degré, avec a = —3 < 0,

a= —% = —%6 = % et g(%) = —%. D’aprés le théoréme 1.1, on obtient le tableau de variations :
x —00 % +00
_2
3
—00 —00

d. Représentation graphique

( PN . . . )
THEOREME 1.2 (ALLURE DE LA COURBE) La représentation graphique de la fonction polynome
du second degré f de forme canonique f(x) = a(x — a)? + B est une parabole P, de sommet
S(a; B), et a pour axe de symétrie la droite d’équation =z = a.

Y Y

NEES 2SN

»

a>0

DEMONSTRATION La droite d’équation z = « est la droite verticale passant par I'extremum.
Prenons deux points situés de part et d’autre de cette droite. Leurs abscisses s’écrivant x1 = a+ \ et
To = a — A, avec A € R, montrons que ces deux points ont la méme image pour tout A € R :

f)=a(zy1 —a)?+B=ala+A—a)* +B=a\’+ 73
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f(z) =a(zz —a) +B=ale—=A—-a)’ +B=a(-2)?+B=0aX+ 5= f(x1)
En effet, du fait de la parité de la fonction carré, on a (—\)%? = A2

EXEMPLE 4 — Représentons graphiquement les fonctions f et g des deux exemples précédents :

f: 2+ 222 —62+5. On a une fonction polynome
du second degré avec a = 2 > 0. D’apres le théo-
réme 1.2, on obtiendra une parabole « tournée
vers le haut ». D’apreés la propriété 1.1, la forme
canonique de f est f(z) = 2(z — 3)? + 1, donc
le sommet de la parabole est le point A(3; 3).

y=2x> -6z +5

I

-

—
Nl ¢ -

N

o

8

Remarques :

g : x — =32+ 2z — 1. On a une fonction
polynéme du second degré avec a = —3 < 0.

D’aprés le théoréme 1.2, on obtiendra une pa-
rabole « tournée vers le bas ». D’aprés la pro-
priété 1.1, la forme canonique de g est g(x) =
—3(z — 3)? — 2, donc le sommet de la parabole

est le point B(%; —%)

[
= 322+ 2z —1

+ Les paraboles font partie de la famille des coniques, de méme que les ellipses et les hyperboles.
Ce type de courbe s’obtient par intersection d’un plan avec un cone de révolution lorsque le
plan est paralléle & une des génératrices du cone. On définit aussi la parabole P comme
I'ensemble des points M équidistants d’un point (le foyer F') et d'une droite (la directrice d),

voir Iillustration pour la fonction carrée.

+ Un projectile, soumis a la seule force de gravité, suit dans sa chute une trajectoire
parabolique. La parabole est « tournée vers le bas » - on s’en doute - son équation étant

Yy=19yo +axtanao —

55 ——35L
2v02cos a2

2 ol yg est I'ordonnée du point de lancement, vg la vitesse

initiale, « ’angle de tir que fait initialement la trajectoire avec I’horizontale et g ’accélération
de la pesanteur (une constante physique qui vaut environ 9, 81ms~2). Sur notre illustration
a = 45" (la portée est alors maximale) et yo = 0.

/

M/ vitesse initiale

Iy
vo — \\

4
15 W 0 T
'

el
w

P ,"‘ E /
1: %«' : 0: N

e fp---

n
vy

portée maximale
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2. Léquation du second degré

a. Résolution de I’équation

( N
THEOREME 1.3 (SOLUTIONS DE L'EQUATION) Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0.

Posons A = b? — 4ac, que I'on appellera discriminant de ’équation az? + bz + ¢ = 0.
Le nombre de solutions de cette équation dépend du signe de A :

+ A > 0:’équation admet deux solutions distinctes, x1 = %ﬁ et xo = %
+ A =0 : Péquation admet une solution unique, xg = —%
+ A < 0:’équation n’a pas de solution dans R.
\ y

DEMONSTRATION Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0 et soit A = b — 4ac.
D’aprés la démonstration de la propriété 1.1 (Etape 4), cette équation est équivalente 2 :

b, —b*+4dac, b.o A,
a[($+%) +T2]—a[($ %) —@]—

Selon le signe de A, trois cas peuvent se produire :
1er cas : A >0
L’expression entre crochets est une différence de carrés (A est le carré de VA) qui se factorise :

b, A boo VA, b VA b VA
allwt3,) — gl = 0= alet 5" = (51 =0=alet oo+ 5@+ 50— 5) =0
—b—VA -b+ VA
— afz - Yo — V2 0 e a(a — 1) (@ — 22) = 0
2a 2a
Comme a # 0, il y a donc bien deux solutions & cette équation. Ce sont x1 = _bgav A ot g = _b‘g—a VA

2¢cas : A=0

L’équation devient a(x + %)2 = 0, et admet une solution unique : xqg = —%.
NB : ce 2¢ cas est un cas particulier du 17 pour lequel x1 = o

3ccas : A <0

Le discriminant A n’est pas le carré d’un réel. Comme a # 0, ’équation revient & :

b A
2
r+—) = —
( 2a ) 4a?
—_———— ~—
positif négatif

Le membre de gauche (un carré) est positif tandis que celui de droite est strictement négatif
(4a® > 0 et A < 0). L’égalité étant toujours fausse pour x € R, I'équation n’a pas de solution (elle en
a dans C, ’ensemble des complexes).

Remarque :

Les deux solutions x1 et x5 de I’équation f(z) = 0, quand elles existent, sont appelées « racines » de
la fonction f. Dans le cas A = 0, les deux solutions n’en font qu’une (on ’a notée zp). Cette unique
solution annulant deux facteurs du 1° degré (I’équation s’écrit a(z + %)(x + 2—’;) = 0), on dit que
c’est une racine « double ». Cela permet d’affirmer que, dans R, une équation du 2¢ degré admet
toujours deux racines, éventuellement doubles, lorsque A > 0. Cela préfigure un théoréme, valable
dans C, qui est da & Carl Friedrich Gauss (1777-1855), selon lequel une équation polynomiale de
degré n admet toujours n racines, éventuellement multiples. L’équation 23 = 0, par exemple, admet
une racine triple x = 0. Par contre, I’équation 2® = 8, qui s’écrit (z — 2)(z% + 22 + 4) = 0, admet une
racine réelle = 2 et deux racines complexes (le trinome 22 + 2x 4 4 n’a pas de racine réelle car son
discriminant A = —12 est négatif).
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Interprétation graphique :

Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0. Les solutions de I’équation ax? + bz 4 ¢ = 0 sont les
abscisses 1 et x2 (ou x 8'il n’y en a qu'un) des points d’intersection - quand ils existent - de la
courbe représentative de la fonction f : z +— axz® 4 bx + c et de I’axe des abscisses.

A>0 A=0 A<O0
T X2 —-TO
a>0
I T2 o
a<0 / //\

EXEMPLE 5 — Solutions de 'équation 2% + 5z +1 =0

Il s’agit d’une équation du second degré, aveca =1, b=5et c = 1.
OnaA=5"—4x1x1=25—4=21. On est dans le cas A > 0.

L’équation admet donc deux solutions distinctes : x1 = _5%@ ~ —4,791 et 9 = _"'—’%‘/ﬁ ~ —0, 209.
S = {7572\/ﬁ; 75+2\/ﬁ}_

EXEMPLE 6 — Racines de la fonction ¢ : x +— 522 + 62 + 1,8

Il s’agit de déterminer les solutions de I’équation du second degré 522 + 6z + 1,8 = 0, avec a = 5,
b=6etc=1,80naA=62—4x5x1,8=36—36=0, on est dans le cas A = 0.

L’équation admet une seule solution xg = 2;65 = %3 = —0,6.

La fonction ¢ a une racine unique qui est —0, 6.

EXEMPLE 7 — Intersection de deux paraboles : pour quelles valeurs de x les expressions

f(x) = 2% + 52+ 1 et g(x) = 5z + 62 + 1,8 sont-elles égales ?

Il s’agit de résoudre I'équation x? + 5z + 1 = 52? + 6z + 1,8, qui se réduit a 422 + z + 0,8 = 0. Pour
cette équation du second degré, onaa=4,b=1,¢c=0,8et A=12—-4x4x0,8=—11,8. Comme
A < 0, I'équation n’admet aucune solution dans R. Les deux paraboles ne se croisent pas.

La courbe de la fonction f coupe
laxe des abscisses en deuxr points
(les coordonées de x1 et xo sont cal-
culées dans lexemple 5) tandis que
celle de la fonction g ne la touche
qu’en un point (d’abscisse xo=-0,6
comme on l'a vu dans Uexemple 6).
Les deux courbes ne se coupent pas
(cela n'est pas évident sur la portion
des courbes tracées).
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b. Signe du trinbme

( PROPRIETE 1.3 (FACTORISATION DU TRINOME) Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0.
Le trinome az? 4 bx + ¢ se factorise, ou pas, selon le signe de A :

+ Si A >0, az? +bxr+c=a(z — x1)(z — x2), ol 21 et z2 sont les racines du trinome.

+ Si A =0, azx? +bx+c=a(xr— x0)? olt 29 est la racine double du trinéme.

+ Si A <0, il n’y a pas de forme factorisée du trinéme dans R.

DEMONSTRATION Cette propriété est une conséquence du théoréme 1.3.

EXEMPLE 8 — Factorisons le trinome 322 — 52 +2. Ona A = (=5)2 —4x 3 x2 =1, donc A >0 et
le polynéme a deux racines réelles distinctes, x1 = % et xo = 1.
La factorisation découle alors de la propriété 1.3 : 322 — bz + 2 = 3(z — 2)(z — 1).

f THEOREME 1.4 (ETUDE DU SIGNE) Soit ax? + bz + ¢ un polynome du second degré. Le signe de
ce polynome dépend du signe de A et du signe de a.
+ Si A >0, le polynéme est du signe de a « & ’extérieur des racines », et du signe de —a « a
I'intérieur des racines ».
+ Si A =0, le polynéme est toujours du signe de a. Il s’annule sans changer de signe en son

unique racine.
+ Si A <0, le polynéme est toujours du signe de a. J

DEMONSTRATION La propriété 1.3 indique que le trinome az? 4 bx + ¢ se factorise, ou pas, selon le

signe du discriminant. Le signe de ce trinome dépend donc de existence d’une forme factorisée et,

par voie de conséquence, du signe de A.

+ A >0 :le trinome se factorise en ax? + bxr + ¢ = a(x — x1)(z — 2), olt 21 et x5 sont les deux
racines du trindéme. L’étude du signe de ce produit découle de la regle des signes. Supposons,
quitte a intervertir x1 et x9, que x1 < x2. On peut alors dresser le tableau de signes :

x —00 X1 9 100
signe de (z — 1) — 0 + +
signe de (z — x2) — — 0 +
signe de N 5 - 0 N
(x — z1)(z — 22)
a(x _Slin(SG_ 3) signedea (0 signede —a ( signedea

+ A =0:le trinéme se factorise en ax? + bx + ¢ = a(x — x0)?, ol 2 est la racine double du
trinome. Comme un carré est toujours positif ou nul, ax? + bx + ¢ est du signe de a, mais
s’annule pour z = xo (sans changer de signe).

—-A

+ A <0 : avec les notations précédentes, on a : ax? + bx + ¢ = a[(z + %)2 + @]
——

positif positif

L’expression entre crochets étant une somme positive, le trinéme est toujours du signe de a.

EXEMPLE 9 — Résoudre l'inéquation 322 — 2z + 1 > 0 : le premier membre de cette inégalité est un
trindme pour lequel a =3, b= —2, ¢ =1 et donc A = —8 < 0. Le trindme ne s’annule jamais et
conserve le signe de a. Comme a > 0, I'inéquation est toujours vérifiée. S = R.
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ExEMPLE 10 — Etude du signe du polynéme —z? 4 4z — 1

C’est un trinéme pour lequel a = —1, b =4, ¢ = —1 et donc A = 12 > 0. Ce trinéme admet donc
deux racines 1 = 2 — /3 et 2 = 2 + /3. D’aprés la propriété 1.3, il est du signe de a a « 'extérieur
des racines » et du signe opposé & a & « l'intérieur des racines ». Comme a < 0, le trindéme est positif
pour z € [z1;x2] et négatif pour x €] — oo; z1]U]xe; +00].

Le tableau de signes ci-dessous résume cela.

z —00 2-V3 2+V3 +00
Signe de
—2? 4+ 4r -1 0 + 9

Les différents cas :

Le trinome f(x) = az? + bz + ¢ est du signe opposé de a & U'intérieur des racines (cela n’arrive que si
A > 0); dans tous les autres cas, il est du signe de a ou il est nul. Selon les signes de a et de A > 0, il
y a donc six tableaux de signes différents :

A>0 A=0 A<O0
a>0 T —00 T To +oo T —00 o) +0o0 T —00 +0o0
f(z) + 0 — 0 + f(x) + 0 + f(x) +
0 <0 T —00 1 ) +o0 x —00 X0 +0oo x —00 “+00
f(z) - 0+ 0 — f(=) - 0 - f(=) -

c. Somme et produit des racines

-
PROPRIETE 1.4 (SOMME ET PRODUIT) Lorqu’un trinéme az? + bz + ¢ admet deux racines z; et
To, soit lorsque A >0, on a :

somme : x1 + T9 = %b produit : ¥z = 7

\

DEMONSTRATION Les racines s’écrivent, quand elles existent, x; = —b=vA %.

3a A o Tog =
Leur somme S vaut _bgﬂ + _b;;/Z = _b_\/ZQJbJ“/Z = _Q—ib = %b, et leur produit P vaut

—b—VA % —b+vVA _ (—b—\/Z)(—b-‘r\/Z) (=b)2-(VA)? _ b2—2A _ b®—b%44ac __ dac _ ¢
2a 2a 4a

4a? 4a?

- - 4a? T 4aZ T a

Remarques :
+ Cette propriété s’applique également dans le cas d’une racine double (on la compte alors deux
fois). 1l suffit de remplacer A par 0 dans la démonstration précédente. Le trinome

4z% 4+ 4z + 1, par exemple, a une racine double qui est ' (sa forme factorisée est (2z + 1)?).

La somme des racines est alors le double de _71, soit —1 et %b = %4 = —1. Le produit des

racines est alors le carré de %1, soit % et © = i.

+ Cette propriété permet, connaissant une des racines, de déterminer facilement l'autre (sans
calculer A). Le trinome 922 — 5z — 4, par exemple, a une racine évidente qui est 1 puisqu’il

s’annule pour x =1 (9 x 11 =5 x 1 —-4=9 —5—4 = 0). L’autre racine est donnée par le
4

produit (car z179 = x2 dans le cas ot 71 = 1). Clest £ = 7.

PROPRIETE 1.5 (EQUATION CONNAISSANT S ET P) Lorsqu’on connait la somme S et le produit
P de deux nombres, alors ces deux nombres sont les solutions de I'équation 22 — Sz + P =0
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DEMONSTRATION Les racines d’un trinéme se notent, quand elles existent, z; et x2. Ecrivons
I’équation qui traduit le fait que x1 et 2 sont solutions d’une équation polynomiale de degré 2 :

(x — x1)(z — 22) = 0. Développons et réduisons le membre de gauche : 22 — 212 — xx9 + 1122 = 0,
soit 22 — (z1 + x2)z + x122 = 0. Remplagons x; + x9 par S et x12z par P. On obtient l'équation de
I'énoncé 22 — Sz + P = 0.

On aurait aussi pu appliquer la propriété 1.4 avec a = 1 : la somme des racines de I’équation

:UQ—Sx+P:OestS(car%b:%b:—b:S) et leur produit est P (car £ = { = c= P).

EXEMPLE 11 — Existe-t-il deux nombres a et b tels que a +b =100 et ab =257

D’aprés la propriété 1.5, ces nombres, s'ils existent, sont solutions de I'équation 22 — 100z + 25 = 0.
Le discriminant de cette équation vaut A = 1002 — 4 x 25 = 10000 — 100 = 9900 > 0. Il y a donc deux
solutions a = 100=Y9900 ¢ § — 1004v9900 i ¢ — 50 — 15y/T1 & 99,75 et b = 50 + 15v/11 ~ 0, 25.

Etude du signe des racines :
Le produit des racines est du signe de £, mais aussi de ac. Si ac > 0 (c est du signe de a), alors les

racines ont méme signe ; celui-ci est donné par le signe de la somme %b, qui est aussi celui de —ab.
Quand ac > 0, si ab > 0 (b est du signe de a), alors les racines sont négatives, sinon elles sont
positives. Ces considérations conduisent a ’algorithme suivant (on se place dans I’hypothése de
Vexistence de racines, donc d’'un A > 0) :

¢ du signe de a 7

[Racines de signes contraires] [Racines positives] [Racines négatives]

On peut observer qu’il y a huit configurations différentes selon les signes de a, b et ¢. Dans la moitié
de ces configurations, les racines ont des signes différents. Les racines sont positives si a > 0, b < 0 et
c>00ua<0,b>0et c<0 et elles sont négativessia >0,b>0etc>00ua<0,b<0etc<O.

d. Utilisation de la calculatrice ou de I’ordinateur

Graphique :

On peut controler les résultats précédents (existence de racines, signe du trindme) graphiquement
avec la calculatrice en mode graphique. Il faut, tout d’abord, entrer 'expression de la courbe dans le
module de saisie (par exemple Y1 = 222 4 3z — 5). Tracer la courbe en utilisant le bouton approprié
(GRAPH ou autre). Si le résultat n’est pas satisfaisant, il faut sans doute modifier les paramétres de
la fenétre d’affichage (généralement Xmin, Xmax, Ymin, Ymax, se référer au manuel du
constructeur).

Pour estimer les abscisses des points ol la courbe représentative de la fonction coupe l'axe (Ox), on
aura peut-étre aussi besoin de régler la graduation de 'axe (STEP ou autre). Cette méthode est
rapide et efficace mais attention, elle ne donne la plupart du temps que des résultats approchés.
Sur un ordinateur, on utilisera un logiciel tel que GeoGebra : ’équation est entrée dans la ligne de
commande (par exemple y = 222 + 3z — 5). Les points d’intersection créés (ils sont nommés A et B),
on peut lire leur abscisse dans la « fenétre algébre » (dans notre exemple, on lira 4 = —2.5 et

rp = 1).
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Programmation :

Programmons la calculatrice pour qu’elle affiche le discriminant et les éventuelles racines (approchées
si le nombre a trop de décimales pour étre affiché en entier — s’il est irrationnel en particulier) d'un
polynéme du second degré de la forme az? 4 bx + c.

Notez que la plupart des calculatrices de Lycée disposent maintenant d’un mode de résolution des
équations qui donne ces racines. Cette programmation n’a donc qu’un intérét limité.

L’algorithme simple proposé se traduit en programme, selon le langage informatique utilisé (Basic
pour Casio ou TI, Python pour Numworks). Le Python d’un ordinateur et celui d’'une Numworks
étant assez proches, on ne donne que la version calculatrice (copiée du Workshop de Numworks).

Algorithme
Lire a, b et c
d = b% — dac
Afficher d
Si d<0 alors afficher "PAS DE SOLUTION"
Sinon

Si d=0 alors afficher —b/(2a)
Sinon afficher (—b—+/d)/(2a) puis afficher (—b++/d)/(2a)

Fin du Si
Fin du Si
Programme en Python pour une Numworks
from h import =*
HI_» jat j,n Iﬁ ) >>> from second_degre import -
= racines(a,b,c): >>> racines(l,-100,25)
delta = brbrararc delta= 9900
print("delta=",delta) xl= 0.2506281446690011
if delta == o: x2= 99.74937185533101
print("xe=",-b/(2=a)) >>> racines(2,3,-5)
elif delta > 0: delta= 49
print("x1=", (-b-sqrt{delta))/(2*a)) x1l= -2.5
print("x2=", (-b+sqrt(delta))/{(2#*a)) X2= l.Ol
clse >>> racines(l,1,1)
o de solution reelle delta= -3
g L pas de sotution reetien) pas de solution reelle
>>> |
Pour une Casio Pour une TI
s o P
"B"?— B .
nene_s ¢ ]]?;SEJ(:))
B~2-4AC— D Then
D 4
If D<O Disp "PAS DE SOLUTION"
El
Then "PAS DE SOLUTION" . ;fo
Else Then
If D=0
Di -B/(2A
Then -B/(24) 4 ISPEIS:( )
Els? é;]f/'D\)/];)(éS ﬁ) “ Disp (-B-,/D)/(24)
Di -B+. /D 2A
Endlf isp ( Ené/ )/ (24)
EndIf Fnd
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a. Définition

DEFINITION 1.3 (POLYNOME) On appelle polynome de degré n toute fonction P définie sur R
P(x) = apa™ + an_12" 1+ - -+ azx® + a2 + a1x + ag, ot les nombres ag, k € {0,1,...,n} sont
des réels tels que a,, # 0. Les nombres ag sont les coefficients d’ordre k, le coefficient d’ordre n
(le seul qui ne doit pas étre nul) est appelé coefficient dominant.

Remarques :

+ Le terme agz® d’une expression polynomiale est un monéme de degré k. Ceci explique les
termes : polyndme pour une somme de plusieurs mondémes et trindme pour une somme de
trois monémes, donc pour un polynéme de degré 2. En toute rigueur, étre une somme de trois
mondmes n’est pas équivalent & étre un polynéme de degré 2. Le polynome 5z* — 322 + 1 est
un « trinéme » puisqu’il comporte trois mondémes, mais ce n’est pas un polynéme de degré 2.
I’expression correcte pour désigner un polynéme de degré 2 est trinéme de degré 2, mais
I'usage dans ce cas, s’il n’y a pas d’ambiguité, est de parler de trinéme, sans précision du degré.

+ Les fonctions affines sont des polynomes de degré 1 et les fonctions constantes (non nulle) des
polynémes de degré 0. Il ne vient & personne 'idée de désigner un polynoéme de degré 1 de
bin6éme (trop ambigu), ni méme de binéme de degré 1 (trop compliqué). La fonction nulle
x +— 0 n’est pas un polyndéme selon la définition 1.3 puisque le coefficient de degré 0 est alors
nul. Cependant, on l'admet généralement sous ’appellation de « polynéme nul » et on lui
attribue le degré arbitraire —oo

EXEMPLE 12 — f: 2+ 32° — 3z + 1 est un polynome de degré
5. Son coefficient dominant est 3 ; son coefficient d’ordre 0 (on dit
aussi « terme constant ») est 1; le coefficient d’ordre 1 est —3; les
autres coefficients sont nuls. On peut calculer quelques images par
f, comme f(0) =1 (celui-1a est facile a calculer), f(1) =3—-3+4+1 =
1 ou f(—=1) = =34+ 3+ 1 = 1. On peut aussi tracer la courbe de
f (une portion) avec la calculatrice, constater que le polynome
3x2° — 3z + 1 a trois racines réelles r; ~ —1,07014, x2 =~ 0,33773
et 3 ~ 0,88918 et méme donner le signe du polynéme en fonction
de ses racines : f(x) > 0 <= z € [x1;22] U [x3; +00].

Limites de cette étude :

Pour I’étude des variations de ces fonctions, voir le chapitre sur la dérivée.

La détermination des racines d’un polynéme de degré supérieur a 2 n’est possible que dans certains
cas que nous allons envisager ici. Il existe bien des formules pour les degrés 3 et 4, mais elles sont
compliquées et largement en dehors du programme. Si on peut se contenter de valeurs approchées, la
méthode de dichotomie étudiée en seconde fait trés bien I'affaire. La calculatrice sait généralement
résoudre ces équations de facon approchée.

b. Propriétés

THEOREME 1.5 (POLYNOMES EGAUX) Voici trois propositions vraies et équivalentes :

(i) Deux polynéomes P et @ sont égaux si et seulement si ils ont méme degré n et que les
coefficients d’ordre k < n sont égaux deux a deux.

(ii) La fonction f:z + apa™ 4+ an_12" "1 + - + azx® + a22? + a1z + ag est la fonction nulle
si et seulement si les coeflicients ag, k < n sont tous nuls.

(iii) Técriture du polynéme a,z™ + 12" 1+ -+ azx® + asx® + a1z + ag est unique.
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DEMONSTRATION Démontrons la partie directe de (ii) par récurrence sur le degré n.

La proposition est évidemment vraie pour n = 0. Il est facile de montrer qu’elle est vraie pour n =1:
Si, Vo € R, a1x + ag = 0, alors ce doit étre vrai pour x = 0, ce qui s’écrit a3 X 0+ a9 =0 < a9 = 0.
Donc, on a Vz € R, a1z = 0. Comme ce doit étre vrai pour x =1, onaa; x 1 =0<a; =0.
Supposons que la propriété (ii) soit vraie pour n. Montrons qu’alors elle est vraie pour n + 1.
Considérons pour cela la fonction g :

g(x) = by 4 bpa™ 4 -+ by + byx + by avec b,y # 0

Cette fonction est nulle ssi Vo € R, g(z) = 0. Pour x = 0, cela conduit & ap = 0 (comme au degré 1).
On peut alors mettre x en facteur : g(x) = x(byy12" + bpz™ ! 4+ -+ 4+ box + b1). Mais comme

Vz € R, g(z) = 0, pour = # 0 il faut bien que l'expression h(z) = by 12" + bz 1 + -+ + box + by
soit nulle. Or, par hypothése, une fonction polynomiale de degré n telle que h , si elle est toujours
nulle, ce qui est le cas, doit avoir tous ses coeflicients nuls. On en déduit que les by coefficients de g
sont tous nuls, ce qui achéve la récurrence (je passe sur le léger probléme en x = 0 qui se résout par
un argument de continuité des polynémes).

Pour la réciproque de (ii), c’est une évidence : si tous les coefficients sont nuls, alors la fonction est
nulle.

Montrons que (i) et (ii) sont équivalentes. L’égalité entre deux expressions polynomiales s’écrit :

1

™ 4 ap12" N+ 4 asx® + a1z + ag = bpx™ 4 b1z 4+ - 4 box® + bz + by

Dans cette égalité, nous ne supposons pas que les polyndémes sont de degré n, certains coefficients ay
ou b, peuvent étre nuls. En faisant tout passer dans le méme membre et en réduisant, on obtient :

(an — bp)z"™ + (ap—1 — bn_1)x"71 + o+ (ag — bg)x2 + (a1 —by)xz+ (ap —bg) =0

Nous avons la une fonction toujours nulle qui, d’aprés (ii), doit avoir tous ses coefficients nuls. Par
conséquent : Vk € {0,1,...,n},a — by = 0 < ay, = by. Les coefficients des deux fonctions sont égaux,
le dernier coefficient non nul est le coefficient dominant qui indique le degré de ces polynémes.
Montrons que (i) et (iii) sont équivalentes. S’il existait deux expressions polynomiales distinctes mais
égales en tout point de R, on serait dans le cas de la propriété (i). Mais, on ’a vu, cela entraine
I’égalité de tous les coefficients. L’hypothése est donc & rejeter, ’écriture polynomiale est unique.

EXEMPLE 13 — Déterminons les valeurs de a, b et ¢ tels que Vz € R, %ﬁf‘% =a+ gigﬁ.
Comme Vz € R, z? + 1 > 0 I'équation est équivalente &

_335;21213”3 = a(xz;l)ﬂbmﬁ — 32 -22+3 =a(2?+1)+br+c<= 322 —22+3 =ar’+brta+tc
D’apreés le théoréme 1.5, les coeflicients de méme rang de ces deux trindmes doivent étre égaux.

—-3=a a=-3
—2=b = (b=-2
3=a+c c=3—a=6

Notations :
+ Le degré d’un polynéome P sera noté deg(P).
+ La notation employée pour 'écriture développée d’un polynome utilise un méme motif azz®,
répété pour k allant de 1 & n = deg(P). On peut alors faire usage d’une notation synthétique
ou la lettre ¥ (sigma) signifie qu’on fait une somme (k est alors une variable dite « muette ») :

P(z) = Z apx”
k=0
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e \
PROPRIETE 1.6 (SOMME ET PRODUIT) Soient P et () deux polynoémes et A un réel non nul :

+ Le produit AP, défini par A x P(z), est un polynome de degré égal a celui de P.

+ Le produit PQ, défini par P(z) x Q(x), est un polyndome de degré égal a la somme des
degrés de P et de @, soit deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

+ La somme P + @, définie par P(z)+Q(z), est un polynéme de degré inférieur ou égal au
plus grand des degrés de P et de @, soit deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).

DEMONSTRATION Notons n = deg(P), m = deg(Q), ax les coefficients de P et by ceux de Q.
Le produit par un réel A # 0 ne modifie évidemment pas le degré, soit deg(AP) = deg(P), car :

n n

AX P(z)=AX Zakxk = Z()\ak)mk et Aap, #0car A # 0 et a, #0
k=0 k=0

Le produit de deux polyndémes est plus difficile & établir puisque chacun des termes de I'un est
multiplié par ceux de 'autre. Dans I’écriture ci-dessous nous n’avons écrit que le début et la fin de ce
développement. Le terme de plus haut degré a pour coefficient a,, x by, # 0 et pour degré m + n. Le
terme constant est ag X by.

n m
P(z) x Q(z) = Zakxk X Zbkxk = anx™ X b ™ 4 -+ ag X by = (an X bp)x™ T 4 -+ ag x by
k=0 k=0

Pour la somme, deux cas se présentent :

(i) Les degrés de P et @ sont égaux (n = m). Dans ce cas, le terme de plus haut degré « potentiel »
est (ap, + bp)x™. Si ay, + b, # 0, alors le polynome P + @ a pour degré n, mais si a,, + b, = 0 alors le
degré de P + @ est strictement inférieur & n.

n

Plx)+Qx) = Y apa® + > bea® = (ag + bp)z"
k=0 k=0

k=0

(ii) Les degrés de P et @ ne sont pas égaux. Supposons, quitte a intervertir P et @), que n > m.
Dans ce cas, le degré de P + @Q est n, c’est-a-dire bien max(deg(P), deg(Q)).

EXEMPLE 14 — P(z) = 2? — 2+ 3, Q(z) = —223 + 2 + 5. Quels sont les degrés de P+ Q et de PQ?
D’apres la propriété 1.6, le degré de P + @ est 3 car deg(P) = 2, deg(Q) =3 > 2.

On peut donner, pour vérification, le polynéme somme : (P + Q)(z) = —2x3 + 2% + 8.

Pour le produit, d’aprés la propriété 1.6, le degré de PQ est 3 +2 = 5. On peut, aussi pour vérifier,
développer ce produit. Ci-dessous, nous avons écrit directement la réduction. Pour cela, il faut
déterminer les coefficients de chacun des monomes, dans 'ordre des degrés. Le monéme de degré 4,
par exemple, ne peut venir que du produit de termes de degrés 0 et 4 (il n’y en a pas), let 3 (il y a
—r et —223) ou 2 et 2 (il n’y en a pas).

(PQ)(x) = —22° 4+ 22 + (1 = 6)23 + (5 — 1)a? + (=5 + 3)z + 15 = —22° 4+ 2z* — 52° + 422 — 22 4+ 15

Comme on fait facilement des erreurs dans un tel développement, il peut étre judicieux de vérifier
avec un logiciel de calcul formel comme GeoGebra : Entrer dans le module de calcul formel
(Affichage>Calcul formel), taper I'expression a développer et cliquer sur le bouton « Développer »
qui se présente comme ¢a :(()). Le résultat est immédiat (et ne comporte pas d’erreur).

c. Factorisation

DEFINITION 1.4 (RACINE) Soit P un polynoéme et a un réel. Le nombre a est une racine de P
(on dit aussi un « zéro » de P) si et seulement si P(a) = 0.
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EXEMPLE 15 — Montrer que le polynéme f(z) = 2% — 622 4+ 112 — 6 admet pour racines 1, 2 et 3.
f(1)=1—-6+11—6 =0 donc 1 est racine de f.
f(2) =8—24+422—6 =0 donc 2 est racine de f.
f(8)=27—-54+33 -6 =0 donc 3 est racine de f.

EXEMPLE 16 — Le polynome g(z) = 5z + 622 + 3 n’admet pas de racine, car Vz € R, g(z) > 3 > 0.

-
PROPRIETE 1.7 (FACTORISATION PAR (z —a)) Un polyndome P admet un réel a comme racine

si et seulement si on peut écrire P(x) sous la forme (x — a)Q(x), ou @ est un polyndéme de degré
deg(P) — 1.
\.

DEMONSTRATION Dans le sens réciproque c’est évident : si P(x) peut s’écrire sous la forme
(r —a)Q(z) alors P(a) = (a — a)Q(a) = 0, donc a est bien une racine de P.
Pour prouver le sens direct, commencons par établir I'identité (x), valable pour tout entier n :

" —a" = (z—a)(z" ' tax" P+ " o a2 a™ (%)

Le développement terme & terme du membre de droite montre que les monémes de méme degré
s’éliminent, sauf le premier et le dernier, ce qui améne le résultat. En effet, on a :

(x—a)(z" ' raz" 24 Ha" 2rta™ ) = 2" ax"  Fa?a" T 2 a e —ar T a4 - 4a e ta]

Montrons maintenant, que P(z) — P(a) se factorise par z — a. Dans la suite d’égalités ci-dessous, la

derniére vient du fait que ao(aco — ao) =0xayp=0:

n n

P(x) — P(a) = Z apa® — z": apa® = Z ap(zk —a¥) = i ap(z* — a¥)
k=0 k=1

k=0 k=0

Or, l'identité (x) établit que chacun des termes ag(z* — a*) peut se factoriser par (z — a), du fait du
facteur zF — a¥ qui peut s’écrire (z — a)Qr(x), oit Qx(z) est un polynome de degré k — 1. La somme
de tous ces termes est donc factorisable par (z — a) (I’autre facteur est la somme des polynomes Q).

EXEMPLE 17 — Montrer que polynome h(z) = 23 — 322 — 3z — 4 admet 4 pour racine. En déduire
une factorisation de h, puis montrer que 4 est la seule racine de h.

h(4) =64 — 48 — 12 — 4 = 0 donc 4 est bien une racine de h.

D’aprés la propriété 1.7, la factorisation qui s’en déduit est h(z) = (x — 4)(ax?® + bz +¢), ot a, b et ¢
sont des coefficients & déterminer.

Développons ce produit : h(z) = az® + (—4a + b)x? + (—4b + ¢)x — 4c. Selon le théoréme 1.5, on peut
alors identifier les coefficients :

a=1
a=1
—4da+b=-3
= {b=4a-3=4-3=1
—4b4+c=-3
c=4-3=4-3=1
—4c=—4
La derniére égalité permet de vérifier les résultats : ¢ = —4 + (—4) = 1. Il y a toujours une égalité de

plus que de coefficients a déterminer du fait qu'un polynéme de degré n posseéde n + 1 coefficients.
Finalement, on a h(x) = (z — 4)(2% + = + 1).

Le facteur du second degré que l'on vient de trouver n’a pas de racine car son discriminant
A=1—-4=—-3<0. Le polyndme h n’a donc qu’une seule racine réelle.
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METHODE (RECHERCHE D'UNE RACINE EVIDENTE)

2 La méthode des « coefficients indéterminés » :

Les exemples 13 et 17 appliquent une méthode qui découle du théoréme 1.5. Cette méthode
s’applique partout oll deux polynémes sont égaux. Elle sera donc particuliérement utile pour
factoriser un polynéme du moment qu’on peut en identifier certaine(s) racine(s). Dans ce but, il
peut étre utile de calculer les images des petits nombres entiers 0, 1, —1, 2, —2,.... Si une de ces
images est nulle, le nombre est une « racine évidente » et une factorisation s’en déduit.

Le polynéme P(z) = 2% — 2% — 52 + 2 a t-il des racines évidentes ?
P0)=2#0,P(1)=1-1-5+2=-3#0,P(-1)=-1-14+5+2=5#0,
P2)=8-4-104+2=-4#0, P(-2)=-8—-4+10+2=0!

Oui, —2 est une racine de P. On en déduit que P(x) = (z + 2)(ax? + bz + ¢).

Sachant que la factorisation est possible, on peut se dispenser d’écrire le systéme avec ses 4
équations. Par identification des termes de plus haut degré, on trouve directement a = 1. De
méme, par identification des termes constants, on trouve directement 2¢ = 2, donc ¢ = 1. Il ne
reste plus qu’a déterminer b tel que 23 — 2% — 5z + 2 = (z + 2)(2% + bx + 1). Par identification du
terme de degré 1 (on aurait pu choisir le terme de degré 2), on trouve que 20+ 1= —5 (il y a 2
termes dans le développement qui sont de degré 1), soit b= (=5 —1) +2 = —3.

On a donc P(z) = (z + 2)(z? — 3z + 1).

Le discriminant du 2°¢ facteur est A =9 —4 =5 > 0. On en déduit que les 2 autres racines de P
sont % ~ 0,382 et 3+T‘/5 ~ 2,618. Finalement, P(z) = (v + 2)(z — 372*/5)(:1: - 3+2*/5).

Remarques finales :

+ Si un polynéme & coefficients entiers a une racine entiére, ce ne peut étre qu'un diviseur du
terme constant. En effet, si apz™ + ap_12" "' + - - 4+ asz® + a1 + ag s’annule pour = = «,
c’est que ag = —a(a,a™ ' +a, 10" 2 +---+aza+ay). Sia et les coefficients ax sont entiers,
alors ag est un multiple de a. Cela peut étre utile pour déterminer une racine entiére, méme si
elle n’est pas si « évidente ».

w Pour chercher des racines entiéres au polynome 22 — 1222 + 37z — 6 : il suffit de chercher
parmi les diviseurs de 6 (il y en a « seulement » six : 1, 2, 3, 6, —1, —2, —3, —6).

+ On démontre que les seuls polyndmes a coefficients réels qui ne sont pas factorisables sont :
(1) les polynomes de degré 1 et (2) les polynomes de degré 2 non factorisables (A < 0).

w Le polynome z* + 4 ne parait pas factorisable car il n’a pas de racine (Vo € R,z* +4 > 0).
Pour le factoriser, on peut utiliser I’identité de Sophie Germain :

st bd =gt v 42’ +4—42? = (22 +2)2 —42? = (2% - 224+ 2)(2® + 22 + 2)

wSauriez-vous trouver la factorisation ultime de 27 — 326 + 325 — 2% + 23 — 322+ 32— 17

LE COIN DU CHERCHEUR

#  Soit E, 'ensemble des polynémes de degré 2 a coefficients entiers, inférieurs ou égaux en
valeur absolue & un entier n. Le polynéme 2 — 3z + 1 par exemple appartient & E3, et aussi &
FEy, Es,..., mais pas a Fo ni a Fy.

= Quelle est la proportion F(1,n) des polynémes de E,, qui n’ont pas de racine ?

Répondre a cette question pour les premiéres valeurs de n en vous aidant d’un programme.

En utilisant ce méme programme, répondre aux questions suivantes :

= Quelle est la proportion F'(2,n) des polynéomes de E,, qui ont des racines rationnelles (sans
tenir compte de la multiplicité) ? Quelle est la proportion F(3,n) des polynomes de FE,, qui ont
des racines irrationnelles positives? A partir de quelle valeur de n, parmi les équations de F,
ayant 2 racines positives, y a t-il davantage de racines irrationnelles que rationnelles ?
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METHODE (METHODE DE HORNER “)
2 Evaluation d’un polynéme :

Dans le calcul de I'expression P(a) = 32%_, axa¥, le nombre de multiplications est égal a
Ce nombre augmente comme le carré de n. En évaluant P(«) a l’aide de l’écriture suivante :

n(n+1)
5

Pla)=((...((ana+ ap—1)a + ap—2)a+...)a+a1)a +ap

Le nombre de multiplications devient égal & n ce qui réduit le temps de calcul.

Par exemple, avec P(z) = 3x3—2z2 + 52—10 = ((3z—2)z + 5) z—10,

on obtient P(2) = ((3 x2-2)x245)x2-10=(4x2+5) x2-10=13 x 2—10 = 16
On a alors effectué seulement 3 multiplications au lieu des 6 de ’expression développée.

Dans la pratique, on dispose les coefficients du polynéme sur une ligne et, en dessous, on calcule,
de gauche a droite, la somme du produit par o du nombre situé a gauche (au départ 0) et du
coefficient situé au-dessus :

Coefficients|asz = as = a1 =5 ag = —10
Valeurs X2-2=4/4x2+5=13{13 x2-10=16

> Factorisation par (z — «) :

Les premiéres valeurs calculées dans le tableau précédent sont les coefficient du polynéme quotient
de P(z) par (x — «), la derniére (& droite) étant la valeur de P(«) comme il a déja été dit.
Ainsi, par exemple, P(x) = 323222 4 52—10 = (x — 2)(322 + 4z + 13) + 16.

DEMONSTRATION On a vu, dans la démonstration de la propriété 1.7, que :

n n

n n—1
P(z) — P(a) = Z apz® — Z apok = Z ap(zF — af) = (z — a) Z bt
k=0 k=0 k=0

k=1

Dans cette expression, le polynome Q(x) = Zz;(l) bpz® a des coefficients by qui peuvent facile-
ment étre déterminés avec la méthode d’identification. Ci-dessous, j’identifie les coefficients des
polynomes a gauche (P(z) — P(«a)) et a droite ((z — o) Y7y bpa®), ce dernier étant développé :

Uy = {1 il = (W

an—1=bp—2 —bp1v b2 =bp_100+ an—1
ar = bp—1 — bra,Vk €]0;n] <= { bp_1 = bra + ax, Yk €]0; n]

alzbo—bla bg=b1a+a1
ap — P(a) = —bp P(a) = by + ag

Or les coefficients by_1 = b + ag sont précisément ceux que l'on calcule avec 'algorithme de
Horner.

a. William George Horner (1786-1837) est un mathématicien britannique. Il publia cette méthode en 1819, aprés
les publications du mathématicien italien Paolo Ruffini (1765-1822) sur ce méme sujet. Isaac Newton (1642-1727)
utilisait déja cette méthode en son temps et des mathématiciens chinois du 14° siécle aussi. Quoi qu'’il en soit, la
méthode continue a étre liée nominativement & Horner.
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CHAPITRE 1. LES POLYNOMES

METHODE (FICHE DE REVISION)

Définitions et propriétés a connaitre par ¥

> Trinéme
Forme développée
Discriminant

Forme canonique

Sens de variation

Maximum /minimum

Racines
Factorisation

Etude du signe

Usage des 3 formes

f(z) =ar®+bx+caveca#0
A = b? — 4dac

{f(w) =a(z—a)’+p

a=-getf=flo)=-(5) =%

a>0: Y, puis /', courbe « vallée ».
a<0: 2 puis \,, courbe « montagne ».

Coordonnées de 'extremum : (z = a = —% s y=p0= —%)

A < 0 : pas de racine ; pas de factorisation dans R

A = 0 : une « racine double » zg = —%
d’oil la forme factorisée f(z) = a(x — zg)>
A > 0 : deux racines, r; = _bgg/z et T9 = —b;{;/Z

d’ou la forme factorisée f(x) = a(x — z1)(x — z2)

A < 0 : toujours du signe de a
A =0 : du signe de a mais s’annule pour x = xg

A > 0 : du signe de a « a I'extérieur des racines »

Développée (standard) : Sert a calculer A, f(0), etc.
Canonique : Identifie 'Extrémum ; sert & étudier les variations

Factorisée : Identifie les racines; sert & étudier le signe

> Polynéme
Forme développée
Degré

Notation

Polyndémes égaux

Racine

P(SC) = apz" + an—lﬁn_1 ApeceoaF a31133 + CLQLL’Q + a1x + ap
deg(P)=nsia, #0et siVm >n a, =0

P(x) = Z apa®
k=0

Les coefficients de méme rangs sont égaux
d’ott la méthode des coefficients indéterminés
a est une racine de P <= P(a) =0 <= P(z) = (z — a)Q(x)




