13 spé maths DS Complémentaire

Calculatrice autorisée - durée : 1 heure

EXERCICE 1 (SOMMES (5 POINTS))

Sachant que n! =1 x 2 x 3 x -+ X n pour tout entier n > 0 (n! est appelée factorielle de n),
on pose f(z) = (1+%+§+‘%+~~+’”—) e”" pour tout = de [0;1] .

n!
a) Dériver f(z) et étudier le signe de f’(x) sur [0;1].
b) Calculer f(0) et exprimer f(1) en fonction de n.

c¢) Expliquer alors pourquoi 1 + % + % + % +- 1+ % <e.

On rappelle I'identité (a™ — b") = (a — b)(a™ L +a"2b+ -+ +ab® 2 + b7 1).
a) Ecrire la somme S(z) =1+ x + 2% + 23+ - + 2" pour = # 1 sous la forme d’un quotient.
b) Dériver les deux formes de S(z).

¢) En déduire la valeur de A =1+2x 243 x 22+ ... 416 x 217,

EXERCICE 2 (FAMILLE DE FONCTIONS (5 POINTS))
Pour tout entier naturel n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par : Vr € R, f,(z) =a"e *.
On note Cy, sa courbe représentative.

a) Etudier les variations de f; et déterminer les limites de f; en —oo et en +oo.

b) Montrer qu’il existe deux points communs a toutes les courbes Cy, .
Déterminer les variations de f,.

c¢) On note 7, la tangente a Cy, au point d’abscisse 1.
n—2
Démontrer que pour n > 2, T, coupe 'axe des abscisses au point de coordonnées <1; 0).
n J—
BONUS (1 point) :
Pour k € N, fé’“) désigne la fonction dérivée k-iéme de f,.
Démontrer que pour tout k& € N la fonction t — € fék) (t) est une fonction polynéme de degré n.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 1 (SOMMES (5 POINTS))

a) Dériver f(z) et étudier le signe de f’(x) sur [0;1].
flay=-(1+f+g+5+ +5) e+ (d+F+F ++ ) e
2

n!

fa)=(-1-%-F- - Z+0+5+5++ &5
Vz € R, —Zre " <0 <= f'(z) <0.

b) Calculer f(0) et exprimer f(1) en fonction de n.
f(O):(1+%+%f+---+°”)e*0:160:1.

nl

2 n _ _
f(1):<1+%+%+~-+%)e =t gtgtota)et
c¢) Expliquer alors pourquoi 1—1—%4—%4—%4—-“4—% <e.
Vz € R, f'(z) <0 donc f est strictement décroissante sur [0;1] or f(0) = 1.
Donc f(1) <1 par conséquent (14+ &+ 4+ +4)el<le=1+d+5+ - +4 <
Commeefllzel,onadoncbien1+%+%+%+-'-+%<6.

a) Ecrire la somme S(z) =1+ 2 + 2% + 2% 4+ --- + 2™ pour z # 1 sous la forme d'un quotient.
Comme 2" —1=(z - 1)(a" +2" ' +---+2+1),ona Sx) = ”"7?;1_1

b) Dériver les deux formes de S(z).

D’une part on a S'(x) = 1 + 2z + 322 + 42% + - - - + nz" ! (en dérivant la forme de 1’énoncé).
D'autre part, §'(z) = Wesw’ = (ED" D@ 2@ nal ot )a

v - (z—1)? - (z—1)?
S(z) = ¥ obtenue).
¢) En déduire la valeur de A =1+2x 243 X 22 ... 416 x 215,
A=5'(2) pour n = 16 d'on A = 10x2T=1Dx2T41 _ 155 916 4 1 — 943041

(en dérivant la forme

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 (FAMILLE DE FONCTIONS (5 POINTS))
a) fi(z) =xze ™.
Jm fi(z) =—coet lim fi(z)=0.

filz) = (1 —2)e .

f1 croissante sur | — co; 1] et décroissante sur [1; 4o00].

b) Soient n,m € N* avec n # m.

fo(z) = fn(z) <= a"e ™ =a"e P <= 2" =1 <= (z =0) ou (x = 1).
Toutes les courbes Cy, passent par O(0;0) et A (1; %)
Soient n > 2 et x € R. f(z) = 2" Y (n — x)e 7.

Si n est impair :

Tr |—00 n +00

g () + 0 -

, —oo/%:\o

Si n est pair :

Tr |—00 0 n +00
g (z) - 0 + 0 -

g +oo\o/’;—,’j\ 0

)Tn:y=mn—-De(z—1)+e!

1 —2
O=(m-Dellz—1)+eles0=(n-1)a-1)+lesa—1=— 1<:>:c=” :
n — n —
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BONUS (1 point) :
Il faut faire ici un raisonnement par récurrence.

fr(LO) = fn, W = 1l et f,(LQ) = f, plus généralement, qukﬂ) est la fonction dérivée de f,(Lk).
On veut démontrer la propriété P(k), la fonction ¢ — ¢! ék) (t) est une fonction polynéme de degré n.

Le raisonnement par récurrence va se faire sur la variable £ € N. On pose Vk € N, gx(t) = etf,(Lk) (t)
Initialisation :
Pour k£ =0,

go(t) = ¢ 10 (2)
— ettn e—t

="

Donc gp est bien une fonction polynome de degré n et P(0) est vraie.

Hérédité :

On suppose que P(k) est vraie pour un certain k, on va démontrer que P(k + 1) est vraie sachant que
P(k) est vraie.

On sait donc que g est une fonction polynome de degré n et que gpy1(t) = € 72’““)(1&).

Comme gi(t) = ¢ fr(lk) (t) la fonction gy est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables. On
va dériver la fonction gy, :

gi(t) = e (1) + ¢ £ (8)
= gp(t) = gr(t) + grs1(t)
= grt1(t) = gi(t) — gr(t)

Or gi(t) est un polynéome de degré n, donc g, (¢) est un polynéme de degré n — 1.

On en déduit que g (t) — gr(t) est un polynéme de degré n et donc que gy1(t) est aussi un polynome
de degré n.

La propriété P(k + 1) est vraie sachant que P(k) est vraie.

Par récurrence, la propriété P(k) est donc vraie pour tout k € N.



