
1re spé maths Entrainement pour le DS

Exercice 1 (Limites et Asymptotes)

a) Quelle est la limite de la fonction f : x 7−→ x2−4x+1
2x+1 quand x tend vers +∞ ?

Déterminer les réels a, b, c tels que f(x) = ax+ b+ c
2x+1 pour tout x ∈ Df .

Déterminer la limite de f(x)− (ax+ b) quand x tend vers +∞ puis en déduire le comportement
asymptotique de Cf au voisinage de +∞.
Tracer Cf et la droite d'équation y = ax+ b pour x ∈ [0; 10] a�n de visualiser ce comportement.

b) Déterminer l'ensemble de dé�nition de la fonction g : x 7−→
√
x2 + 2x+ 3.

Quelle est la limite de g et celle de g(x)− x− 1 quand x tend vers +∞ ?
En déduire le comportement asymptotique de Cg au voisinage de +∞.
Tracer Cg et son asymptote oblique pour x ∈ [0; 5] a�n de visualiser ce comportement.

Exercice 2 (Polynôme et Optimisation)

Dans la parabole P d'équation y = 1−x2 avec y > 0, on inscrit le rectangleMNPQ tel queM etN
soient sur (Ox), P etQ sur P (voir �gure). On cherche les dimensions du rectangle d'aire maximale.

a) En notant x l'abscisse deM , expliciter les dimensions du rectangle
et son aire notée A (x), puis donner un argument qui justi�e que
A admet un maximum sur ]0; 1[.

b) Soit x0 un réel de ]0; 1[. Déterminer le polynôme P tel que :
A (x)−A (x0) = (x− x0)P (x)

c) Supposons que le maximum de A soit atteint pour la valeur x0.
Justi�er alors pourquoi on doit avoir P (x0) = 0.

En déduire la valeur de x0, puis les dimensions et l'aire du rectangle d'aire maximale.

Exercice 3 (Vitesse et Tangente)

Un corps en chute libre, lâché sans vitesse initiale, a parcouru au bout de t secondes la distance
d(t) exprimée en mètres par d(t) = 5t2.

a) Soit h un réel positif, calculer la vitesse moyenne entre les instants t0 et t0 + h.
Expliquer alors cette phrase � la vitesse instantanée à l'instant t0 est égale à 10t0 m/s �.

b) Un corps est lâché sans vitesse initiale d'une altitude de 25 m.
Quelle est, en m/s puis en km/h, sa vitesse d'impact au sol ?

c) Tracer la courbe Cd de la fonction d : t 7−→ 5t2 pour t ∈ [0; 1, 5].
M0 et Mh étant les points d'abscisse t0 et t0 + h de la courbe de la fonction d, calculer le
coe�cient directeur de la droite (M0Mh) puis celui de la tangente à Cd en M0.
Déterminer ensuite l'équation de la tangente à Cd en M0 pour t0 = 0, 5 puis pour t0 = 1.
Tracer ces deux tangentes sur la �gure.

Exercice 4 (Déduction et Composition)

a) Les courbes ci-dessous représentent des fonctions f , g, h et p.
En vous aidant du graphique et de vos connaissances, exprimer g(x), h(x) et p(x) à l'aide de f(x).

b) La fonction ϕ est paire, la fonction F est quelconque.
Montrer que si la fonction F ◦ϕ est dé�nie en x alors elle est
également dé�nie en −x. En déduire que F ◦ ϕ est paire.
La fonction G étant dé�nie par G : x 7→ 1−2 cosx

1+3 cos2 x
, identi�er

les fonctions ϕ et F telles que G = F ◦ ϕ avec ϕ paire et en
déduire que G l'est aussi.

c) Soient f et g deux fonctions a�nes, ∆, D et D ′ trois droites distinctes d'équations :
∆ : y = x, D : y = ax+ b = f(x) et D ′ : y = a′x+ b′ = g(x)

Montrer que si f ◦ g = g ◦ f alors les droites ∆, D et D ′ sont concourantes ou parallèles.
(indication : distinguer les cas a = a′ et a 6= a′ et rechercher dans ce dernier cas les abscisses de ∆ ∩ D et ∆ ∩ D ′)
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Exercice 5 (Minimiser un trajet - 5 points)

Le gardien d'un phare (situé en A) doit rejoindre d'urgence son véhicule sur la côte (situé en B).
Il se déplace en canot à moteur sur la mer à la vitesse de 4 km/h et à pied sur la côte à la vitesse
de 5 km/h. La question est de déterminer où il doit accoster (le point M) pour que la durée de
son trajet AMB soit minimale.

a) On convient de noter H le projeté orthogonal de A sur
la côte supposée rectiligne (BM) et on pose x = HM .
Sachant que HA = 9 km et que HB = 15 km, montrer
que la durée du trajet AMB est d(x) =

√
x2+81
4 + 15−x

5 .

b) Dériver d, étudier le signe de d′(x) pour x ∈ [0; 15] (penser
à l'expression conjuguée), dresser le tableau de variation
de d et conclure.
Donner la durée minimale du trajet en h et min.

c) Combien de minutes perd le gardien s'il utilise son vieux canot allant seulement à 3 km/h ?
(Déterminer la nouvelle expression de d(x) et refaire l'étude de la question b jusqu'à obtenir la durée minimale)

Exercice 6 (Maximiser un trapèze - 5 points)

Le trapèze ABCD ci-contre est tel que AB = BC = CD = a (a est un réel positif donné).

La question est de déterminer l'angle α = B̂AD = ÂDC qui maximise l'aire A (α) du trapèze.

a) Déterminer A (α) pour α ∈ [0; π2 ].

b) Dériver A (on obtient un trinôme en cosα).

c) Déterminer les racines de ce trinôme ; en déduire la valeur
α0 de α ∈ [0; π2 ] qui annule A ′(α).

d) Dresser le tableau de variation de A après avoir justi�é les signes de A ′(α).
Conclure en donnant l'aire maximale du trapèze.

Exercice 7 (Dérivations Diverses - 5 points)

a) La �celle :
Une �celle de longueur 1 m est coupée en deux morceaux : avec le 1er on réalise un carré de côté
x et avec le 2e un cercle. Déterminer l'aire totale A (x) minimale des deux formes.
Bien entendu, il faut faire cela par étapes : périmètre du cercle, aire du disque, aire totale, dérivée, signe

b) Algorithme :
Sachant que a > 0, b et c sont des réels, mettre au point un programme qui a�che les coordonnées
(x0; y0) de l'extrémum éventuel de la fonction F : x 7−→ ax2+b

x+c pour x > −c et qui annonce
� minimum � ou � maximum � selon la nature de cet extrémum.
Dans le cas où il n'y a pas d'extrémum, le programme a�che le sens de variation de F .
Lancer ce programme sur les cas (a, b, c) = (1,−1, 2) et (a, b, c) = (1,−2, 1).

Exercice 8 (Minimum)

On se propose d'étudier le minimum de E(a, b) =
√
a+ b

(
1√
a

+ 1√
b

)
où a et b sont des réels

strictement positifs. On pose x = b
a .

a) Montrer que E(a, b) = f(x) où f(x) =
√
x+ 1

(
1 + 1√

x

)
b) Étudier les variations de la fonction f sur R+∗ et montrer qu'elle admet un minimum égal à m

pour x = x0 où m et x0 sont des réels à déterminer.

c) En déduire le minimum de E(a, b) et les valeurs de (a, b) pour lesquelles ce minimum est atteint.
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Exercice 9 (Exponentielles- 5 points)

a) Étudier les variations de la fonction fk : x 7−→ e−kx
2
où k est un réel positif �xé.

indication : montrer que fk est paire ; étudier ses variations sur R+ à l'aide de la dérivée.

b) Montrer que ex > x pour tout réel x.
indication : étudier les variations de f : x 7−→ ex − x.
Soit x > 0, appliquer l'inégalité précédente au réel x2 puis élever cette inégalité au carré.
Déduire de ce qui précède une minoration de ex

x lorsque x > 0.
Déterminer alors lim

x→+∞
ex

x .

c) BONUS (2 points) :

i) Étudier les variations de la fonction Γ : x 7−→ 1
2x

2e−x sur R+.

ii) Déterminer lim
x→0

ex−1
x en remarquant que l'expression peut être interprétée comme le taux

d'accroissement d'une fonction f au voisinage de zéro.

Traiter deux questions au choix.

Exercice 10 (Radioactivité)

La loi d'évolution d'un corps radioactif est donnée par la formule Nt = N0e
−at où a est une

constante positive et Nt le nombre d'atomes contenu dans un échantillon de ce corps au temps t.

1. Représenter graphiquement la fonction t 7−→ Nt.

2. On désigne par T le temps au bout duquel NT = N0
2 .

Exprimer a en fonction de T . Comparer Nt+T à Nt.
T est appelé � demi-vie � ou � période � du corps radioactif.

3. La période du radium étant de 1622 ans, au bout de combien de temps 1g de radium perdra
t-il une masse de 1mg?
(rappel : la masse est proportionnelle au nombre d'atomes).

4. Donner la période et le temps pour que 1g d'une substance radioactive perde 1mg pour
d'autres éléments que le radium.

Exercice 11 (Croissance d'une plante)

Commençons par démontrer un théorème supplémentaire du cours :
Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f ′(x) = kf(x) et f(0) = A où A et k sont
des constantes ; il s'agit de la fonction f : x 7−→ Aekx.

1. Démontrer le théorème en deux temps :

i) tout d'abord, montrer que la fonction f proposée véri�e bien les conditions

ii) ensuite, prouver l'unicité (cela a été fait en cours pour le cas A = 1 et k = 1).
Pour cela, supposer qu'il existe une autre fonction g qui véri�e les conditions,
puis étudier les variations de la fonction ϕ : x 7−→ f(x)g(−x) ;
comparer la conclusion avec la valeur de f(x)f(−x).

2. Au début de la croissance de certaines espèces végétales (coton, maïs, ...), on estime que le
poids de la plante varie proportionnellement à lui-même. Pour une espèce donnée de coton,
le poids P (en g par jour) varie en fonction de t (en jour) selon l'équation P ′(t) = 0, 18P (t).
Sachant que P (1) = 2, exprimer P (t) en fonction de t puis calculer P (30).
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Exercice 12 (Dérivation)

Dériver les fonctions f , g et h dé�nies ci-dessous ; simpli�er les expressions obtenues et préciser les
ensembles de dérivabilité.
a) Fonctions polynômes :

f(x) = 5x4 − 3x2 + 4x− 3 ; g(x) =
x4

4
− 2x3

3
+

4x2

4
− 4x

3
− 3

2
; h(x) = 4(3x2 − 1)(3x2 + 1)

b) Fonctions sommes :

f(x) = −2x2 − x+ 1 +
2

x
; g(x) = 2 sin(x)− 3 cos(x) ; h(x) =

√
x− x

c) Fonctions produits :

f(x) = (2x3 + 3x− 1)(3x2 + 2x+ 1) ; g(x) =
√
x(x2 + x+ 1) ; h(x) =

x2 − 3x+ 5

2
ex

d) Fonctions quotients :

f(x) =
2x2 + 1

x2 − 1
; g(x) =

sin(x)− 1

cos(x)− 1
; h(x) =

2ex√
x

e) Fonctions composées :

f(x) =
√
x2 − 1 ; g(x) =

(
x3 − 1

)2
; h(x) =

ex
2−1

2

f) Fonctions mélangées :

f(x) =
√
x− 1 +

√
x+ 1 ; g(x) =

ex−1

1 + e−2x
; h(x) = tan

(
2x− π

3

)
Exercice 13 (Tableau de variation)

Dériver les fonctions f dé�nies sur l'intervalle I ci-dessous ; factoriser les expressions obtenues et
dresser le tableau de signes des fonctions dérivées puis le tableau de variation des fonctions sur I.

F f1(x) = x4 − 2x2, I = R
F f2(x) = x−2

x2+1
, I = R

F f3(x) = (1− x)
√
x, I = R+

F f4(x) = x+ 16
x , I = R∗

F f5(x) = 1
1+
√
x
, I = R+

F f6(x) = −5e−2x, I = R
F f7(x) = ex − 1

x , I = R∗

Exercice 14 (Extremum)

Préciser les extremums locaux de chacune des fonctions suivantes sur l'intervalle I indiqué.
F f(x) = −x3 + x2, I = R
F f(x) = sin(x)− x, I = R
F f(x) = x2 + 2

x , I =]0; +∞
F f(x) = (x− 1)3

√
x, I =]0; +∞

Exercice 15 (Dérivée de la dérivée)

On dé�nit sur R la fonction f : x 7−→ ex − x2

2 .
F Déterminer une expression de f ′(x)
F Déterminer une expression de f ′′(x) = (f ′(x))′ (dérivée seconde de f)
F Donner le tableau de signes de f ′′(x)
F En déduire le tableau de variation de f ′ ; montrer en particulier que f ′ admet un minimum
sur R que l'on précisera

F En déduire le tableau de variation de f sur R
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Correction de l'exercice 1 (Limites et Asymptotes)

a) lim
x→+∞

f(x) est, à priori, une forme indéterminée +∞
+∞ .

On sait que lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2

2x = lim
x→+∞

x
2 car une fonction rationnelle se comporte comme le

rapport de ses termes dominants au voisinage de +∞. On en déduit que lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Si f(x) = x2−4x+1
2x+1 = ax+ b+ c

2x+1 = c+(2x+1)(ax+b)
2x+1 = 2ax2+(a+2b)x+(b+c))

2x+1 pour tout x ∈ Df , alors,

par identi�cation, on doit avoir 2a = 1, a+ 2b = −4 et b+ c = 1 c'est-à-dire a = 1
2 , b = −a−4

2 = −9
4 et

c = 1− b = 13
4 .

On a �nalement f(x) = x
2 −

9
4 + 13

4(2x+1) .

La limite de f(x)−
(
x
2 −

9
4

)
= 13

4(2x+1) quand x tend vers +∞ est nulle (le dénominateur tend vers

+∞) et le numérateur est constant). On en déduit que la droite d'équation y = x
2 −

9
4 est asymptote

à la courbe Cf au voisinage de +∞.
Traçons Cf et la droite d'équation y = x

2 −
9
4 pour x ∈ [0; 10] a�n de visualiser ce comportement :

b) L'ensemble de dé�nition de la fonction g contient les nombres x tels que x2 + 2x+ 3 > 0.
Le discriminant de x2 + 2x+ 3 = 0 étant ∆ = −8 < 0, l'inéquation est toujours vraie et Dg = R.

Comme lim
x→+∞

x2 + 2x+ 3 = +∞ et lim
x→+∞

√
x = +∞, on en déduit lim

x→+∞
g(x) = +∞.

lim
x→+∞

g(x)− (x+ 1) = lim
x→+∞

(√
x2 + 2x+ 3− (x+ 1)

)(√
x2 + 2x+ 3 + (x+ 1)

)
√
x2 + 2x+ 3 + (x+ 1)

= lim
x→+∞

x2 + 2x+ 3− (x+ 1)2√
x2 + 2x+ 3 + (x+ 1)

= lim
x→+∞

2√
x2 + 2x+ 3 + (x+ 1)

= 0

L'utilisation de la quantité conjuguée a permis ici de lever l'indétermination de type ∞−∞.
La droite d'équation y = x+ 1 est donc asymptote à la courbe Cg au voisinage de +∞.
Traçons Cg et la droite d'équation y = x+ 1 pour x ∈ [0; 5] a�n de visualiser ce comportement :
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Correction de l'exercice 2 (Polynôme et Optimisation)

a) En notant x l'abscisse de M , le rectangle a pour longueur MN = 2x (N a pour abscisse −x
à cause de la symétrie d'axe (Oy) de la �gure) et pour largeur y = 1 − x2 (car les ordonnées de
P et Q sont les images de x et −x par la fonction x 7−→ 1 − x2) ; l'aire du rectangle est donc
A (x) = 2x(1− x2) = −2x3 + 2x.
Comme A (0) = 0 et A (1) = 0 et comme, pour tout x ∈]0; 1[, A (x) > 0 (inutile d'étudier le signe
du polynôme −2x3 + 2x puisqu'il s'agit de l'aire du rectangle, ce nombre est forcément positif sur
l'intervalle considéré), on peut comprendre que A (x) admet un maximum pour x ∈]0; 1[.

b) Soit x0 un réel de ]0; 1[.

A (x)−A (x0) = −2x3 + 2x−
(
−2x30 + 2x0

)
= −2(x3 − x30) + 2(x− x0)
= (x− x0)

(
−2(x2 + x0x+ x20) + 2

)
= (x− x0)

(
−2x2 − 2x0x− 2(x20 − 1)

)
Avec P (x) = −2x2 − 2x0x− 2(x20 − 1), on a bien A (x)−A (x0) = (x− x0)P (x).

c) Si le maximum de A est atteint pour x = x0, cela signi�e que pour tout x ∈]0; 1[, on a
A (x) 6 A (x0), soit A (x)−A (x0) 6 0 ou encore, d'après ce qui précède, (x− x0)P (x) 6 0.

F Si x < x0 ⇐⇒ x− x0 < 0, cela signi�e que P (x) > 0
F Si x > x0 ⇐⇒ x− x0 > 0, cela signi�e que P (x) 6 0

Le polynôme P change donc de signe pour x = x0, on sait que cela implique qu'il s'annule pour cette
valeur : on doit avoir P (x0) = 0.

Par conséquent P (x0) = −2x20 − 2x20 − 2(x20 − 1) = −2x20 + 2 = 2⇐⇒ x0 =
√

1
3 =

√
3
3 ≈ 0, 577.

Les dimensions du rectangle d'aire maximale sont 2x0 = 2
√
3

3 de longueur sur 1 − x20 = 1 − 1
3 = 2

3 de

largeur. L'aire maximale est A (x0) = 2
√
3

3 ×
2
3 = 4

√
3

9 ≈ 0, 770.

Correction de l'exercice 3 (Vitesse et Tangente)

a) Soit h un réel positif, la vitesse moyenne entre les instants t0 et t0 + h est égale à la distance
parcourue entre ces deux instants divisée par la durée du parcours, soit
d(t0+h)−d(t0)
t0+h−t0 =

5(t0+h)2−5t20
h = 5h2+10t0h

h = 5h+ 10t0 (la simpli�cation par h n'est valide que si h 6= 0).
Lorsque h tend vers 0 tout en restant di�érent de 0, la vitesse moyenne calculée tend vers 10t0 car
lim
h→0

5h+ 10t0 = 10t0. On en déduit que 10t0 est ce qu'on appelle la � la vitesse instantanée à l'instant

t0 �. Cette vitesse instantanée est bien égale, d'après ce qui précède, à 10t0 m/s si le temps est mesuré
en secondes.

b) Si un corps est lâché sans vitesse initiale d'une altitude de 25 m, lorsqu'il arrive en contact avec
le sol il a parcouru d(t0) = 25 m. La durée du parcours a été t0 que l'on détermine en écrivant :
d(t0) = 25⇐⇒ 5t20 = 25 =⇒ t0 =

√
5

La vitesse d'impact au sol de ce corps est donc, d'après le résultat de la question a, de 10t0 m/s soit
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10
√

5 m/s ≈ 22, 36 m/s.
Pour convertir en km/h, il faut diviser par 1000 (car il y a 1000 mètres dans un kilomètre) et multiplier
par 3600 (car il y a 3600 secondes dans une heure), donc multiplier par 3600

1000 = 3, 6.
La vitesse du corps est donc 36

√
5 m/s ≈ 80, 5 km/h.

c) Traçons la courbe Cd de la fonction d : t 7−→ 5t2 pour t ∈ [0; 1, 5].

M0 etMh étant les points d'abscisse t0 et t0 +h de la courbe de la fonction d, le coe�cient directeur de
la droite (M0Mh) est égal à d(t0+h)−d(t0)

t0+h−t0 = 5h+10t0 tant que h 6= 0 et lorsque h tend vers 0, la sécante
tend à se rapprocher de la tangente en M0 à Cd. Cette tangente a donc pour coe�cient directeur le
nombre 10t0.

F Si t0 = 0, 5, la tangente a pour coe�cient directeur 5 et, comme elle passe par le point
M0(0, 5; 5× 0, 52 = 1, 25), son équation est y = 5x+ b avec b véri�ant 1, 25 = 5× 0, 5 + b⇐⇒
b = 1, 25−5×0, 5 = −1, 25. La tangente a pour équation y = 5x−1, 25 (en rouge sur la �gure).

F Si t0 = 1, la tangente a pour coe�cient directeur 10 et, comme elle passe par le point M0(1; 5×
12 = 5), son équation est y = 10x+ b avec b véri�ant 5 = 10× 1 + b⇐⇒ b = 5− 10× 1 = −5.
La tangente a pour équation y = 10x− 5 (en vert sur la �gure).

Correction de l'exercice 4 (Déduction et Composition)

a) Les courbes ci-dessous représentent des fonctions f , g, h et p. J'ai fait �gurer les expressions expli-
cites sur le graphique en guise de véri�cation pour ce qui suit.
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La fonction f n'est pas supposée connue (fonction logarithme népérien x 7−→ ln(x), dé�nie sur R∗+).
La courbe de la fonction g étant translatée verticalement de 2 unités vers le bas de celle de f , on en
déduit que g(x) = f(x)− 2 (soit g(x) = ln(x)− 2).
La courbe de la fonction h étant symétrique de celle de f par rapport à la droite d'équation x = 1, on
en déduit que h(x) = f(2− x) (soit h(x) = ln(2− x)).
La courbe de la fonction p étant symétrique de celle de f par rapport à la droite d'équation y = 1, on
en déduit que p(x) = 2− f(x) (soit p(x) = 2− ln(x)).

b) La fonction ϕ est paire donc ϕ(−x) = ϕ(x). Pour une fonction F quelconque, F ◦ ϕ(−x) =
F (ϕ(−x)) = F (ϕ(x)) = F ◦ ϕ(x).
La fonction F ◦ ϕ est donc paire.
La fonction G étant dé�nie par G : x 7→ 1−2 cosx

1+3 cos2 x
, on peut écrire G = F ◦ ϕ avec ϕ(x) = cosx et

F (x) = 1−2x
1+3x2

. On sait que la fonction ϕ = cos est paire (car cos(−x) = cos(x), −x et x étant deux
angles opposés, leur cosinus est égal) donc, d'après ce qui précède, G l'est aussi.

c) Si f ◦ g = g ◦ f alors on a :

f(g(x)) = g(f(x))⇐⇒ a(a′x+ b′) + b = a′(ax+ b) + b′

⇐⇒ aa′x+ ab′ + b = aa′x+ ba′ + b′

⇐⇒ ab′ + b = ba′ + b′

On peut encore écrire cette égalité b(a′ − 1) = b′(a− 1) et, si a 6= 1 et a′ 6= 1, b
a−1 = b′

a′−1 .
Deux cas se présentent :

F Si a = a′, comme les deux droites D et D ′ doivent être distinctes, on ne peut avoir b = b′.
L'égalité ab′+ b = ba′+ b′ devient alors ab′+ b = ba+ b′ ⇐⇒ a(b′− b) = b′− b et, comme b 6= b′,
on en déduit a = b′−b

b′−b = 1. Les droites ∆, D et D ′ sont parallèles.
F Si a 6= a′, les droites D et D ′ sont sécantes. Montrons qu'elles se coupent sur ∆.
Montrons d'abord que ni a ni a′ ne peut être égal à 1 :
� Si a = 1 alors on devrait avoir b′ + b = ba′ + b′ ⇐⇒ b = ba′ ⇐⇒ b(1 − a′) = 0 et comme

a 6= a′ on ne peut avoir a′ = 1. Il faut donc que b = 0 et, par conséquent, D = ∆ ce qui ne
se peut pas.

� De même, a′ = 1 conduit à avoir D ′ = ∆ ce qui ne se peut pas.
Finalement, ici, on a a 6= 1 et a′ 6= 1.
L'abscisse de ∆ ∩D est telle que ax+ b = x⇐⇒ x = b

1−a ;

L'abscisse de ∆ ∩D ′ est telle que a′x+ b′ = x⇐⇒ x = b′

1−a′ .

Comme on a vu que f ◦ g = g ◦ f impliquait que b
a−1 = b′

a′−1 ⇐⇒
b

1−a = b′

1−a′ , on en déduit que
∆ ∩ D et ∆ ∩ D ′ ont même abscisse ; deux points de la même droite ∆ ayant même abscisse
sont confondus. Les droites ∆, D et D ′sont concourantes.

Correction de l'exercice 5 (Minimiser un trajet - 5 points)

a) Le trajet AM se fait sur la mer à la vitesse de 4 km/h et la distance est AM =
√

92 + x2 =
√

81 + x2.

On en déduit que tAM =
√
81+x2

4 . Le trajetMB se fait sur la côte à la vitesse de 5 km/h et la distance
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est BM = 15− x, d'où tMB = 15−x
5 .

La durée totale du trajet est donc d(x) = tAM + tMB =
√
x2+81
4 + 15−x

5 .

b) Dérivons d :

d′(x) =

(√
x2 + 81

4

)′
+

(
15− x

5

)′
=

2x

2× 4
√
x2 + 81

+
−1

5

=
x

4
√
x2 + 81

+
−1

5

Pour déterminer le signe de d′(x), transformons cette expression :

d′(x) =
5x− 4

√
x2 + 81

20
√
x2 + 81

=
(5x)2 − 42(x2 + 81)

20
√
x2 + 81× (5x+ 4

√
x2 + 81)

=
25x2 − 16x2 − 16× 81

20
√
x2 + 81× (5x+ 4

√
x2 + 81)

=
9(x2 − 144)

20
√
x2 + 81× (5x+ 4

√
x2 + 81)

Le signe de d′(x) pour x ∈ [0; 15] est celui de x2−144 car les autres facteurs sont positifs (5x+4
√
x2 + 81

en particulier l'est car x est positif dans [0; 15]). D'où d′(x) > 0⇐⇒ x > 12.

Le tableau de signes de la dérivée d′ et le tableau de variation de d :

x 0 12 15

d′ − 0 +

d d(0)
& d(12)%

d(15)

Ainsi d admet un minimum pour x = 12 égal à d(12) =
√
122+81

4 + 15−12
5 = 15

4 + 3
5 = 87

20 ≈ 4, 35 h.
La durée minimale du trajet est donc de 4 h et 7

20 h = 21
60 h = 21 min.

c) En naviguant à 3 km/h , la durée du trajet est d(x) =
√
x2+81
3 + 15−x

5 .
La dérivée de cette fonction est :

d′(x) =
x

3
√
x2 + 81

+
−1

5

=
(5x)2 − 32(x2 + 81)

15
√
x2 + 81× (5x+ 3

√
x2 + 81)

=
16x2 − 729

15
√
x2 + 81× (5x+ 3

√
x2 + 81)

Cette expression est du signe de 16x2 − 729 qui s'annule pour x2 = 729
16 =⇒ x = 27

4 = 6, 75.

Ainsi d admet un minimum pour x = 6, 75 égal à d(6, 75) =

√
6,752+81

3 + 15−6,75
5 = 5, 4 h.

La durée minimale du trajet est donc de 5 h et 4
10 h = 24

60 h = 24 min.
Le trajet lui prend alors 1 h et 3 min en plus.
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Traçons les courbes de d sur x ∈ [0; 15] pour les deux questions.

Correction de l'exercice 6 (Maximiser un trapèze - 5 points)

a) Pour une valeur quelconque de α ∈ [0; π2 ], déterminons A (α) :
Notons E et F les projections orthogonales de B et C sur (AD).
Dans ce cas A (α) = AE × EB + EF × EB = (AE + EF )× EB.
Or, AE = a cosα et EB = a sinα.
On a donc A (α) = (a cosα+ a)× a sinα = a2(cosα+ 1)× sinα.

b) Dérivons A :

A ′(α) = a2
[
(cosα+ 1)′ × (sinα) + (cosα+ 1)× (sinα)′

]
= a2 [(− sinα)× (sinα) + (cosα+ 1)× (cosα)]

= a2
[
− sin2 α+ cos2 α+ cosα

]
= a2

[
2 cos2 α+ cosα− 1

]
En notant X = cosα, on peut écrire A ′(α) = a2(2X2 + 1X − 1).

Les racines du trinôme 2X2 + 1X − 1 sont X = −1±
√
1+8

4 = −1±3
4 .

Seule la plus grande racine, soit X1 = −1+3
4 = 1

2 , convient lorsque α ∈ [0; π2 ]⇐⇒ cosα ∈ [0; 1].
La valeur α0 de α ∈ [0; π2 ] qui annule A ′(α) correspond à cette racine :
X1 = cosα⇐⇒ cosα = 1

2 ⇐⇒ α = π
3 .

L'autre racineX2 = −1−3
4 = −1 correspondant à un angle de π rad est en dehors de l'intervalle d'étude.

d) Le polynôme 2X2 + 1X − 1 est négatif pour X < 1
2 ⇐⇒ cosα < cos π3 .

Mais comme la fonction cosinus est décroissante sur [0; π2 ], cela implique que α > π
3 .

On peut aussi déterminer le signe de A ′(0) = a2
[
2 cos2 0 + cos 0− 1

]
= a2 × [2 + 1 − 1] = 2a2 > 0

ainsi que celui de A ′(π2 ) = a2
[
2 cos2 π2 + cos π2 − 1

]
= a2 × [−1] = −a2 < 0.

Voici donc le tableau de variation de A :

α 0 π
3

π
2

A ′ 2a2 + 0 − −a2

A 0 %
A (π3 )

& 0

L'aire maximale du trapèze est A (π3 ) = a2(cos π3 + 1)× sin π
3 = a2(12 + 1)×

√
3
2 = 3

√
3a2

4 .
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Correction de l'exercice 7 (Dérivations Diverses - 5 points)

a) La �celle :
L'aire du 1er morceau carré de côté x est x2.
Le 2e mesure 1− 4x. Avec cette longueur de �celle, on réalise un cercle de rayon r = 1−4x

2π .

L'aire contenue à l'intérieur de ce cercle est donc πr2 = π ×
(
1−4x
2π

)2
= (1−4x)2

4π .

L'aire totale des deux formes est donc A (x) = x2 + (1−4x)2
4π .

La dérivée de cette fonction est A ′(x) = 2x+ 2×(−4)(1−4x)
4π = 8πx−8(1−4x)

4π = 2× x(π+4)−1
π .

A ′(x) = 0⇐⇒ x(π + 4)− 1 = 0⇐⇒ x = 1
π+4 ≈ 0, 1400248.

A ′ étant une fonction a�ne croissante (son coe�cient est 2× π+4
π > 0) est négative puis positive.

x 0 1
π+4 ≈ 0, 14 1

A ′ − 0 +

A A (0)
& A ( 1

π+4) %
A (1)

La valeur minimale de l'aire totale est donc A ( 1
π+4) = ( 1

π+4)2 +
(1− 4

π+4
)2

4π ≈ 0, 0350062 m2.
Ci-dessous, on voit la courbe associée à la fonction A qui montre ce minimum.
Pour le maximum (non demandé), il est intéressant de montrer qu'il correspond à la position où la
�celle sert entièrement à faire un cercle : le cercle est en e�et la forme ayant la plus grande aire parmi
toutes les formes ayant le même périmètre.

b) Algorithme :

Dérivons l'expression F (x) = ax2+b
x+c , on obtient F ′(x) = 2ax(x+c)−(ax2+b)

(x+c)2
= ax2+2acx−b

(x+c)2
.

Le signe de F ′(x) est le même que celui du trinôme ax2 + 2acx− b.
Celui-ci admet des racines si ∆ = 4a2c2 + 4ab = 4a2

(
c2 + b

a

)
> 0.

La valeur qui annule F ′(x) pour x > −c est x =
−2ac+

√
4a2(c2+ b

a)
2a = −c+

√
c2 + b

a .

Cette valeur est notée x0. Son image est y0 = F (x0) =
ax20+b
x0+c

.
Ainsi, nous disposons de tous les éléments pour écrire notre algorithme :

F Si c2 + b
a > 0 alors il y a une racine x0 supérieure à −c (égale à −c si c2 + b

a = 0).
F On doit alors calculer et a�cher x0 et y0, les coordonnées de l'extrémum.
F Cet extremum quand il existe est un minimum car on sait que a > 0 et, dès lors, le trinôme

ax2 + 2acx − b est négatif avant x0 = −c +
√
c2 + b

a est positif ensuite. F ′(x) va donc être
négatif jusqu'à x0 puis positif ; la fonction F va décroître puis croître : elle admet donc toujours
un minimum qui est y0 = F (x0).

F Dans le cas où c2 + b
a < 0, la fonction F n'admet pas d'extrémum : elle garde toujours le même

sens de variation qui est croissant puisque F ′(x) est du signe de a > 0.
Voici mon programme, écrit en Python :
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Pour (a, b, c) = (1,−1, 2), ce programme annonce un minimum atteint pour x0 ≈ −0, 27 qui vaut
y0 ≈ −0, 54, ce que con�rme notre graphique (à gauche).
Pour (a, b, c) = (1,−2, 1), ce programme annonce une fonction continuellement croissante (car b > 0)
ce que con�rme notre graphique (à droite).

Correction de l'exercice 8 (Minimum)

a) Transformons l'expressions E(a, b) où a et b sont des réels strictement positifs en posant x = b
a :

E(a, b) =
√
a+ b

(
1√
a

+
1√
b

)
=

√
a

(
1 +

b

a

)
× 1√

a

(
1 +

√
a√
b

)

=

√
a√
a
×
√

1 +
b

a
×

1 +
1√
b
a


= 1×

√
1 + x×

(
1 +

1√
x

)
=
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)
= f(x)
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b) Dérivons f(x) =
√

1 + x
(

1 + 1√
x

)
sur R+∗ :

f ′(x) =
(√

1 + x
)′(

1 +
1√
x

)
+
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)′
=

(1 + x)′

2
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)
+
√

1 + x

(√
1

x

)′

=
1

2
√

1 + x

(
1 +

1√
x

)
+
√

1 + x

(
1
x

)′
2
√

1
x

=

√
x+ 1

2
√
x
√

1 + x
+
√

1 + x
−1
x2

2
√

1
x

=

√
x+ 1

2
√
x
√

1 + x
−
√
x
√

1 + x

2x2

=

√
x+ 1

2
√
x
√

1 + x
−
√
x
√

1 + x

2x
√
x

=
x(
√
x+ 1)−

√
x(
√

1 + x)2

2x
√
x
√

1 + x

=
x
√
x+ x−

√
x− x

√
x

2x
√
x
√

1 + x

=
x−
√
x

2x
√
x
√

1 + x

Le dénominateur de cette expression est positif sur R+∗.
Le signe de f ′(x) est donc celui du numérateur.
Or x−

√
x > 0⇐⇒ x >

√
x⇐⇒

√
x > 1⇐⇒ x > 1.

La fonction f ′ est négative jusqu'à x0 = 1 puis positive. Par conséquent f est décroissante puis crois-

sante : pour x = x0 = 1 elle passe par un minimum m = f(1) =
√

1 + 1
(

1 + 1√
1

)
= 2
√

2.

Le tableau de variation suivant résume cela :

x

f ′(x)

f(x)

0 1 +∞

− 0 +

2
√

22
√

2

c) Le minimum de E(a, b) est donc 2
√

2 ; il est atteint lorsque x = b
a = 1, c'est-à-dire lorsque a = b.

On peut donc a�rmer que pour tout couple de réels positifs (a, b), on a
√
a+ b

(
1√
a

+ 1√
b

)
> 2
√

2.

Correction de l'exercice 9 (Exponentielles- 5 points)

a) La fonction fk : x 7−→ e−kx
2
où k > 0 est paire car la fonction carrée l'est.

En e�et fk(−x) = e−k(−x)
2

= e−kx
2

= fk(x) On peut donc se limiter à l'étude des variations sur R+

car la parité permettra de compléter sur R−.
Dérivons fk :
fk(x) = e−kx

2
= eu or (eu)′ = u′eu. On a donc f ′k(x) = (−kx2)′e−kx2 = −2kxe−kx

2
.

Comme ∀x ∈ R, e−kx2 > 0, f ′k(x) > 0⇐⇒ −2kx > 0.
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Or, d'après l'énoncé, k > 0. Donc f ′k(x) > 0⇐⇒ −x > 0⇐⇒ x < 0.
La fonction fk est donc décroissante sur R+ et croissante sur R−
Elle passe par un maximum pour x = 0 égal à e−k0

2
= e0 = 1.

NB : cette courbe est la fameuse � courbe en cloche � de la loi de Gauss (voir un cours de probabilité).
Ce n'était pas demandé mais voici cette courbe pour di�érentes valeurs de k :

b) En dérivant la fonction f dé�nie par f(x) = ex − x, on trouve f ′(x) = ex − 1.
La dérivée f ′ est positive quand ex − 1 > 0⇐⇒ ex > e0 ⇐⇒ x > 0.
Pareillement elle est négative x < 0 et nulle pour x = 0.
La fonction f étant donc décroissante puis croissante, elle passe par un minimum pour x = 0.
Ce minimum étant égal à f(0) = e0 − 0 = 1, on en déduit que f(x) = ex − x > 1⇐⇒ ex > x+ 1.
Comme, pour tout réel, x+ 1 > x (car 1 > 0), on a ex > x+ 1 > x et donc ex > x.

Soit x > 0, appliquons l'inégalité précédente au réel x2 :e
x
2 > x

2 .
Comme ces deux nombres sont positifs (x2 > 0 car x > 0), on peut élever cette inégalité au carré sans

changer l'ordre :
(
e
x
2

)2
>
(
x
2

)2 ⇐⇒ e
2x
2 > x2

4 ⇐⇒ ex > x2

4 .

En divisant par x > 0 cette dernière inégalité, on obtient la minoration ex

x > x
4 .

Cette minoration est vraie sur R entier, mais au voisinage de +∞ on sait que lim
x→+∞

x
4 = +∞.

On en déduit que lim
x→+∞

ex

x = +∞.

c) BONUS (2 points) :
i) Dérivons la fonction Γ dé�nie par Γ(x) = 1

2x
2e−x :

Γ′(x) = (12x
2)′e−x + 1

2x
2(e−x)′ = xe−x − 1

2x
2e−x = (x− 1

2x
2)e−x.

Comme ∀x ∈ R, e−x > 0, Γ′(x) > 0⇐⇒ x− 1
2x

2 > 0⇐⇒ 2x−x2
2 > 0⇐⇒ x(2− x) > 0.

Sur R+, cette inéquation se réduisant à 2− x > 0⇐⇒ x < 2, a pour solution x ∈]0; 2[.
De même, sur R+, on montre que Γ′(x) < 0⇐⇒ x > 2 et Γ′(x) = 0⇐⇒ x = 0 ou x = 2.
La fonction Γ étant donc croissante puis décroissante, elle passe par un maximum sur R+, atteint pour
x = 2, qui vaut Γ(2) = 1

222e−2 = 2e−2 = 2
e2
≈ 0, 27067 (véri�cation graphique ci-dessous).
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NB : cette fonction � gamma trois � sert à modéliser des phénomènes aléatoires se produisant en
moyenne trois fois par unité de temps.

ii) Le rapport ex−1
x peut être interprété comme le taux d'accroissement de la fonction f : x 7−→ ex

au voisinage de zéro car il peut s'écrire ex−e0
x−0 . Or on sait que la limite de ce rapport quand x tend vers

0 est égal à la fonction dérivée de f en 0 (le nombre dérivé) et ce nombre n'est autre que f ′(0) = e0 = 1
(puisque, par dé�nition de la fonction exponentielle, la dérivée de f c'est f elle-même).
On en déduit que lim

x→0

ex−1
x = 1.

Correction de l'exercice 10 (Radioactivité)

1) Représentons graphiquement la fonction t 7−→ Nt = N0e
−at pour N0 = 1000 et di�érentes valeurs

de a > 0 a�n d'explorer un peu le comportement d'une telle fonction :

On voit sur ces courbes se dégager un comportement général : ce sont des fonctions décroissantes qui
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partent du point (0;N0). la décroissance est d'autant plus rapide que le coe�cient a est grand (la plus
grande valeur essayée est a = 1, pour cette valeur la chute est immédiate).

2) On désigne par T le temps au bout duquelNT = N0
2 . Ce temps, appelé � demi-vie � ou � période �

du corps radioactif, peut être dé�ni par : NT = N0
2 = N0e

−aT ⇐⇒ 1
2 = e−aT ⇐⇒ 2 = eaT

En supposant que l'on connaisse la valeur de α telle que 2 = eα, on aurait eα = eaT ,
soit α = aT ⇐⇒ a = α

T .
La valeur de α peut être trouvée en balayant l'intervalle [0; 1] puisque e0 = 1 < 2 et e1 ≈ 2, 71 > 2.
J'ai fait ce balayage sur un tableur :

On pourrait s'approcher encore davantage de cette valeur. Son expression mathématique est ln 2 et la
calculatrice en donne la valeur décimale approximative α = ln 2 ≈ 0, 6931471806.

3) Si on a N0 atomes de radium dans 1g, on aura N0
1000 atomes de radium dans 1mg. Pour perdre

1mg de matière, il faut donc que le nombre d'atomes diminue de N0
1000 , on aura alors :

Nt = N0 − N0
1000 = N0(1− 1

1000) = 0, 999N0.
La période du radium étant T = 1622ans, le coe�cient a vaut a = α

1622 ≈
0,6931471806

1622 ≈ 0, 000427
Le temps t0 pour que 1g de radium perde 1mg est donc dé�ni par :
Nt0 = 0, 999N0 = N0e

−at0 ⇐⇒ 0, 999 = e−0,000427t0 .
Encore une fois, on se trouve dans l'obligation (faute de disposer de la fonction ln) d'approcher du
résultat par des approximations successives : en posant 0, 999 = eβ , on aurait :
eβ = e−0,000427t0 ⇐⇒ β = −0, 000427t0 ⇐⇒ t0 = β

−0,000427

Je trouve β ≈ −0, 001 (la valeur exacte est notée β = ln 0, 999 ≈ −0, 0010005).
J'en conclus donc que t0 ≈ β

−0,000427 ≈
0,001

−0,000427 ≈ 2, 343ans.

4) D'autres substances radioactives :
La période est donnée pour tous ces éléments, mais la durée pour que 1g d'une substance radioactive
perde 1mg ne l'est pas. Il faut donc réitérer les calculs laborieux faits dans la question précédente. Pour
simpli�er leur obtention je remplace β par −0, 001 et α par 0, 693.
On a a = 0,693

T et t0 = −0,001
−a
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Correction de l'exercice 11 (Croissance d'une plante)

1-i) Existence
La fonction f dé�nie par f(x) = Aekx où A et k sont des constantes, véri�e bien les conditions de
l'énoncé, à savoir :f ′(x) = kf(x) et f(0) = A. En e�et :

F f ′(x) =
(
Aekx

)′
= A

(
ekx
)′

= A(kx)′ekx = Akekx = k(Aekx) = kf(x)
F f(0) = Ae0x = Ae0 = A× 1 = A

1-ii) Unicité
Supposons qu'il existe une autre fonction g qui véri�e les conditions, à savoir :g′(x) = kg(x) et g(0) = A.
Étudions les variations de la fonction ϕ : x 7−→ f(x)g(−x) :
Dérivons ϕ.
ϕ′(x) = f ′(x)g(−x)+f(x) (g(−x))′ = kf(x)g(−x)+f(x)(−x)′g′(−x) = kf(x)g(−x)−f(x)kg(−x) = 0
Par conséquent ϕ(x) = C, une constante que l'on détermine à l'aide ϕ(0) = f(0)g(−0) = A2

ϕ(x) = A2 ⇐⇒ f(x)g(−x) = A2 ⇐⇒ f(x) = A2

g(−x)
Quelle est la valeur de θ(x) = f(x)f(−x) ?
Dérivons θ.
θ′(x) = f ′(x)f(−x)+f(x) (f(−x))′ = kf(x)f(−x)+f(x)(−x)′f ′(−x) = kf(x)f(−x)−f(x)kf(−x) = 0
Par conséquent θ(x) = C, une constante que l'on détermine à l'aide θ(0) = f(0)f(−0) = A2

θ(x) = A2 ⇐⇒ f(x)f(−x) = A2 ⇐⇒ f(x) = A2

f(−x)

Finalement, par identi�cation, on trouve que A2

g(−x) = A2

f(−x) ⇐⇒ g(−x) = f(−x).

Avec le changement de variable X = −x, on obtient g(X) = f(X) pour tout réel X.
Les deux fonctions coïncidant en tout points de R ne peuvent être distinctes.
La fonction f répondant aux conditions de l'énoncé est donc unique.

2) Pour cette espèce de coton, le poids P (en g par jour) varie en fonction de t (en jour) selon
l'équation P ′(t) = 0, 18P (t).
On nous donne k = 0, 18 et P (1) = 2 au lieu de P (0) = A, mais selon la question précédente on a
P (t) = Aekt, soit P (t) = Ae0,18t.

P (1) = Ae0,18 ⇐⇒ A = P (1)
e0,18

= 2
e0,18

= 2e−0,18 ≈ 1, 67.
On en déduit P (t) = 2e−0,18e0,18t = 2e0,18t−0,18 = 2e0,18(t−1).
Au bout de 1 mois, la plante pèse P (30) = 2e0,18(30−1) = 2e0,18×29 = 2e5,22 ≈ 369, 87.

On peut remarquer que P (t+1)
P (t) = 2e0,18t

2e0,18(t−1) = e0,18t−0,18(t−1) = e0,18.

La suite (P ) est une suite géométrique de raison e0,18.
Par curiosité, traçons la courbe de cette fonction P :
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Correction de l'exercice 12 (Dérivation)

a) Fonctions polynômes :
Les fonctions polynômes sont dérivables sur R.

F f(x) = 5x4 − 3x2 + 4x− 3 ; f ′(x) = 20x3 − 6x+ 4

F g(x) = x4

4 −
2x3

3 + 4x2

4 −
4x
3 −

3
2 ; g

′(x) = x3 − 2x2 + 2x− 4
3

F h(x) = 4(3x2 − 1)(3x2 + 1) = 4(9x4 − 1) ; h′(x) = 4× 36x3 = 144x3

b) Fonctions sommes :
F f(x) = −2x2 − x+ 1 + 2

x ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R∗.
f ′(x) = −4x− 1− 2

x2

F g(x) = 2 sin(x)− 3 cos(x) ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R.
g′(x) = 2 cos(x) + 3 sin(x)

F h(x) =
√
x− x ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R+∗.

h′(x) = 1
2
√
x
− 1

c) Fonctions produits :
F f(x) = (2x3 + 3x− 1)(3x2 + 2x+ 1) ; fonction polynôme dérivable sur R ;
f ′(x) = 3(2x2 + 1)(3x2 + 2x + 1) + 2(2x3 + 3x − 1)(3x + 1) = 3(6x4 + 4x3 + 5x2 + 2x + 1) +
2(6x4 + 2x3 + 9x2 − 1) = 30x4 + 16x3 + 33x2 + 6x+ 1

F g(x) =
√
x(x2 + x+ 1) ; comme la fonction racine : dérivable sur R+∗ ;

g′(x) =
√
x(2x+ 1) + x2+x+1

2
√
x

= 2x(2x+1)+x2+x+1
2
√
x

= 5x2+3x+1
2
√
x

;

F h(x) = x2−3x+5
2 ex ; fonction dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R ;

h′(x) = ex

2

(
(x2 − 3x+ 5) + (2x− 3)

)
= ex(x2−x+2)

2
d) Fonctions quotients :

F f(x) = 2x2+1
x2−1 ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R− {1;−1} ;

f ′(x) = 4x(x2−1)−(2x2+1)(2x)
(x2−1)2 = 4x3−4x−4x3−2x

(x2−1)2 = −6x
(x2−1)2

F g(x) = sin(x)−1
cos(x)−1 ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R− {0[2π]} ;

f ′(x) = cos(x)(cos(x)−1)−(sin(x)−1)(− sin(x))
(cos(x)−1)2 = cos2(x)−cos(x)+sin2(x)−sin(x)

(cos(x)−1)2 = 1+sin(x)+cos(x)
(cos(x)−1)2

F h(x) = 2ex√
x
; la fonction est dé�nie et dérivable sur R+∗ ;

h′(x) =
2ex
(√

x− 1
2
√
x

)
x = 2ex(x−1)

2x
√
x

= ex(x−1)
x
√
x
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e) Fonctions composées :
F f(x) =

√
x2 − 1 ; la fonction est dé�nie et dérivable sur ]−∞;−1[∪]1; +∞[ ;

f ′(x) = 2x
2
√
x2−1 = x√

x2−1
F g(x) =

(
x3 − 1

)2
; la fonction est dé�nie et dérivable sur R ;

g′(x) = 2(x3 − 1)× (3x2) = 6x2(x3 − 1)

F h(x) = ex
2−1

2 ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R ;

h′(x) = 2xex
2−1

2 = xex
2−1

f) Fonctions mélangées :
F f(x) =

√
x− 1 +

√
x+ 1 ; la fonction est dé�nie et dérivable sur ]1; +∞[ ;

f ′(x) = 1
2
√
x−1 + 1

2
√
x+1

=
√
x−1+

√
x+1

2
√

(x−1)(x+1)
=
√
x−1+

√
x+1

2
√
x2−1

F g(x) = ex−1

1+e−2x ; la fonction est dé�nie et dérivable sur R ;

g′(x) =
ex−1(1+e−2x+2e−2x)

(1+e−2x)2
=

ex−1(1+3e−2x)
(1+e−2x)2

F h(x) = tan
(
2x−π

3

)
; la fonction est dé�nie et dérivable sur R− {π2 [π]} ;

h′(x) = 2
3

[
1 + tan2

(
2x−π

3

)]
Correction de l'exercice 13 (Tableau de variation)

1) f1(x) = x4 − 2x2, I = R
f ′1(x) = 4x3 − 4x = 4x(x2 − 1) = 4x(x− 1)(x+ 1)
Le tableau de signes de la dérivée f ′1 et le tableau de variation de f1 (on pourrait ajouter des lignes à
ce tableau pour justi�er et trouver celui de la dérivée, ici une ligne supplémentaire pour le signe de x
et une autre pour celui de x2 − 1) :

x −∞ −1 0 1 +∞

f ′1 − 0 + 0 − 0 +

f1
& % & %

2) f2(x) = x−2
x2+1

, I = R
f ′2(x) = x2+1−(x−2)(2x)

(x2+1)2
= −x2+4x+1)

(x2+1)2

Le discriminant du numérateur est ∆ = 42 + 4 = 20, il s'annule pour x = −4±
√
20

−2 = 2±
√

5.
Le tableau de signes de la dérivée f ′2 et le tableau de variation de f2

x −∞ 2−
√

5 2 +
√

5 +∞

f ′2 − 0 + 0 −
f2

& % &

3) f3(x) = (1− x)
√
x, I = R+

f ′3(x) = (1− x) 1
2
√
x
−
√
x = (1−x)−2x

2
√
x

= 1−3x
2
√
x

Le tableau de signes de la dérivée f ′3 et le tableau de variation de f3 :

x 0 1
3 +∞

f ′3 + 0 −

f3 % &

4) f4(x) = x+ 16
x , I = R∗

f ′4(x) = 1− 16
x2

= x2−16
x2

= (x−4)(x+4)
x2
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Le tableau de signes de la dérivée f ′4 et le tableau de variation de f4 :

x −∞ −4 0 4 +∞

f ′4 + 0 − 0 − 0 +

f4 % &
& %

5) f5(x) = 1
1+
√
x
, I = R+

f ′5(x) =
− 1

2
√
x

(1+
√
x)2

= −1
2
√
x(1+

√
x)2

Le tableau de signes de la dérivée f ′5 et le tableau de variation de f5 :

x 0 +∞

f ′5 −
f5

&

6) f6(x) = −5e−2x, I = R
f ′6(x) = −5× (−2)e−2x = 10e−2x

Le tableau de signes de la dérivée f ′6 et le tableau de variation de f6 :

x −∞ +∞

f ′6 +

f6 %

7) f7(x) = ex − 1
x , I = R∗

f ′7(x) = ex + 1
x2

= x2ex+1
x2

Le tableau de signes de la dérivée f ′7 et le tableau de variation de f7 :

x −∞ 0 +∞

f ′7 + +

f7 %
%

Correction de l'exercice 14 (Extremum)

1) f(x) = −x3 + x2, I = R
f ′(x) = −3x2 + 2x = x(2− 3x)
Le tableau de signes de la dérivée f ′ et le tableau de variation de f avec les extremums :

x −∞ 0 2
3 +∞

f ′ − 0 + 0 −
f

& 0%
4
27

&

2) f(x) = sin(x)− x, I = R
f ′(x) = cos(x)− 1
La dérivée est toujours négative car cos(x) 6 1 , l'égalité se produisant uniquement pour x = 0[2π].
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Comme la dérivée ne change pas de signe, il ne s'agit pas d'extrémum mais de points d'in�exion.
Le tableau de signes de la dérivée f ′ et le tableau de variation de f avec les extremums :

x −∞ +∞

f ′ −
f

&

3) f(x) = x2 + 2
x , I =]0; +∞

f ′(x) = 2x− 2
x2

= 2x3−2
x2

= 2(x3−1)
x2

= 2(x−1)(x2+x+1)
x2

Le polynôme x2 +x+ 1 reste positif sur R car, son discriminant étant négatif (∆ = −3), il ne s'annule
pas.
Le tableau de signes de la dérivée f ′ et le tableau de variation de f avec les extremums :

x −∞ 0 1 +∞

f ′ − − 0 +

f
&

& 3%

4) f(x) = (x− 1)3
√
x, I =]0; +∞

f ′(x) = 3(x− 1)2
√
x+ (x− 1)3 1

2
√
x

= (x− 1)2 6x+(x−1)
2
√
x

= (x− 1)2 7x−1
2
√
x

L'extremum ici est obtenu pour x = 1
7 et vaut (−67 )3

√
1
7 = −216

343
√
7

= −216
√
7

240 ≈ −0.238

Le tableau de signes de la dérivée f ′ et le tableau de variation de f avec les extremums :

x 0 1
7 +∞

f ′ − 0 +

f
& −216

√
7

240 %

Correction de l'exercice 15 (Dérivée de la dérivée)

f(x) = ex − x2

2
f ′(x) = ex − 2x

2 = ex − x.
La dérivée seconde est f ′′(x) = ex − 1
ex − 1 > 0⇐⇒ ex > 1⇐⇒ ex > e0 ⇐⇒ x > 0
Le signe de f ′′(x) renseigne sur les variations de f ′ :

x −∞ 0 +∞

f ′′ − 0 +

f ′

& 1%

f ′ admet donc un minimum égal à 1 pour x = 0 ; f ′ reste donc toujours positive.
Tableau de variation de f :

x −∞ +∞

f ′ +

f %


