1= spe. maths DO SUT les suites des années précédentes

EXERCICE 1 (SUITES DEFINIES CONJOINTEMENT (4 POINTS))
On définit les suites (u,) et (v,) par les relations
ug =1, vg = —%, Upt1 = % (up + 4vy) et vpyp1 = %(3un + 2vy,)

a) Calculer uy et v puis ug et ve.

b) Ecrire un programme qui détermine et affiche u,, et v,, pour toutes les valeurs de n inférieures
& un entier N > 1. Donner le programme et ses résultats pour N = 15 dans un tableau.

¢) On définit la suite (w,) par la relation w, = 3u, + 4v,. Montrer que wy,+1 = wy, ;
en déduire v, en fonction de u, puis u,y1 en fonction wu, et v,41 en fonction vy,.

EXERCICE 2 (MONOTONIE (4 POINTS
a) Etudier la monotonie de la suite

)

uy,) définie par la relation u, = 2" —n.

b) Etudier la monotonie de la suite (v,) définie par la relation v, = g—j

~ o~

¢) Etudier la monotonie de la suite (w,) définie par les relations w11 = 2w, — 1 et wg = 1, 5.
Représenter les premiers termes la suite w en tracant la courbe de la fonction f : wy, — wp41,
la droite d’équation y = x et en plagant les termes sur les axes.

EXERCICE 3 (FLOCON DE KOCH (2 POINTS))
La figure ci-contre présente les premiéres étapes du flocon : au départ il y a un triangle équilatéral
d’aire ag = 1, et puis & chaque étape on pose au centre de chaque segment un triangle équilatéral
trois fois plus petit.
En admettant que I'accroissement de l'aire du
flocon en arrivant & 'étape n > 1 est donnée
SXS#, déterminer
& partir de quelle étape n cet accroissement de-
vient inférieur & 1079 ; donner alors laire a,, du
flocon a cette étape. étape 0 étape 3. étape 2

par la relation a, — ap_1 =

NB : on réalisera bien siir cela & l'aide d’un programme, & écrire sur la copie.

EXERCICE 4 (SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES (5 POINTS))
On sait que la suite (u,) vérifie ugy = 14 et ug = 87, 5.

Déterminer ug et préciser la relation de récurrence donnant u,41 en fonction de u,, dans les cas :
a) La suite est arithmétique
b) La suite est géométrique

¢) La suite est définie par une relation du type u,4+1 = au, + 168
(déterminer la ou les valeurs de a qui conviennent ; déduire ug de la relation u,, =

On veut calculer une somme ..

Déterminer le type de suite impliqué dans cette somme, puis calculer celle-ci :
a) . = 590490 + 393660 + 262440 + - - - + 10240
b) . = 590490 + 587700 + 584910 + - - - 4+ 10170

Up4+1—168 )

a

EXERCICE 5 (SUITES CONJOINTES (5 POINTS))
1

(u) et (v) sont les suites définies par u, = n%rl + 7#2 ot o et vy = Uy + =

a) Vérifier que u; = % et ug = % puis calculer us, v, vg et vs.
b) Montrer que Vn > 1, up11 ; en déduire que (u) est croissante.

e — 1
n = @nt1)(2n+2)

¢) Démontrer que (v) est décroissante puis conjecturer la limite de (v, — uy,).

d) Ecrire un programme qui détermine le rang p a partir duquel v, — u,, < 1073 et qui affiche
les termes u,, et vp.
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EXERCICE 6 (SUITE AUXILIAIRE ARITHMETIQUE (4 POINTS))

On considére la suite (u,) définie, pour tout n > 1, par u; = 0, up41 = L

2—up "

a) Calculer les valeurs exactes de w,, pour tout n € {1,2,3,4,5}.

b) Montrer que la suite (v,) définie par v, = ﬁ est une suite arithmétique dont on précisera
le premier terme et la raison.

c) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

EXERCICE 7 (SUITE AUXILIAIRE GEOMETRIQUE (4 POINTS))

Dans une réserve, une population animale perd 20% de son effectif chaque année (bilan des nais-
sances et des décés). Pour compenser cette diminution, on introduit chaque année 120 nouveaux
animaux. Sachant qu’initialement la population était de pyp = 1000 animaux, on veut étudier la
suite (pn) qui indique le nombre d’animaux de la réserve.

a) Montrer que p,+1 = ap,+b ol a et b sont des parameétres a préciser, puis montrer que la suite
(gn) définie par g, = p, — A (X : solution de I’équation z = ax + b) est une suite géométrique.

b) Exprimer ¢, puis p, en fonction de n et déterminer la limite de (p,)?

EXERCICE 8 (NOMBRE D’APERY (2 POINTS))
OnposeVn>1,un:1%+2%+3%+---+#.
a) Montrer par récurrence que Vn > 1l,u, < 2 — %; en déduire que la suite (u,) est conver-
gente. La limite de cette suite est notée ((3) et appelée « nombre d’Apery » en mémoire du
mathématicien francais Robert Apéry qui montra, en 1979, Uirrationnalité de ce nombre.

b) Ecrire un programme qui détermine ¢(3) avec une précision de 10~
(on sous-entend par 1a que I'on arréte le calcul lorsque 41 — up, < 1077).
Répondre au préalable & la question : pour quelle valeur de n atteint-on cette précision ?
Déterminer avec le programme la valeur de ¢(3) & la précision de 1077,

EXERCICE 9 (LIMITES (5 POINTS))
a) Etudier le comportement & U'infini des suites (a,,), (by) et (cn) :

2n%—5
an = < by = 7% Cn = an —2n
, . . . . L . n n
b) Déterminer la limite de la suite (u,) définie par u, = %

(factoriser un terme, au numérateur et au dénominateur)
c¢) Déterminer la limite des suites (vy,) et (wy) définies par :
I R e e
d) Déterminer la limite de la suite (r,) définie par r,, = 0,1919---19 (n séquences 19)

(utiliser la somme des termes d'une suite géométrique)

e) Etudier le comportement a linfini des suites (p,) et (g,) de terme général :

_ 1 _ 1
Pn = N.COS 7 qn = ;; COSN

EXERCICE 10 (CONVERGENCES (5 POINTS))

a) On pose u; = 0,2, ug = 0,23, uz = 0,235, etc. (u, s’écrit 0, suivi des n premiers nombres
premiers). Donner un majorant de cette suite, prouver qu’elle est croissante, en déduire qu’elle
converge. Sa limite est un réel imaginé par Paul Erdds (1913,1996), mathématicien hongrois célébre
pour son excentricité et trés prolifique (plus de 1 500 articles de recherche publiés).

b) On pose, pour n > 1,v, = ?TZ Etudier la monotonie de la suite (v,).
Montrer par récurrence que, pour n > 13, v, > 2". En déduire que (vy,) ne converge pas.

¢) Résoudre dans R 1’équation 22 —z — 1 = 0. La solution positive de cette équation est notée

@ et appelée « nombre d’or ». Démontrer 1’égalité /o + 1 = ¢.
On pose wg = 0 et Vn = 0, wp+1 = vwy, + 1. Montrer que pour tout n € N, 0 < w, < ¢ et aussi
que wy, < Wpy1. En déduire que la suite (wy,) est convergente et conjecturer sa limite.
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EXERCICE 11 (SERIE DE LEIBNIZ (5 POINTS))
On pose Vn > 0,u, = (2;21 et S, = 41:20 U.

a) Déterminer u,, et S, pour n € {0,1,2}.
b) Programmer le calcul de S,, sur votre calculatrice (écrire le programme sur la copie).
c) Gottfried Wilhelm Leibniz (1646,1716) donna ’expression exacte de la limite de la suite

(Sy). Déterminer, avec votre programme, la valeur de S,, pour n € {10,100, 1000, 10000},
puis conjecturer quelle est cette limite (on la notera A dans la suite).

d) Archiméde (—287,—212) a donné un moyen de déterminer les décimales de A a l’aide des
suites (py) et (¢,) définies par p1 = 3, ¢1 = 2v/3, ¢ui1 = ;fi(g; et Pni1 = /PrGnil-
Déterminer au moyen d’un programme (écrire le programme sur la copie) les valeurs de p,
pour n € {10,100,1000,10000} ; comparer les vitesses de convergence du procédé d’Archi-
meéde et de celui de Leibniz.

EXERCICE 12 (SUITE DE POINTS (5 POINTS))
Soient (z,) et (y,) deux suites telles que zo = %, Y0 =0, Tnt1 = Tn — V3Un €t Ynt1 = V3T + Yn.
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on considére les points A,, de coordonnées (z, yn).

a) Déterminer les coordonnées des points Ag, A; et A puis calculer les distances OAg, OA;1,

OAs, AgAq et A1As. [Rappel : AB = \/(xB — xA)2 + (yp — yA)2

b) O étant lorigine du repére, démontrer que la suite (u,) définie par u, = OA,, est une suite
géométrique dont on précisera la raison.

c¢) Démontrer que la suite (v,,) définie par v, = A, A, 11 est telle que v, = v/3u,.
d) Faire une figure qui illustre la situation et déduire des questions précédentes que le triangle
ApOA, 41 est rectangle en A, et que 'angle A,OA, 11 est constant (donner sa valeur).
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CORRECTION DE L’EXERCICE 1 (SUITES DEFINIES CONJOINTEMENT (4 POINTS))
a) UO:1etvoz—%:—O, 5)

ul—%(uo+4vo):é(1—%):%2:—0,4
o= LG+ 20) — 3 (35— 22~ 0.3
UQZ%(U1+4U1)—%(%2+2):%:0,16
vg =5 Bui+2v01) =3 (F+32) =3 =-0,12

b) Voici un programme en Python qui détermine et affiche w, et v, pour 0 < n < 15. La sortie
d’exécution (en bleu) est également donnée. J’ai arrondi les valeurs a 6 chiffres apres la virgule pour
simplifier mais ce n’était pas obligé. On remarque que, pour les deux suites, les termes sont alternati-
vement positifs et négatifs et deviennent de plus en plus proches de 0.

def conjeoint(N):
u,v=1,-0.75
print("u( 0 )=",u,” - wv( 0 )=",v)
for n in range (N)
w,v=0.2% (u+d*vy)  0.2% (I*u+2*y)
print("u(",n+l,")=",round(u,6)," - v(",n+l,")=",round(wv,6))

conjoint (15)

u{ 0 )=1 - w( 0 )= -0.75 u({ 8 )= 0.000655 - w( 8 )= -0.000492
u{ 1 )=-0.4 - w{ 1 )= 0.3 u{ 9 )= -0.000262 - w{ 9 )= 0.000197
uf{ 2 )= 0.16 - w( 2 )= -0.12 u({ 10 )= 0.000105 - w( 10 )= -7.9=-05
u{ 3 )= -0.064 - w{ 3 )= 0.048 u{ 11 )= -4.2e-05 - w{ 11 )= 3.le-05
u({ 4 )= 0.0256 - w( 4 )= -0.0182 u({ 12 )= 1.7e-05 - w( 12 )= -1.3=-05
u{ 5 )= -0.01024 - w( 5 )= 0.00768 uf{ 13 )= -Te-06 - w{ 13 )= 5be-06
uf{ 6 )= 0.004096 - wv( 6 )= -0.003072 u( 14 )= 3e-06 - w( 14 )= -2e-06
u{ 7 )= -0.001638 - w( 7 )= 0.001229% u{ 15 )= -le-06 - w( 15 )= le-06

c¢) La suite (w,,) étant définie par la relation w,, = 3u,, + 4v,, on tire wy = 3ug +4vg =3 — 3 = 0.
Au rang suivant wy,41 = 3upa1 + 4vn11 =3 X % +4 x % = 3u, + 4v, = wy,.

La suite (wy,) est donc a la fois constante et nulle : wg = wy = -+ = w, = 0, tous les termes sont nuls.
On a donc Vn € N, w,, = 3u,, +4v,, = 0. On en déduit que Vn € N, v,, = ?un et aussi vp+1 = %Sunﬂ.
Comme v,11 = % <> bup41 = 3uy + 2v,, en remplagant les termes de la suite v, on obtient :

-3 —15 2
3Un + TUH = G Upy] < Upy1 = —gun
On peut alors faire de méme pour la suite (v,) car v, = _73’% = u, = ?vn et on peut écrire
S5Un41 = 3uy + 2v, = —4v, + 2v, = —2v, ce qui conduit & vy = —%vn, la méme relation de

récurrence que pour la suite (uy), seuls les premiers termes changent.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 (MONOTONIE (4 POINTS))
a) Pour la suite (u,) calculons :

Upi1 — Up = 2" — (n41) — (2" —n)
=2"2-1)—(n+1)+n
=271
La quantité 2" — 1 est positive sitdot que 2" > 1, c’est-a-dire dés que n > 0. La suite (u,) est donc

strictement croissante & partir du rang 1 car Vn > 1,u,11 > uy,. Pour confirmer ce résultat on peut
déterminer les premiers termes : ug =2 —0=1, 43 =2' —1 =1, up =22 — 2 = 2, etc.

b) Pour la suite (v,) calculons :

Upt1  (n41)2 _2n

X JR—
Uy, 2(n +1)  n?

_ (n+1)?
2n?2
2 .. 4 2 7 .
Les termes v, = ;‘—n sont tous positifs car, au numérateur on a un carré et au dénominateur une

nous renseigne sur la croissance de la suite.

. 4 . .. Un+1
puissance de 2. On en déduit que la position de ==
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Or, (”;;12)2 <1l<+= (n+1)? < 2n? < n?—-2n—1> 0. Le polynéme n? — 2n — 1 s’annule pour

n= 2%7‘@ =142 et est positif & I’extérieur des racines, soit pour z > 1+ V2ouz<1—+/2 En ce
qui concerne la suite, seule I'inégalité x > 1+ V/2 nous intéresse : pour n > 14++/2 >3 on a Unt1 < Up.
La suite v est strictement décroissante a partir du rang 3.
Pour confirmer ce résultat on peut déterminer les premiers termes : vy = 8—3 =0,v =357 = %,
vgzg—z:l,vgzg—i:%,mzé—izl,etc.

¢) Pour la suite (wy,), la différence wy, 41 — w, = w, — 1 ne nous renseigne que si I’on peut montrer
que w, — 1 garde un signe constant & partir d’'un certain rang. Or comment montrer que l'on a
w, — 1 >0 <= w, > 1 ou son contraire ?
Par récurrence :
Pour commencer wg = 1,5 > 1.
Ensuite, w, > 1= 2w, >2=2w, —1>2—-1=1<<= wy4+1 > 1.
La suite w est donc strictement croissante depuis le début.
Représentons cette suite w a l'aide de la courbe de la fonction f : xz —— 2z — 1 qui est telle que
f(un) = upy1 (droite bleue). Le va et vient entre cette droite et la droite d’équation y = x nous donne
les premiers termes de la suite w que l'on observe bien croissante.

7

U1 9

u3 5

Uy 3

y=2zH1

U2

T 2 3 4 5 3 7 3 9
Up Uy Uy Us Uy

CORRECTION DE I'EXERCICE 3 (FLOCON DE KOCH (2 POINTS))

L’accroissement de 'aire du flocon en arrivant & I’étape n > 1 étant donné par la relation a,, — a,—1 =

n—1 . R , n—1 .
3X,§n , Vaire du flocon a ’étape n > 1 est a,, = an_1 + 3X§n . Il suffit de calculer cette aire a,,, tout

en conservant l'aire précédente a,_1 jusqu’a ce que la différence soit inférieure 3 10~ pour la premiére
fois. Mon programme réalise cela et donne la solution : il faut aller jusqu’a I’étape 26 pour obtenir
cette précision du millionieme. L’aire du flocon est alors égale a 1, 6.
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def flocon(p):
a?,al,n=1,0,0
while aZ2-al>p :

n+=1
aZ2,al=a2+43%4%* (n-1) fO%*p a2
print("a(",n,")=",round(a2,9)," - a(",n,")-a(",n-1,")=",round(a2-al,9))

flocon (10**-9)

a( 1 )= 1.333333333 - a( 1 )-a( 0 )= 0.333333333
a( 2 )= 1.481481481 - a( 2 )-a( 1 )= 0.148148148
a( 3 )= 1.547325103 - a{ 3 )-a( 2 )= 0.065843621
a( 4 )= 1.576588935 - a( 4 )-a( 3 )= 0.029263832
a( 5 )= 1.589595082 - a( 5 )-a( 4 )= 0.013006147
a( 6 )= 1.595375592 - a( 6 )-a( 5 )= 0.00578051

a( 7 )= 1.597944708 - a( 7 )-a( 6 )= 0.002569116
a( 8 )= 1.599086537 - a( 8 )-a( 7 )= 0.001141829
a( 9 )= 1.599594016 - a( 9 )-a( 8 )= 0.00050748

a( 10 )= 1.599819563 - a( 10 )-a( 9 )= 0.000225546
a( 11 )= 1.599919806 - a( 11 )-a( 10 )= 0.000100243
a( 12 )= 1.599964358 - a( 12 )-a( 11 )= 4.4552e-05
a( 13 )= 1.599984159 - a( 13 )-a( 12 )= 1.9801e-05
a( 14 )= 1.59999296 - a( 14 )-a( 13 )= B.8e-06

a( 15 )= 1.599996871 - a( 15 )-a( 14 )= 3.911e-06
a( 16 )= 1.599998609 - a( 16 )-a( 15 )= 1.738e-06
a( 17 )= 1.599999382 - a( 17 )-a( 16 )= 7.73e-07
a( 18 )= 1.599999725 - a( 18 )-a( 17 )= 3.43e-07
a( 19 )= 1.599999878 - a( 19 )-a( 18 )= 1.53e-07
a( 20 )= 1.599999946 - a( 20 )-a( 19 )= 6.8e-08

a( 21 )= 1.599999976 - a( 21 )-a( 20 )= 3e-08

a( 22 )= 1.599999989 - a( 22 )-a( 21 )= 1.3e-08

a( 23 )= 1.599999995 - a( 23 )-a( 22 )= 6e-09

a( 24 )= 1.599999998 - a( 24 )-a( 23 )= 3e-09

a( 25 )= 1.599999999 - a( 25 )-a( 24 )= 1le-09

a( 26 )= 1.6 - a( 26 )-a( 25 )= 1e-09

CORRECTION DE L’EXERCICE 4 (SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES (5 POINTS))
a) la suite (u,) qui vérifie ug = 14 et ug = 87,5 est arithmétique de raison 7.

Comme ug = 87,5 = us +1 = uyq + 2r = 14 + 27, on en déduit r = w = 36, 75.

On a donc uy4+1 = uy + 36,75 et ug = ug +4 x 36,75 = ug + 147.

On en tire ug = ug — 147 = 14 — 147 = —133.

b) la suite (uy,) qui vérifie uy = 14 et ug = 87,5 est géométrique de raison q.
Comme ug = 87,5 = us X ¢ = uq X ¢ = 14 x ¢%, on en déduit ¢% = 817;15 = 6, 25.
Il y a deux possibilites : ¢ = +/6,25 = £2,5. On a donc up+1 = up X 2,5 0u Upt1 = upy X (—2,5)
mais dans tous les cas w4 = ug X 2, 5% = ug x 39, 0625.

: _ Ug _ 14 _
On en tire ug = 39,0625 — 39.0625 — 0, 3584.

¢) La suite (uy,) qui verifie uy = 14 et ug = 87,5 est définie par u,4+1 = au, + 168
Comme ug = 87,5 = aus + 168 = a(auy + 168) + 168 = a®uy + 168(a + 1) = 14a® + 168(a + 1), on en
déduit que a est solution de I'équation 14a? + 168(a + 1) — 87,5 = 0 <= 14a® + 168a + 80,5 = 0.
Le discriminant est A = 1682 — 4 x 14 x 80,5 = 23716 = 1542,

ilitaq - o — —1684154 1 _ —168—154 _ _ 23
Il y a deux possibilités : a = 5% =—5eta= 53 =-5.
Up41—168 P us—168 u3—168 va—1% 68
Comme u,, = —5,——, on en déduit que uzg = “—=°, up = m = “— , et finalement
ug—168 “a—168 165
13— _ a7
PR T S 1 e st L 11 s S 11 ;  utiliser 1a forcti
up = U = - = - = - (on peut aussi utiliser la fonction
suite de la calculatrice).
En prenant pour a, la solution a = —%, cela donne uy = —1456 (et u; = 896, ug = —280, ug = 308).

Avec la solution a = —%, cela donne ug = 13,44003 (et uy ~ 13,43963, us ~ 13,44423, uz ~ 13,3913).

a) Si ug = 590490, uy = 393660 et uy = 262440, on a - — Y — 2 ef 12 — 0228 — 2.

N

La suite semble étre géométrique de raison g =
Quel rang a le dernier terme de la somme?

On doit avoir 10240 = 590490 x (2)" <= (2)" = 20210,

. L 10
en tatonnant sur la calculatrice, je trouve (%) = %.

3
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Le dernier terme, 10240, est donc le terme w19 de cette suite géométrique.

oy 11
La somme % vaut 590490 x ~—Ui)— — 1750990,
3
b) Si ug = 590490, u; = 587700 et ug = 584910, on a
up — ug = 587700 — 590490 = —2790 et uy — uyp = 584910 — 587700 = —2790.
La suite semble étre arithmétique de raison r = —2790.
Quel rang a le dernier terme de .7 10170 = 590490 + n x (—2790) <= n = W = 208.
Le dernier terme, 10170, est donc le terme uggs de cette suite arithmétique.
La somme . vaut 209 x 10705590490 — 63 768 970.

CORRECTION DE I'EXERCICE 5 (SUITES CONJOINTES (5 POINTS))

(u) et (v) sont les suites définies par un:ﬁ+%ﬁ+.~-+$et vn:un+%.
a)ulzp%l—%zoﬁ
1 11,1 _ 344 _ 7 .
A LI L I IR P
w=zitaetasz=1t5+t6="6 — o ~0616
w=wtd=lo
v2:u2+%—§+%:§%0,833
v3=u3+5=105+5=g5~0783
b) Calculons :
S P a— SRR
Untl un_n—i—Q n+3 2n 4+ 2 n+1l n+2 2n
1 1 1

2n+1+2n—|—2_n—|—1
2n+2)+2n+1)-22n+1)
2n+2)(2n+1)
_2n+242n+1—4n—2
N (2n+2)(2n+1)
1
(2n +1)(2n + 2)

Comme i >0 (carn > 0), on a aussi upt1 — Up > 0 <= Upi1 > Uy -

1
2n+1)(2n+2)
La suite (u) est croissante.

c)

1 1

n+2 2n

1 2 — (2n + 2)
Cnr)2n+2) T 2n@n+2)

1 -1
CnrDent2)  nnt2)
 n—(2n+1)
Cn(2n+1)(2n+2)

—(n+1)
C2n(2n+1)(n+1)

—1

2n(2n + 1)

= Up+t1 — Up +
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Comme < 0on aaussi vy — vy <0 <= vpp1 < vy .

—1
2n(2n+1)
La suite (v) est décroissante.

Le terme général v, — u,, = ﬁ de la suite (v, — uy) a pour limite 0 en +o0.

La suite (v — u) converge vers 0.

d) On peut remarque que v, — u, = % <1073 <= 2n > 103 <= n > 500.
Le programme doit calculer et afficher usp; et vso1.
En voici un écrit en Python qui réalise cela. J’ai écrit une boucle « while » pour la version de gauche
(cette version nécessite une boucle imbriquée « pour » afin de calculer les termes de la suite u) et une
simple boucle « pour » pour celle de droite. Les résultats coincident (heureusement!) pour donner les
mémes résultats.

n,u,v=1,1/2,1
while w-u>0.001: n.u, v=501.0,0
n,u,v=n+l,0,0 for i in range(l,n+l):
for 1 in range(l,n+l): u=u+1/ (n+i)
u=u+l/ (n+i) w=u+1l/ (2%n)

v=u+1l/ (2*n)
print{("u(",n,")=",u)
print ("v(",n,")=",v)

print{("u(",n,")=",u)
print{"v(",n,")=",v)

u({ 501 )= 0.692648427566805 u({ 501 )= 0.692648427566805
v({ 501 )= 0.693646431558821 wv({ 501 )= 0.693646431558821

CORRECTION DE L’EXERCICE 6 (SUITE AUXILIAIRE ARITHMETIQUE (4 POINTS))
On considére la suite (u,) définie, pour tout n > 1, par u; = 0, up41 = 1

2—Up *
a) uy = 0
11 1
U2 =95-4 =20~ 2
1 1 1 _ 2
US = — = T 3 = =
ST O
U4 = — = 3 = T = =
LI
U5 = — = 3 = 5 = = .
2—Uuy 27Z 2 5
b)Siv, = Lcalorsv, g = —Lt— = —L— = 2un . Zoun _ Ilunl) o 11— g, —1
= Uyl TS e e (e D e T e R
—Un
La suite (v,) est une suite arithmeétique dd premier terme v; = —— = —1 et de raison r = —1.

up—1

c) Onendéduitvn:v1+(n—1)x(—1):—1+(n—1)X(—l):—netunzl—i—i:l—%.

A : Ca 1_ _ 11 _ 1_ 2 _ 13
Verlﬁcatlons.u1—l—T—0,uz—1—§—§,U3—1—§—§,U4—1—Z—Z,etc.

CORRECTION DE L’EXERCICE 7 (SUITE AUXILIAIRE GEOMETRIQUE (4 POINTS))

a) D’apres l'énoncé pny1 = pp — 5P + 120 = p(1 — £5%) 4 120 = 0, 8p,, + 120.

Pnt1 est bien de la forme ap, + b ot a = 0,8 et b = 120.

A est la solution de I'équation x = 0,8z + 120 <= 0,2z = 120 <= x = %%] = 600.

Si gn = pn — 600 alors ¢p 11 = pnt1 — 600 = 0, 8p, + 120 — 600 = 0, 8p,, — 480 = 0, 8(pn — 600) = 0, 8¢y,
La suite (gp) est une suite géométrique de premier terme gy = pp — 600 = 1000 — 600 = 400 et de
raison ¢ = 0, 8.

b) On en déduit ¢, = go x 0,8" =400 x 0,8" et p, = ¢, + 600 = 400 x 0,8"™ + 600 .
Veérifications : pg = 400 x 0, 8% 4 600 = 400 + 600 = 1000, p; = 400 x 0,8 + 600 = 400 + 600 = 920 qui
est bien égal a p; = 0, 8pg + 120 = 800 + 120, etc.

La limite de (py,) est égale a 600 car le terme 400 x 0, 8™ devient aussi proche de 600 que 'on veut.
Pour s’en convaincre, il suffit de déterminer la valeur de n pour laquelle p,, devient aussi proche de
600 que I'on veut : pour cela, utilisons un programme trés simple qui contient une boucle « while ».
Je détermine n pour laquelle p, devient inférieur & 650 : pour n = 10. J’ai mis une version avec la
définition par récurrence (a gauche) et une version avec la définition explicite (& droite).
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u=1000 u=1000

n=0 n=>0

M=&650 M=650

while wu»M: while w>M:
n=n+1 n=n+1

u=400*0 . 8**n+600
print{("u(",n,")=",u)

u=0.8*u+120
print("u(",n,")=",u)

u{ 10 )= 642.9496729600002 uf{ 10 )= 642,94967296

CORRECTION DE L’EXERCICE 8 (NOMBRE D’APERY (2 POINTS))
a) Montrons par récurrence que Vn > 1,u, < 2 — % :

+ pourn=1,onau < 2—% = 1. En effet, u; = 1% =1 < 1. La relation est vraie au rang n = 1.
+ supposons que la relation soit vraie au rang n, que l'on ait u, < 2 — % Au rang n 4+ 1, on

1 1

1 1 1 :
aun+1:un+m. Commeun§2—5,onaun+m<2—5—|—W SOltun+1<

2 - % + m Est-ce que 'on a toujours 2 — % + L <2

i _1 9
(n+1)3 n+l1 -~

Oui, c’est ce que nous devons montrer.
2 — ! + o <2- 1 — ! < ! !
n  (n+1)3 n+1 n+1)3 n n+l
1 1
— (n+1)3 = n(n+1)
— (n+1P>nn+1)

— (n+1)*>n
—n’4+n+1>0

Comme ce polynéme a un discriminant négatif (A = 1—4), il reste toujours du méme signe, ici positif.
La relation est donc toujours vraie ce qui achéve la démonstration.

D’aprés ce qui préceéde, tous les termes de la suite (u,) sont inférieurs a 2. La suite est bornée
(tous les termes sont positifs). Or elle est évidemment croissante (on ajoute un terme positif a chaque
étape). Forcément elle admet une limite comprise entre 0 et 2 que 1'on va noter ((3) comme indiqué
dans I’énoncé.

b) Déterminons ((3) avec une précision de 1079 (tant que u,41 — up, < 1079)
Pour atteindre cette précision, on doit avoir up4+1 — u, = ﬁ <1079 «— (n+ 1)3 > 107 —
n+1> 103
il suffit donc de calculer u19pp. On trouve ((3) =~ 1,2020564036593433.

2, n=0,0

while n<l1000:
n=n+1 s{ 1000 )= 1.2020564036593433
s=s+1/n**3

print("s(",n,")=",s)

CORRECTION DE L’EXERCICE 9 (LIMITES (5 POINTS))
a) Etudions le comportement & Uinfini des suites (ay,), (b,) et (cn) :

. 2_ . 2 . .

lim 2”_H5 = lim 2 = lim 2T" = +0o0, donc  lim a, = +oc.
n—+oo n—+oo n——+o0 n——+o0

. . 2_ . 2 . .

lim % = lim -22 ? = lim 2% = lim 2 =0,donc lim b, =0.
n—+4oo M n—+oo N*(n+1) n—+4oo ™ n——+oo ™ n——4o0

. . 2_ 2n(n+1) . 2n?—5—2n(n+1) . —5—9n . _on

lim a, —2n = lim <2” 5 = lim —————"~ = lim = lim =% =-2
n——4o0 n n—4oo \ Nl n+1 n——+o00 n+1 n——4oco N1 n—+oo T ’
donc lim ¢, = —2.

n—-+o0o
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b) Déterminons la limite de la suite (u,) :
. 3n+4n _ . 3”(14’(%)”) o . 1+(§)n o . é n _
ngrf-loo 3n2n ngr—&r-loo 3"(14-(%)”) o ngr—lr-loo 1+(% w = lim (3) = too.

c¢) Déterminons la limite des suites (vy,) et (wy,) :

s (11 1y o 1 =) 1
A Gra o tw) = I T m s g =g
lim (1-3+1-1+. +(3)") = lim 1xﬁ: lim + =2
n——+0o00 18 2 n——+o0o 1+% n—-+oo % 3°
d) Déterminons la limite de la suite (ry,) :
: 1 1 1Y 1 1 ()" _ 1 _ 19
ngrfoow X (W + ooz + 100n) = ngrfoow X <100 X 1_1% — nEIEOOlQ X 100 X = g9
e) Etudions le comportement a I'infini des suites (p,) et (g,) :
Comme lim 1 =0ona lim cos% =cosO0=1dou lim ncos l = +o00.

n—-+oo n—+o0 n—-+00
Pour éviter d’appliquer un résultat non étudié (limite d'une comp081t10n de fonctions), on peut remar-

quer quen = 1 = 1 <1 :> Cos = L > cos1 ~ 0, 54, soit cos = > 0,5 et, par conséquent ncos% > 0, 5n.
Comme, de plus, Vn € N cos < 1 on obtient I’ encadrement 0,5n < ncos =< n.

D’apres le théoréme des gendarmes, comme lim 0,5n = lim n = +o0, on a lim ncos l = +00.
n—-+00 n—>+oo n—-+o0o

Comme —1 < cosn < 1 pour tout n € N*, on a — Tll < Tllcosn <4

D’aprés le théoréme des gendarmes, comme lim —1 = lim I =0,ona lim Lcosn=0.
n—+oo M n—+oo " n—+oo ™

CORRECTION DE L’EXERCICE 10 (CONVERGENCES (5 POINTS))

a) La suite de Erdos est croissante : u; = 0,2, ug = 0,23, ug = 0,235, uqy = 0,2357, us = 0,235711,
etc. car on passe de u, & u,+1 en ajoutant un nombre positif (le (n + 1)"¢ nombre premier divisé
par la puissance de 10 qui convient). Cette suite est majorée par 1 et aussi par 0,24 ou 0,235712
puisque, selon son procédé de fabrication, aucune terme n’allant augmenter les chiffres déja écrits, on
peut majorer la suite entiére en prenant n’importe quel terme auquel on ajoute 1 a son dernier chiffre.
La suite converge car elle est croissante et majorée. Sa limite n’est pas connue mais on peut en calculer
autant de décimales que I’on souhaite.

b) Les termes de la suite v étant tous strictement positifs & partir de n = 1, étudions
Ung1 3n+1n2 _ 3n2
vy 3t(n+ 12 (n41)2

La suite est croissante si et seulement si 0 H)Q >1<=3n2>n+1)2 <= 2n>-2n—-1>0.

Le discriminant de ce trindéme étant positif, celui-ci s’annule pour deux valeurs dont la plus grande est

2412 _ 1+f
1

La relatlon v, = 2" est vraie pour n = 13 car vi3 = @ A~ 9433 et 2" = 213 = 8192 < 9433.

Supposons que vn 2" et montrons qu’alors v, > 2" -

3t n B 3x2" 3x2"xn? .
Untl = gz OF nz =2 (n+1)2n2 > (n+1)2 > Unt1 2 CESVERE

~ 1,366. La suite v est donc strlctement croissante & partir de n = 2.

la relation que I’on doit montrer s’écrit donc % > 2" = 3n?2 > 2(n+1)2 <= n?>—4n—-2 > 0.
Le trinome de cette inéquation a un discriminant positif, il s’annule pour deux valeurs dont la plus
grande est 4+‘ﬁ = 2+ 6 ~ 4,449. A partir de n = 5, le trinéme est positif et I’inéquation vérifiée.
Cela achéve donc cette démonstration : & partir de n > 13 on a v,, > 2".

Les termes de la suite v dépassent ceux de la suite géométrique de raison 2 qui est connue pour diverger

vers +o00. Par conséquent celle-ci aussi diverge vers +oo.

¢) L’équation 22 — 2 — 1 = 0 a pour solutions % La solution positive est ¢ = H\[ ~ 1,618.

Comme ¢ vérifie I'égalité, on a p? — ¢ — 1 =0 <= ¢ + 1 = ¢?. En prenant la racine carree de cette
égalité, on obtient /o + 1 = .

Montrons par récurrence que 0 < w, < ¢ :

Pour n = 0, comme wg = 0, on a bien 0 < wg < .

Supposons que 0 < w, < ¢ et montrons que 0 < wy11 < ¢ <= 0 < Vw, +1 < . Comme les
nombres de cet encadrement sont tous positifs, élevons-le au carré (cala ne change pas le sens des
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inégalités) : 0 < w, + 1 < @2. O0<Lwy,+1estviaiecar 0 < wp, <— 1< w,+1letw,+1< <p2 est
vraie aussi car elle équivaut & w, < ¢? — 1 et comme ¢? — 1 = ¢, elle équivaut finalement & w, < ¢
ce qui est précisément contenu dans I’hypothése. La suite (w,) est donc bornée. Montrons qu’elle est
croissante, c’est-a-dire que w, < Wp4+1 <= W, < VW, + 1 <= w% —w, —1<0.

Pour n = 0, comme w = 0, on a bien w? —w, —1 = -1 < 0.

Supposons que w% —w, —1 < 0 et montrons que w%H —wp+1—1 < 0. Remplagons wy, 1 par vw, + 1:
wp+1—+vVw, +1—-1<0 < w, < Vw, + 1. En élevant cette inégalité au carré on retombe sur
Ihypotheése réputée vraie. La suite (w,) est donc croissante et majorée par ¢, par conséquent elle
convergente. Sa limite est ¢ car elle doit vérifier 'équation 22 — 2 — 1 = 0 et étre positive (la suite
étant minorée par 0). Pourquoi doit-elle vérifier 22 —x —1 =07 car les limites de Wp+1 et w, sont

égales, ce qui s’écrit lim wp4; = lim w, < lim w,+1= lim w, et cette égalité élevée
n—-400 n—+400 n—+400 n—-400

au carré s’écrit, en remplacant lirf wy par l:l+1 =12 <= 1>—-1—-1=0, équation qui a pour
n——+00

solution positive [ = .

CORRECTION DE L’EXERCICE 11 (SERIE DE LEIBNIZ (5 POINTS))

_1)0
a) uozéxéilzlet50:4u0:4

_1)t _
u1:72(><11—)4-1:Tlet51:4><(UO+U1):4X(1—%):§ 2,67

_1)2
“2:2(x214)r1:%etS2:4><(U0+U1+U2)=4><(1*%+%):1—§%3,47

%

b et ¢) Programmons le calcul de S,, pour la calculatrice. J’ai écrit comme d’habitude une solution
en Python. Ce que doit faire le programme : déterminer le nouveau terme u & ajouter a la somme S';
ce n’est qu’a la fin (en sortie de boucle) que 'on multiplie par 4.

def leibniz (n): leibniz (0) 0 4.0
. leibniz (1) 1 2.666666666666667
for i in range (n+l): leibniz (2) 2 3.466666666666667
u=(-1)**i/ (2%i+1) Lleibniz(10) 10 3.232315809405594
—etu leibniz (100) 100 3.1514934010709914
print (n,4%s) leibniz (1000) 1000 3.1425916543395442
leibniz (10000} 10000 3.1416926435905346

On peut conjecturer que la limite A de cette suite est le nombre 7. On constate que la convergence
n’est pas trés rapide : aprés 1000 termes, on n’a que 2 chiffres corrects aprés la virgule.

d) Les suites (p,) et (¢,) d’Archiméde définies par p; = 3, ¢1 = 2V/3, i1 = ifi%’; et ppy1 =
/Dnln+1 convergent plus rapidement vers w. Le programme ci-dessous permet d’en calculer quelques

termes. Pour vérifier qu’il fonctionne déterminons les termes suivants :

g = %ﬁ =24 — 12/3 & 3,21539 et p2 = /P1gz = /3 (24 — 12V/3) = /72 — 36V/3 ~ 3,105828.

from math import sgrt

def archimede (n) : archimede (1) 13
p,aq=3,2*%sqrt (3) archimede (2) 2 3.1058285412302493
fer i in range(1,n): archimede (10) 10 3.1415921059992713
archimede (100) 100 3.141592653589792

g=(2*p*q) / (p+a)
p=sqrt (p*q)
print{n,p)

archimede (1000) 1000 3.141592653589792
archimede (10000) 10000 3.141592653585752

Remarquez qu’il faut ici déterminer g,11 en premier puisque sa valeur est utilisée pour le calcul de
Pn+1 (certains ont mal lu et ont confondu \/Ppgni1 et v/Pngn + 1), il faut bien reconnaitre que ces deux
expressions se ressemblent...

Les vitesses de convergence du procédé d’Archimeéde et de celui de Leibniz sont sans commune mesure :
avec seulement 10 termes, le procédé d’Archiméde donne déja 6 décimales exactes!
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CORRECTION DE L'EXERCICE 12 (SUITE DE POINTS (5 POINTS))
a) Coordonnées du point Ay : xg = 2, yo = 0.

Coordonnées du point A; : 21 =z — V3yo = % =3zg+ 1y = f

Coordonnées du point As : 29 = z1 —/3y; = % ‘[)2 g =1,y =V3x1+y = \/3 + L = /3.
La distance OAg:\/xAO+yAO:\/22 +02 = \[—f

La distance OA; = \/ar:?41 +v4, = 5+ = \/; 1

La distance OAy = m = (-1 +(V3)?2=V1+3=2
La distance AgA; = \/(on —x4,)2 4 (Ya, —ya,)’ = \/(% — %)2 +(0-— 73)2 =,/3= ?
La distance A1 Ay = \/(% + 1)2 + (\/3— @)2 = m: % =3
b) Siu, = OA, = /22 + 42 alors uy 1 = OAyiq = Vaig YR = \/(acn —V3yn)?2 + (V3z, +yn)?2 =

Az 4+ 4y2 = 24/22 + y2 = 20A,,. La suite u est une suite géométrique de raison 2.

¢) Calculons v, = A, Apt1 = \/(wAn — xAn+1)2 + (yAn - yAn+1)2 = \/(an - $n+1)2 + (Yn — yn+1)2 =

\/(xn — Ty + \/§yn)2 + (yn — V32, — yn)2 = /3y2 + 322 = V/3y/22 + y2 = V3u,.

d) Faisons une figure avec les premiers points de cette suite de points. J’ai opté pour un programme
avec Algobox car cet exercice est extrait de votre manuel Belin (activité 2 page 128) et il y était
mentionné ce programme Algobox.

1 VARIABLES

2 N EST_ DU TYPE NOMBRE
= I EST DU TYPE NOMBRE
4 X EST DU TYPE LISTE
5 Y EST DU TYPE LISTE
&

7

8

g

Az
: DEBUT ALGORITHME
A3 }AI X[0] PREND LA VALEUR 0.5
- 40 ¥[0] PREND LA VALEUR O
LIRE N
10 POUR I ALLANT DE 0 A N
1 DEBUT_PCUR
12 TRACER POINT (X[I],¥[I])
13 X[I+1] PREND LA VALEUR X[I]-sqrt(3)*¥[I]
14 ¥[I+1] PREND LA VALEUR sqrt(3)*X[I]+¥[I]
Ag 15 FIN_POUR

16 FIN ALGORITHME

Hmin: -10 ; Xmax: 10 ; Ymin: -10 ;: Ymax: 10 ; Grad¥: 1 ; GradY: 1

Le triangle A,,OA, 1 est rectangle en A, si et seulement si les distances vérifient la relation de Pytha-
gore OAZ | = OA2+ A, 1 A2. Comme on vient de le montrer OA, 1 = 20A,, et donc OAZ | = 40A2.
D’autre part, on sait aussi que A, A4, 1 = vV/30A, et donc AnA%H = 30A42. On peut en déduire que,
pour tout n, on a A,0% + AnHAfLOA,% + 3014721 = 40A2 = OA?L+1' Les triangles A,OA, 1 sont
toujours rectangles. -

La mesure de 'angle A,,0A, ;1 est connue par un rapport trigonométrique : comme A, A, 1 = V/30A,,
on en déduit que %Afl =3, or Agﬁ"ﬂ“ = tan AnﬁA\nH.

L’angle mesure AnﬁA\nH = tan~! (\/3) =1




