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EXERCICE 1 (SUITE RECURRENTE SIMPLE (5 POINTS))

On consideére la suite (uy,)pen définie par ug = 0 et, pour tout entier n > 0 par up41 = T

a) A P’aide de la calculatrice, tracer la courbe € d’équation y = ﬁ pour z € [0;2] ainsi que la
droite ¥ d’équation y = x. Placer ug sur 'axe des abscisses, puis construire uj, us et us en
utilisant la courbe € et la droite Z (laisser les traits de construction).

b) Démontrer que pour tout n > 1, 0 < u, < 2.

_9)2 ,
¢) Démontrer que pour tout n > 1, upt1 — up = %. La suite (uy,,) est-elle monotone ?

d) La suite (vn)nen est définie par v, = ——.
1

Montrer que (vy,) est une suite arithmétique de raison =-.

e) En déduire vy, puis u, en fonction de n.

EXERCICE 2 (SUITE RECURRENTE DOUBLE (5 POINTS))

On considere la suite (u,) définie pour tout entier n par u, o = Lditin

3 ,uozletu1:2.

a) Calculer ug et us; la suite (u,) semble t-elle monotone ?

b) La suite (vy,)nen est définie par v, = Up 1 — Un.
Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on donnera la raison et le 1°F terme.

¢) En déduire s, = vg +v1 + -+ + v,—1 puis u, en fonction de n.

d) Déterminer la limite de w,.

EXERCICE 3 (SUITE DE DISQUES (5 POINTS))
Rappel : 'aire d'un disque de rayon r est donnée par la formule A = 7r=.

On considére, pour tout entier n, une suite de disques
tangents (D,,) illustrée sur la figure ci-contre.

Le rayon du grand disque I' est R, celui de D; est %,
celui de Dy est % et ainsi de suite, le rayon de D, 41
est la moitié de celui de D,,.

Pour tout entier n > 1, d,, désigne le diamétre du
disque D,, et la somme dy +do + - - - + d,, est notée L,,.

a) Exprimer L, en fonction de n et R.
b) Montrer que la réunion de tous les disques D,, reste a l'intérieur du grand disque I'.

¢) On désigne par A, l'aire de la partie du plan obtenue par la réunion des disques D1, Da, ..., D,
(I’aire de la partie grisée sur illustration est Ay).
Montrer que la suite A, converge et déterminer sa limite.

EXERCICE 4 (SOMME HARMONIQUE (5 POINTS))

On considére la suite (S,,) de terme général S, =1+ % + % 4+ 4+ %

a) Démontrer que pour tout n > 1, So, > % + Sh.

b) Démontrer par récurrence sur k que, pour tout k, il existe n tel que S,, > k.
En déduire que la suite (S,,) est divergente et donner sa limite éventuelle.

c¢) Ecrire une fonction Python prenant k en argument et renvoyant la valeur de n telle que
Sn = k.
Mettre dans un tableau les valeurs de n ainsi obtenue pour k € {1,2,3,4,5}.

EXERCICE 5 (BONUS (2 POINTS))

Donner une définition explicite de w, et étudier lim w, pour une suite (u,) de terme général
n——+o0

Upy1 = V2u, — 1 et de premier terme ug = V2.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 1 (SUITE RECURRENTE SIMPLE (5 POINTS))
a) Je trace la courbe ¢’ d’équation y = ;= pour z € [0;2] ainsi que la droite 2 d’équation y = x.
Je place ug sur 'axe des abscisses et construls u1, ug et ug en utilisant la courbe € et la droite 2 (la

construction en escalier caractéristique de ce type de représentation est tracée en vert)
2
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On constate que la suite (uy,) est croissante et on peut conjecturer que sa limite est 2. Les valeurs de
u1, uo et ug semblent étre 1, % et 1,5.
b) Démontrons par récurrence que pour toutn>1,0<u, <2:
+ pour n=1,u; = g 4u0 440 =1et 0 <1< 2 Lapropriété est vraie au rang 1.
+ SUPPOSONS que Pour un rang n = 1 on ait 0 < u, < 2.
On a alors —2 < —un<0<:>4—2<4—un<4+0<:>2<4—un<4et eninversant cet
encadrement de nombres positifs i , A
fortiori, 0 < tp4q < 2.
+ la propriété étant vraie au rang 1, se propage par hérédité, successivement, & tous les rangs
n > 1. )
¢) Caleulons w1 — up = o — uy = Atnloun) v duntd _ (w27
Comme, pour tout n > 1, 0 < u, < 2, 0n a vu que 2 < 4 —u, < 4.
Le dénominateur de la fraction % est donc toujours positif, comme son numérateur (un carré).
On en déduit que up+1 — uy, > 0 et donc la suite (uy,) est strictement croissante (donc monotone).

d) Comme v, = .—— 1_2, calculons :
n
1

v _ 1 _ _ 1 4—uy 4wy . 4d—un
P T =2 T A T 0w T i) | A 2un | 2(un—2)
—un

d—up  _ 242—up, _ 2 2—up 1 —(un—2) _ -1
OF 50n=5) = 2un=3) = 3@a=2) T Nun-2) = wn=2 T 2un=2) = Vn + 3
La suite (v,) est donc une suite arithmétique de raison = et de premier terme vy = u01_2 =3k

1_ -1 _ n_ —(1+n)
)Parconsequentvn—vo—i—nx2_7—5_ 5 e
_ 1 B 2(14n)—2 _ 2n

Comme v, = 2,onaun—2+ etdoncun—2+— 2 1+7n_1+7n_1+n

Vérifions : ug===0,u1 =2 =1, ug = 3 et uz = 2 = 1,5 ce qui est conforme aux valeurs obtenues.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 2 (SUITE RECURRENTE DOUBLE (6 POINTS))
Up1+Un 3

a) uozl,u1:726tun+2:%,don(mm:%:@:lj

ug = Y2 = £ =1, 75.

La suite (u,) n’est pas monotone dans son ensemble, car ug < uy, u; > ug et uz < us.

Montrer que (u,) n’est pas monotone & partir d’un certain rang n’est pas attendu ici mais on peut remarquer
Un41+Un
2

arithmétique. Par conséquent, si u,1 > u, alors u,o < u,41 et si, au contraire, u, 11 < Uy, alors U, 42 > Upi1.

que, d’apres la définition (u, 12 = ), Un+2 est toujours entre u, 1 et w, puisqu’il s’agit de leur moyenne

ce qui montre bien ’hérédité de cette propriété.

Unt1+U Upt1+Up —2Upt1 Up —Un 1 —
b) Vnt1 = Upto — Upp1 = 5" = Upq = g = St =

Par conséquent (vy,) est une suite géométrique de raison %1 et de 1" terme vg =u; —ug=2—1=1.

¢) La somme s, = vg+v1 + -+ -+ v,_1 est celle des n premiers termes de la suite (vy,), soit, d’aprés
la formule :

1_;1)71 an_(_1)n
Spn=vp+v1+- -+ uvp_1 =1y X 5 i )

17(%1) —  3x2n-1

2

3

Si n est pair s, = % 3x21n T et si n est impair s, = % +
On peut, par ailleurs remarquer que :

Sp =00+ V1 + -+ vp_1 = (u1 —ug) + (ug —u1) + -+ (Up — Up—1) = Uy — up = uy — 1.

d) De ces deux fagons d’envisager s,, on en tire I'égalité u, = 1 + sy,

[N _ 2 (=™
Douun—1+f—3x2n I.

_ 1 ..
T 2n < 3(><2”) T < 3><21”*1 et comme chacune de ces bornes a pour limite 0.
= O’

_ =1 i
En effet nll)filoo 3xon—1 — 0 et nll)rfoo 3xon—1

Comme

d’aprés le théoréme des gendarmes, on a lim = 0.

n—-+oo 3X2" !
Par conséquent lim wu, =142 +0= 2.
n—-+0o00

CORRECTION DE L’EXERCICE 3 (SUITE DE DISQUES (5 POINTS))
a) Par définition L, =dy +da+ - +dp =28+ 28+ + 2B 2R (L + L+ + 5).
On reconnait 1a 2R fois la somme des n premlers termes d une suite géométrique de 1°* terme et de

raison %

La formule du cours nous donne la solution : L,, = % 11721” = 22R 2" =2R ( L) =2R (1- 2%)
2
b) La réunion de tous les disques D,, a une longueur totale égale L, = 2R (1 — 2%)
Or lim 2% = 0 (terme d’une suite géométrique d’une raison 0 < g < 1);
n——+00
on en déduit que lim 2R (1— ) = 2R(1 —0) = 2R. On en déduit que L, < 2R ('égalité est

n—-+oo
repoussée a l'infini, ¢’est-a-dire jamais), la réunion des disques reste donc contenue & Uintérieur du

grand disque T'.

n sait que l'aire d’un disque de rayon r est donnée par la formule A = 7wr?; avec le diamétre
O t quel’ d’un disque de ray td par la f le A 2, led t
2
d =L, cette formule devient A = ”f
R
(2") _ 4wR?* _ 7R?
4 T 4Ax22n T 4n
2 2
OnendedultAn:@ %—1— +’TR _WRZ(%+4L2+...+4L”)_

n reconnait 1a 7 ois la somme des n premiers termes d’'une suite géomeétrique de erme + e
O it 13 R2f 1 d p t d’ te géometrique de 1° t et
de raison %.

. e Y e 71'R2
La formule du cours nous donne la solution : 4,, = %~ T =g = 3o ( i ) = (1 — —)
1 =

li =0 (terme d’ it trique d’ 1 li “E 1-4)=

Comme Hm 4n = 0 (terme d’une suite géométrique d'une raison 0 < ¢ < 1), on a lim %3 ( 4n)

TR?
3

TR2

5, soit 3 de Iaire du disque I'.

. La suite A,, converge vers
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CORRECTION DE L’EXERCICE 4 (SOMME HARMONIQUE (5 POINTS))
5 A0 . 1 1 1
a) D’aprés la définition de la suite (S,), Son — Sy = Attt
Or, pour tout 1 <k<n<=n+1<n+k<n+n,et en inversant cet encadrement %—i—k > ﬁ
Comme on a, dans la somme n%rl + %—i—Q 4+ 4 Wlm n nombres supérieurs a ﬁ (un seul, le dernier,
1 1

est égal) on en déduit que cette somme est inférieure a n x —— = 3.
n+n 2

Finalement Ss,, — S,, > % pour tout n > 0.

b) Montrons que la suite (S,,) dépasse n’importe quel nombre k fixé d’avance.
On suppose k entier, pour faire une démonstration par récurrence :

+ pour k =1 on doit montrer qu’a partir d’un certain rang n, S, > 1. Or S = % =1, il suffit de
prendre n = 1 pour que S, > 1.

+ supposons que pour un entier k£ donné, on ait .S, > k.

D’aprés la question précédente, on sait que Ss, — Sp, > %, on en déduit que Sy, — So, > % et
donc, par addition de ces deux inégalités Say, — Sy, 4+ Sap — Son > %—i—% ce qui s’écrit Sy, — S, > 1
s0it Sy > 5, + 1 et comme S,, > k, on en déduit que Sy, > k+ 1. On a donc trouvé un entier
(N =4n) tel que Sy > k + 1.

+ conclusion : on peut toujours trouver un rang n tel que S, > k, quelque soit U'entier k. On
pourra donc également dépasser n’importe quel nombre réel inférieur ou égal & n’importe quel
entier k. La suite (S),) diverge et a pour limite +o0.

¢) La fonction Python harmonique prend k en argument et renvoie la valeur de n telle que S, > k.
Le tableau encadré fabriqué par les deux derniéres lignes du programme donne les valeurs de n obtenue
pour k € {1,2,3,4,5}.

def harmonigue (k) :

s5,0=0,0

while s<k: k=1 n= 1
n+=1 k= 2 n= 4
s+=1/n k= 3 n= 11

return n k= 4 n= 31

k= 5 n= B3
for i in range(l,&):
print("k=",1,"n=",harmonigue (i)} )

CORRECTION DE L'EXERCICE 5 (BONUS (2 POINTS))
Sitny1 = V2u, —1, on sait que la suite arithmético-arithmétique (u) a une limite potentielle [ vérifiant

_ _ _ 1 _ V2+1 —
l—\/il—1<:>l(\/§—1)_1<:>l_ﬂil_(ﬂil)(ﬂ+l)_\/§+1.

f (242 2.42)

Deéfinissons la suite (v) de terme général
vn:un—l:un—(\/i—&—l).
UnJrl:Un+1—(\/§+1):\/§fuln_1_\/§—1:

Unt1 == V2(un — F5 1) = V2(un = V2 - 1) = V20,
Ainsi (v) est une suite géométrique de raison /2 et
vo=u—(V2+1)=v2-(V2+1)=—1.

On a donc v, = v(v2)" = —v2" et

Up = v+ (V24 1) =v2+1 2"
Comme\/i>1onanli>rfoox/§+l—\/§n:—oo

(la suite est décroissante et non minorée).

uy up fto 1= 241




