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EXERCICE 1 (PRODUIT SCALAIRE(4 POINTS))

Les questions qui suivent sont indépendantes.

a) Soient ABC'D un rectangle tel que AB = 2BC, I le milieu

: : Ag—t—eD
de [BC] et J celui de [CD_})(VOlr fig.1).
Determlner langle (BJ,IA) en évaluant le produit scalaire T co A2
Bj T A de deux facons différentes. &

b) Soient ABC un triangle rectangle en A, A’ le milieu de [BC],
H le projeté orthogonal de A sur [BC]. H se projette ortho- B¥—e—c J
B

gonalement en I sur [AB] et en J sur [AC] (voir fig.2). ﬁgj.z kA
Montrer que les droites (AA’) et (I.J) sont perpendiculaires. |

EXERCICE 2 (ORTHOCENTRE SUR HYPERBOLE(5 POINTS))
La figure ci-contre représente I’hyperbole 57 d’équation y = l sur laquelle on a placé trois points
A, B et C. On a ensuite tracé les hauteurs — hy, hp et he (en pomtllles rouges) du triangle ABC'.

On constate alors que ces droites sont concourantes en un :

point D qui semble é&tre sur 7.

a) a, b, ¢ étant trois réels non nuls les coordonnées de
A, B et C sont A(a, 1), B(b, 7) et C(c, ). Déterminer
I’équation des hauteurs hy et hp.

b) En déduire les coordonnées de l'orthocentre D du tri-
angle ABC.

¢) Montrer qu’on a bien D € J# pour tout triangle ABC
dont les sommets appartiennent & S et conclure .

EXERCICE 3 (ALGORITHMIQUE (5 POINTS))
a) Montrer que I'équation d'un cercle de centre Q(zg,y0) et de rayon R se développe sous la
forme a2 + 4% + 2ax 4 2by + ¢ = 0 o1 a, b et ¢ sont des nombres & exprimer en fonction de
xg, Yo et R.

b) Réciproquement, expliquer pourquoi une équation du type a2 + 32 + 2ax + 2by + ¢ = 0 n’est
pas forcément ’équation d’un cercle.

c) Mettre au point un programme qui prend a, b et ¢ en entrée et détermine si une équation
du type 22 + y? + 2ax + 2by + ¢ = 0 est I'équation d'un cercle. Si c’est le cas, le programme
affiche les valeurs de xg, yo et R. Sinon, il affiche le texte « non cercle ».

d) Tester votre programme avec les valeurs (a,b,c) = (—1,—3,5) et (a,b,c) = (—3,—3,3).
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EXERCICE 4 (ENSEMBLES DE POINTS (5 POINTS))
1) ABCD étant un quadrilatére, on désigne par I' ’ensemble des points M du plan tels que :

(MA+MC). (MB+MD) =0

a) Simplifier la relation que doit vérifier un point M de T' en introduisant les milieux I du
segment [AC] et J du segment [BD]. En déduire la nature de I'.

b) L’ensemble I' peut-il étre réduit & un seul point ?
Si oui, préciser alors la nature du quadrilatére ABCD.

2) ABC étant un triangle, on désig_ne> par I'1 et T's les emselrnbles_e> [iir;ts M du plan tels que :
Mel'y<= AM.BM =0et M €'y < AM.CM =0

a) Quelle est la nature des ensembles I'y et T'g ?

b) Montrer que l'intersection de I'y et I's ne contient que deux points :

A et un autre point, nommé ici A’, que I’on demande de situer.

BONUS (1 point) : Soit k un réel. M € Ty <= AM.BM =k et M € T'y <= AM.CM = k.

Montrer que I'y NT'y = {E, F'} ou E et F sont des points de la hauteur issue de A.
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CORRECTION DE L'EXERCICE 1 RODUIT SCALAIRE(4 POINTS))
a) Evaluons le produit scalaire B4J> T A de deux fagons différentes :

+ BJ-TA=(BC+CJ)-(IB+ BA) = BC-TB + BC - BA+CJ - TB+CJ - BA.
Mais (BC (BA ) et doncB? BA—Oet de méme, (CJ) L (IB) et done CJ - TB = 0.

Il reste B B? 1?—1—67 BA.

Comme I est Ie mlheu de [BC], on a BC - TB = —BC x BC = 73202 et comme J est le milieu
de [CD], ona CJ - BA = BAx B = B2 RBO? _9pce.
Flnalement on obtient lﬁ IA = _302 +2BC? = 33202.

. BJ-TA= BJxIAxcosB7§07

D’ apres le théoréme de Pythagore, on a BJ? = BC? —|— CJ? = BC? + BC? = 2BC? (car

CJ = BA = BC) et A2 = AB? + BI? = (2BC)? + (8C)? = 11B¢%.
On a donc BJ x IA =+2BC x ‘ﬁBC ‘ﬁBC et donc 37 IA ‘ﬁBC cos( B? (ﬁ
A :: D
Par 1dent1ﬁcat10n des deux formes du produit scalaire, on obtient
On en tire le cosinus de 1 angle pJ
cos(BC, C.J) = 8BC% + YBIBCE _ 5x2 4 0, 5144957, " |
L’angle cherché est donc B? 67 = Cos_l(\/g—) ~ 1,03037rad B¥——ic
b) Montrons que le produit scalaire AA’ . ﬁ est nul : fig2

AA - TJ = ABEAC (Th 4 AJ) =} (AB-TA+ AB - AJ + AC - TA+ AC - 4J).
Mais (AB) L (AJ) et doncﬁ%l—}:o et, de méme, (AC) L (IA) et done AC - TA =0

Ilresteﬁ-ﬁz%(ﬁ-ﬁ‘l—i—@-ﬁ).

Comme [ est le projeté orthogonal de H sur (AB), le produit scalaire E . ﬁél est égal a 1@ : ﬂ
De méme, J étant le prOJete orthogonal de H sur (AC'), on a @ . /TJ} = ﬁ . ﬁ

OnendedultqueAA’ﬁ (E HA—l—/ﬁ zﬁ) ( AB. zﬁ—kzﬁ ﬁ>—1<1@ ﬁ)

ﬁ IB? ﬁ Or, ce dernier produit scalaire est nul d’aprés ’énoncé (car H étant le projeté
orthogonal de A sur (BC),ona (BC) L (AH) et donc BC - AH = 0).
Finalement AA’ IJ = 0. Les droites (AA’) et (I.J) sont perpendiculaires.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 (ORTHOCENTRE SUR HYPERBOLE(H POINTS))
a ) Soient A(a, L), B(b, §) et C(c, L), trois points de 'hyperbole.

+ ha, la hauteur issue de A admet pour vecteur normal B? (c—bL— l)

’c

M (x,y) est sur ha ssi AM(:/U —a,y — 1) est orthogonal a B? soit AM.BC =0
Or, A5 =0 = (2 —a)fe—b) + (2= 1) (y— 1) =0

c
= a(c-b)+yt=alc-b)+itt ==L ta- L

abc
+ hp, la hauteur issue de B admet une equatlon du méme type que l'on obtient simplement en

intervertissant A, Bet C : x = y +b— -

abc
+ ce n’était pas demandé mais hc, la hauteur issue de C admet ’équation z = 2 —|— c— %

b) L’orthocentre D du triangle ABC' est le point d’intersection de deux hauteurs quelconques par
exemple hq N hpg. Ses coordonnées vérifient donc les égalités xp = yD +a— % et xp = yD +b— a}m
On en déduit que ¥2 +a — % =4 4 b abc < yp (Rfﬁ) —bfa
Finalement, yp = —abc et, en rempla,(;ant dans une des équations xp = “bc +a— ﬁ = —ﬁ.

L’orthocentre D du triangle ABC a pour coordonnées (—ﬁ, —abe).
Comme zp = y% on en déduit que yp = %, le point D appartient bien & ’hyperbole J7.

La propriété conjecturée dans I’énoncé est ainsi vérifie dans le cas général : si trois points appar-
tiennent a s, 'orthocentre du triangle qu’ils forment appartient également & 7. On peut ajouter
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que si les trois points sont sur la méme branche de 'hyperbole, les réels a, b et ¢ ont le méme signe,
alors 'orthocentre est sur 'autre branche sont abscisse a un signe opposé aux trois autres. Dans le
cas contraire (1 point sur une branche et les deux autres sur la 2¢), 'orthocentre est du coté des deux
points. Ci-dessous d’autres illustrations de ces situations.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3 (ALGORITHMIQUE (5 POINTS))

a) L’équation d’un cercle de centre Q(xg,10) et de rayon R est (z — 20)? + (y — y0)? = R2.

Cela se transforme par développement en x? — 2zxg + x% + 92 — 2yyo + y% —R?>=0.

Cela se réduit pour arriver sur la forme de Pénoncé : 22 + y? + 2(—z0)z + 2(—yo)y + 3 + v — R?> = 0.
On reconnait la forme 22 4+ 4% + 2ax +2by + ¢ = 0 avec a = —x9, b= —yp et ¢ = 3:(2) + y(Q] - R?.

b) Une équation du type x2 + y? + 2ax + 2by + ¢ = 0 n’est pas forcément I'équation d'un cercle car
elle se réduit en (z +a)? + (y +b)? = a® + b? — c et le 2° membre de cette égalité n’est pas forcément
positif, comme il se doit pour un cercle.

+ Sia?+b?>—c < 0il ne peut y avoir de points de coordonnées (x,y) vérifiant I’équation. L’ensemble
des solutions est vide.

+ Sia?+b*—c=0iln’y a quun point, de coordonnées (—a, —b) qui vérifie 'équation : ce n’est
pas un cercle.

¢) Le programme suivant prend a, b et ¢ en entrée et détermine si une équation du type z? + 32 +
2ax 4 2by + ¢ = 0 est 'équation d'un cercle. Si c’est le cas, il affiche les valeurs de zg = —a, yog = —b
et R = \/:1:3 + y% — ¢. Sinon, il affiche le texte « non cercle ».

from math import sgqrt

def cercle(a,b,c):
if a®**2+bh**2-a>0:
x0=-a exécution
y0=-hb
R=szsgrt (a**2+h**2-c)
return x0,y0,R
else : return "non cercle"

>
(1, 3, 2.23606797749979)
non cercle

print {cercle(-1,-3,5))
print (cercle (-1/2,-3/2,3))

d) Ce programme reconnait un cercle avec les valeurs (a,b,¢) = (—1,—3,5), son centre a pour
coordonnées (1,3) et son rayon R ~ 2.23606797749979 a pour valeur exacte v/5.

Avec les valeurs (a,b,c) = (—%, —%, 3), il n’y a pas de cercle.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4 (ENSEMBLES DE POINTS (5 POINTS))
1) ABCD étant un quadrilatére, on désigne par I' I’ensemble des points M du plan tels que :

<MA+ MC) . (MB + MD) ~0

a) I et J étant les milieux des segments [AC] et [BD], on a :

<m+ W) = 2]\7? et, de méme, (]\Té + m) = QJ\W.

D’ou, I'égalité vérifiee par M devient (21\7}) . (2]\‘47) =0+ mm = 0.
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On en déduit que l'ensemble I' est le cercle de diameétre [I.J].
On peut justifier cela de plusieurs maniéres :

+ langle <m , m ) doit étre droit puisque les vecteurs m et m sont orthogonaux. Et on sait

que le cercle de diamétre [.J] contient tous les points M tels que (m , m ) =7

+ Cest aussi une conséquence du théoréme de la médiane qui annonce que M[.M.J = MO? — %,

O étant le milieu de [IJ]. On a donc ici MO? = % = OI?, ce qui traduit bien I'appartenance
de M au cercle de centre O passant par I, soit le cercle de diameétre [1.J].
b) L’ensemble I' peut-il étre réduit & un seul point ?
Oui, lorsque I et J sont confondus. Dans ce cas, le cercle de diameétre [I.J] est réduit au point I = J
et 'ensemble I' ne contient que ce point. Le quadrilatére ABCD a alors ses deux diagonales qui se
coupent en un méme point : c¢’est un parallélogramme.

2) ABC étant un triangle, on désigne par I'y et I's les ensembles de points M du plan tels que :
. MeTy <= AMBM =0et MeTy <= AM.CM =0

a) M €Ty <= AM.BM = 0 <= MA.ME = 0.

On reconnait la définition du cercle de diameétre [AB] (voir justification dans la partie 1-a).

s
Pour la méme raison, M € I'y <= AM.CM = 0 est la définition du cercle de diamétre [AC].

b) L’intersection de I'y et I'g est U'intersection de deux cercles passant par A.
Deux cercles peuvent étre confondus, sécants en deux points, tangents en en seul point ou bien dis-
joints. Comme ils contiennent A, les cercles 'y et I's sont confondus, sécants ou tangents.

+ lls sont confondus si B et C' sont confondus, ce qui n’est pas le cas pour un vrai triangle.

+ Ils sont tangents si A, B et C' sont alignés, ce qui n’est pas le cas pour un vrai triangle.

+ Dans le cas général, ils sont sécants en deux points, A étant le premier de ces points. L’autre
point d’intersection, A’, est sur le cercle de diameétre [AB] (m est donc droit) et aussi sur

—

le cercle de diameétre [AC| (AA'C' est donc aussi droit).

On en deduit que les droites (A'B) et (A'C') sont confondues (car toutes deux perpendiculaires
a (A’A)). On se rend mieux compte de cela sur une figure (voir ci-dessous). La conséquence est
que A’ est le point de (BC) tel que (BC') L (AA’) : c’est le pied de la hauteur issue de A dans
le triangle ABC.
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Le triangle ABC est un vrai triangle

Les deux cercles sont sécants en A et A’

A' : pied de la hauteur issue de A

C
B B=C

Cercles confondus
‘le triangle n'est pas un vrai triangle

A, B, C alignés
‘ Cercles tangents

T e
BONUS :Si kunréelet si M €y < AM.BM =k et M € 'y <= AM.CM = k, alors on a :

M €Ty NTy = AM BM = AM.CM <=AM BM — AM.CM =0
—AM. (BM _ CM) -0

“sAM.BC =0

Cette égalité prouve que si M € I'y N I'y alors M est sur la hauteur issue de A (car AN L B?)
Pourquoi n’y a t-il que deux points de cette hauteur, et pas toute la hauteur : car I'y et I'y sont des
cercles... faut-il encore le prouver 7 Cela a été fait dans le cours : mm =k MI*>= AT32 + k.
Les cercles n’existent pas toujours (pour que I'y existe, il faut que k > —ATBQ), et g’ils existent tous
les deux alors ils ne se coupent pas forcément. Mais quand ils se coupent, ¢’est en deux points E et F
(éventuellement confondus avec E) de la hauteur issue de A.

L’illustration ci-dessous montre ces différentes situations pour un méme triangle.

A A




