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EXERCICE 1 (VARIATIONS ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE- 5 POINTS)

. . 4 . 2
Soit F la fonction définie par F(z) = £t

a) Etudier les variations de F sur |1;+o0].

Montrer en particulier que F' admet sur |1; +oo[ un minimum que 'on précisera.
Déterminer les limites de F' au voisinage de 1 et de 4-o00.

En déduire ’équation de ’asymptote verticale & la courbe de F.

Tracer le tableau des variations de F' sur |1; +oo].

b) Ecrire F(z) sous la forme F(z) = az + b+ -5 ol a, b et ¢ sont trois réels & déterminer.
Montrer alors que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote a la courbe de F' au voisinage
de l'infini puis tracer sur la copie la courbe de F' et ses asymptotes pour x €]1;10].

EXERCICE 2 (DERIVER DES FONCTIONS - 5 POINTS)
a) Dérivation :
Dériver les fonctions f, g et h définies ci-dessous et préciser les ensembles de dérivabilité.

2
o) = o) = @+ 9)e i) = (55

b) Etude d’une fonction :

Soit T' la fonction définie par I'(z) = %xze_x. Dériver T' puis étudier ses variations sur R™.

On admettra que 11141_1 ['(z) = 0 et on déterminera le minimum et le maximum de T' sur R*.
T—r+00

EXERCICE 3 (EXPONENTIELLE- 5 POINTS)
Soit f la fonction définie par : Vo € R, f(z) = Z%.
On note C sa courbe représentative.

a) Montrer que f est bien définie sur R.

b) En admettant que lim % = 400 calculer les limites f en +00 et en —oo .

) z—+oo
c¢) Etudier les variations de f.
d) ]?éterminer une équation de la tangente 7 & la courbe C au point d’abscisse 0.
Etudier la position de C par rapport & 7.
BONUS (1 point) : Prouver que lim % = 4-o00.

r—r-+00

EXERCICE 4 (AIRE MINIMALE - 5 POINTS)

Sur les cotés [AB] et [BC] d'un carré ABCD de coté 1, on centre deux cercles C et C' tangents
entre eux : C est centré en I € [AB] et C' en J € [BC|]. On suppose de plus que A € C et C €C'.
On pose AI = z et on se propose de déterminer la valeur de x pour laquelle laire totale S(x) des
deux disques limités par C et C’ est minimale.

a) Le rayon du cercle C' étant noté y = C'J, montrer que y = %

b) Justifier alors que pour tout réel = € [0, 1] nous avons c
124»1 2 23}(1—37) 2

S(x) =7 r+1 | A I

¢) Prouver que pour tout réel z € [0,1] il existe un trinéme du

second degré P(z) ne s’annulant pas, tel que

S/(IE) _ 27rP(:5(2E(JJ;21—)22x—1) .

d) En déduire que la fonction z — S(z) atteint un minimum en
un unique réel a € [0, 1] que l'on précisera.
Calculer ensuite C'J lorsque z = a et S(a).
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CORRECTION DE L'EXERCICE 1 (VARIATIONS ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE- 5 POINTS)
F _ z’4ax+l

a) F(r) = *25=. 2 ) )

Dérivons : F'(z) = (2‘”1)(96(;1_);)9 tetl) _ 2z *9”(;1:1‘7;279”71) = x?;ff)_f Le discriminant du polynome

2?—2r—2est A=4+8=12>0.

Celui-ci s’annule donc pour xy = Lgﬁ =14+V3~2,732¢t x5 = 2_75/5 =1—-+v3~-0,732 < 1.

Sur |1;4o00[, F'(x) > 0 quand = > 21 et F'(z) <0 quand 1 <z < x1.

Comme on en déduit que, sur cet intervalle, F' est décroissante jusqu’a x = x1 puis croissante, F’ admet

un minimum égal & F(zp) = (1‘*‘\/13_3_2:/%11‘1\/3-5-1 _ (4—&—2\/3\/);2-5-\/3 — 64—\%\/g - 6\/§+9 =2v/3 + 3 ~ 6,464

Limites :

+ Au voisinage de 1 : lim % =
r—1t z—1t
La droite d’équation x = 1 est donc asymptote verticale & la courbe de F.

.. : 2 . 2 .
+ Au voisinage de 400 : lim 223l — Jim £ = lim = 400
z—+oco T x—+oo ¥ r—+00

Le tableau de variation de F' résume ces informations :

T -1 1+v3 400

+o0 +00

P() T~ _—

2v/3+3

b) F(J)) _ m2;;z1+1 —ar+ b4 Til _ (a:p+b)(7x71)+c _ az?+(b—a)z+(c—b)

T r—1
Par identification,onaa=1,b—a=1=b=a+1=2¢etc—b=1=—c=1+b=3.

Finalement F(z) =z + 2+ -3

r—1"°

Pour montrer que la droite d’équation y = = + 2 est une asymptote & la courbe de F', montrons
que la limite de F'(z) — (z + 2) au voisinage de U'infini est 0 :
lim F(z)— (z+2)= lim -2 =0F.
r—+00 r—+00
On en déduit que la courbe de F' est au dessus de son asymptote.

On peut maintenant tracer la courbe et ses asymptotes.

g
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CORRECTION DE L’EXERCICE 2 (DERIVER DES FONCTIONS - 5 POINTS)
a) Dérivation :

f(x):\/12_7,:2><%avecV:\/ﬁetUzl—xdoncU’ —letV’*z\IF \/_117
A | 1 1
Comme (7) = 77 = 51 X 09y = 0 0/viss
41143 ! _ 2 _ 1
on en déduit f/(z) = A vVis ~ Vi
La fonction f’ est définie quand 1 —2 > 0 <=z < 1, d’ott Zp =] — o0; 1].
g(z) = (22 +5)e” L =U x ¥ avec U = 2%+ 5 donc U’ = 2z et V = 2% — 1 donc V'(z) = 2z.
o < VY UV LUV Y et (V) = VeV onag/(w) = (U +UV)e = (2a-+(a>+5)20)er 1 =
2x(1+ 22 + 5)e”” 1 = 22(6 + 22)e” !

La fonction ¢’ est définie sur R (comme produit d’une fonction polynéme par une fonction exponen-
tielle).

) = () = U2 e U = g e 07 = 25550 =
Gomme (U%)" =2U"U on a I(z) = 26z +3)2 x 2@113 - (22(:};B:31)):),

La fonction A’ est définie quand 2z + 3 # 0 <= x # =2 soit sur | — oo; 52 [U]52; 4o0l.

b) Etude d’une fonction :
Dérivons la fonction I' définie par I'(z) = Jz%e
I'(z) = (322)e @ + 322(e7") = ze ® — J2?e™® = (z — 2%)e "
Comme Vz € R,e™® >0, I'(2) > 0 <= 2 — 127 >0<:>2$Tx>0<:>x(2—x)>0.
Sur R*, cette inéquation se réduisant a 2 — 2 > 0 <= x < 2, a pour solution x €]0;2|.
De méme, sur RT, on montre que I'(z) <0 <=z >2et () =0 <=2 =00uz = 2.
La fonction I" étant donc croissante puis décroissante, elle passe par un maximum sur RT, atteint pour
x =2, qui vaut I'(2) = %226_2 =22 = e% ~ 0,27067 (vérification graphique ci-dessous).

Pour le minimum de I' sur R*, comme lirf ['(z) = 0 et que I'(0) = 20%” = 0, ce minimum vaut 0
T—r+00

27{17.

et il est atteint pour z = 0.

0.4

0.2

N

0

NB : cette fonction « gamma trois » sert & modéliser des phénomeénes aléatoires se produisant en
moyenne trois fois par unité de temps.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3 (EXPONENTIELLE— 5 POINTS)

a) Pour que la fonction f définie f(z) = &% soit bien définie sur R, il faut et il suffit que le dénomi-
nateur e¥ — x ne s’annule pas, soit que Vo € R, e* — x # 0.

Etudions pour montrer cela la fonction ¢ :  — e* — .

Sa dérivée est ¢'(x) = e — 1. Elle s’annule en changeant de signe pour e* =1 = €% <= 2 = 0.

En effet e —1 > 0 <= e* > e <= x > 0 car la fonction exponentielle est croissante.

Le tableau de variation de g est donc le suivant, il montre que la fonction g admet un minimum qui
est 1 soit Ve e R,e* —x>1>0:
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T |—00 0 +00

g - 0 +

T >

b)Au voisinage de +o0 :

lim % = lim —&— = lim —'—
z—o400 €T ztoo $(%—1) T—>+00 %—1

2 2 ~ . . €T
D’apres I’énoncé (on I’a montré en exercice) : lim < = +oo.
z—+oo T
. T . .
Du coup lim & —1= +ooetdonc lim —+— = lim f(z) =0 (on peut se contenter de 0)
z—+oo ¥ r—+o00 5 —1  z—+4o0

Au voisinage de —oo :
lim =% = lim -
x €
r——00 & T r—+oo 5 —1
. « + _
Or lim £=9 =9
z——o00 T -

On en déduit que lim f(x) = 0—%1 = —17" (on peut se contenter de —1).
T—+400

¢) Dérivons f
flay=2 =T avecU' =1let V' =¢” — 1.

er—x

On a donc f/(z) = U’VV_QUV/ = ez_élff;_l) = Ei:%z

Comme Vo € R,e* > 0 et (e —x)? > 0, f/(z) est du signe de 1 — = donc positif pour x < 1 et négatif
pour x > 1.

T|—00 1 400
f! + 0 -

[
Floa / e—1~0,58 \ o

d) La tangente 7 & la courbe C au point d’abscisse 0 a pour équation y = f/(0)(z — 0) + f(0), soit

Y = I((e%__%);o + ﬁ = ﬁ + 0 = z. I s’agit donc de la 1% bissectrice.

x
et —x

<let

—z=a( —1).

-1<0.

La position de C par rapport & 7 dépend du signe de f(z) —z =
1

et —x

Dans la question a) on a montré que € R, e* —z > 1 d’on
On en déduit que € R,x(ﬁ —-1)>0<0.
La courbe C est au-dessus de sa tangente 7 en 0 quand x < 0 et au-dessous sinon.

et —x

CORRECTION DE L'EXERCICE 4 (AIRE MINIMALE - 5 POINTS)

a) Dans le triangle IB.J rectangle en B, d’aprés Pythagore, on a IB% + BJ? = I.J2.

Comme B = AB—xz,BJ = BC—y,1J = 2+y, AB = BC = 1, celas’écrit (1—z)?+(1—y)? = (z+y)>.
Développons, il vient :

142220 +1+92 —2y=a’+ 1’ +2ay<=2-20 -2y =2ay<=1l—-o—y=ay <= 1—2=
(I+a)y =172 =y

b) Pour tout réel x € [0, 1] on peut déterminer la somme des aires des deux disques :
2 2 2 N2
Sx)=m’+ 7y’ =7 {xQ + (%) } =7 [—z (ﬂ(%:)(zl @) }
Développons le numérateur :
2?(x+1)24+(1—2)? =2 +203 + 2?2 + 1422 — 20 = (2 + 202+ 1)+ 223 — 22 = (22 4+ 1)2 4+ 22(2% - 1)
Finalement, on obtient :

[@21)242e2-1)] _  [(@2+1)? | 22(e—D)(@+)] _ 2:1\2  2z(1—z)
S(l‘) =T |: (I+x)2 :| =T [ (1+2)2 + (1+x)? :| = |:( Ij_l ) S :|

c¢) Dérivons S :

2
S(x) =n [(fiﬁ) - Mﬁf)] = U + V] avec U = 2 et V = — 257,
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On aura donc S'(x) = n[2U0U" + V'].
U = 2z(z+1)—(2%41) 221

(z+1)* (z+1)% -
V! = _(*4m+2)(x+1)*2x(1*1) _ —4x? 2242224222 _ 22°4d4x—2 2(z2+2x71)
o (z+1)? o (z+1)? T (z1)2 T (a+1)?
. 2 2194 2(z2 4221 2(x2+1)(224+22—1)+2(x2+22—1) (z+1

Finalement, on a S'(z) = 77[25‘;:_31 X x(;ffpl + (g;(erlg;z )] = Saka) m(xll)gz =1z )].

- 24220—1)((22+1)+(z+1 2422 1)(22 +a+2
On obtient '(z) = 2r[ (= 2=kt — a2y o),

2

En posant P(z) = 22 + x + 2, on obtient donc bien S'(z) = % avec P un trindme qui ne
s’annule pas puisque son discriminant est A =1 —8 = —7 < 0 et qui conserve donc toujours le méme

signe positif.

d) Le signe de S'(x) est celui du trinome 2 4+ 2z — 1 car tous les autres facteurs sont positifs.
Ce polynéme s’annule pour deux valeurs : z = 72+§/4+74 = _2“‘22‘@ =—-1+V2~0,41detz=—-1—+2
qui est négatif et ne convient donc pas. Ce trinome est négatif entre les racines, soit pour z < —1++/2
et positif sinon. La fonction S(z) atteint donc un minimum en —1 + /2.

Pour:c:a:—1+\/§onay:}f};£:2f:ﬂ—1:a.

Pour cette valeur, les deux cercles ont le méme rayon, la figure a un axe de symétrie qui est la diagonale
[BD] du carré.
S(a) = 2ma® = 27(v/2 — 1)? = 27(3 — 2V/2).




