TP p.231 : Pratiquer l'algorithmique et programmer
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Partie A : « apier-crayon » mise en place de deux suites
la) Etape n°1




Par construction ABCDEF étant un hexagone
régulier et PQRSTU également,

CR=DR donc C est sur la médiatrice de [CD].
OR=0D donc O est sur la médiatrice de [CD].

La droite (OR) est donc la médiatrice de [CD], et le
triangle OCD étant isocele en O, cette médiatrice de
la base est en méme temps la bissectrice de l'angle
principal DOC .

la) Le rayon du cercle OD=1
L'angle du triangle équilatéral OCD mesure % , par

conséquent l'angle DOR mesure % . J

* Dans le triangle DOH rectangle en H (H est
le pied de la hauteur issue de O dans DOC),

F E
ona: %—sm6@DH sm— (DO=1) et

comme DC=2DH,ona DC= 2s1n R L'hexagone ABCDEF a des cotés qui mesurent

2sin & .

6

* Dans le triangle ODR rectangle en D, on a : %— tan & 5 < DR= tan — (DO=1) et comme

SR=2DR,ona SR =2tan% . L'hexagone PQRSTU a des cotés qui mesurent 2tan% .

lIc) La longueur du cercle de rayon 1 est égale a 2n. Or on peut ici I'encadrer par la longueur des

deux polygones soit 6X 2sin %<2 T <6X2tan %@ 6sin %< n<6tan’

- 6
1 x V3
3

Sachant que sin%ZE et tang— , on en déduit 6X;<3‘[<6X%©3<H<2\/3 ~3,46 .

2a) De I'étape k a 1'étape k+1
Les polygones .5, et.7) possédent 2 fois plus d'arétes que les polygones de I'étape précédente (notés
S et 9)) car, a chaque étape, on dédouble les arétes de chacun des polygones :
* au polygone inscrit, on ajoute un point du cercle au milieu de chacun des arcs joignant 2
sommets consécutifs, doublant ainsi chage aréte
* au polygone circonscrit, on tronque chacun de ces angles, remplagant chacun de ces
sommets par une nouvelle aréte
Comme on part d'hexagones (% et.77 possédent chacun 6 arétes) en doublant ces nombres n-1 fois

(il y a n-1 étapes pour passer de l'étape 1 a I'étape n), il y adonc 6x2""' arétes a.% et. 9

2b et 2c) L'angle au centre est aussi divisé par 2 dans le passage de I'étape n-1 a I'étape n.
* Pour le polygone inscrit, au départ I'angle au centre mesurait % et le coté du polygone %

T

¢ X et le coté du

était de ZSin% ; a I'étape n 1'angle au centre mesure exo soit
X

T
x2"

* Pour le polygone circonscrit, au départ 1'angle au centre mesurait % et le coté du
T

polygone .77 était de 2tan L I'étape n I'angle au centre mesure — , soit L
6 62 3x2

polygone.%. mesure 2sin

~ et

TU
x 2"

le c6té du polygone .7 mesure 2tan



Comme dans la question 1, on peut en déduire un encadrement de w. On peut, encore ici, encadrer la

longueur du cercle de rayon 1 par la longueur des deux polygones soit :

6><2”‘1xzsin3 L <2m<6x2""'X2tan = 3X2"Xsin <m<3x2"Xtan
X

n n n n

Partie B_: Estimation de 7 et précision
la) Pour n allant de 1 & 5, on trouve les valeurs suivantes :
from math import *
lef perimetre inscrit(m):
a=2%zin(pi/ (3*2**n))
N=3%2%%p
return a*N/2

for i in range (1,6):

print ("pour n=",i, "périm

inscrit=",perimetre inscrit(i))

pour n= 1 périmétre inscrit= 2
pour n= 2 peérimétre inscrit= 3.10582854123024%

pour n= 3 périmétre inscrit= 3.132628613281237E
pour n= 4 périmétre inscrit= 3.135350203046B667
pour n= 5 périmétre inscrit= 3.14103195085050593
1b et ¢) Ce sont les approximations par défaut de © données par la méthode d'Archimede (lui ne
disposait pas de calculatrice...). D'une fagon générale, la fonction perimetre_inscrit(n)
renvoie l'approximation par défaut de & calculée a partir du polygone inscrit de 1'étape n.

2) Pour n allant de 1 & 5, les approximations par exces de © données par la méthode d'Archimede
sont calculées par la fonction perimetre_circonscrit(n) :

Jef perimetre circonscrit(n):
a=2%tan (pi/ (3%2%%n))

H=3*%2%*n
return a*N/2
for i in range (1,6):
print ("pour n=",i, "périmetcre circonscrit=",perimetre circonscrit(i})
pour n= 1 périmetre circonscrit= 3.4641016151377544
pour n= 2 périmétcre circonscritc= 3.2153503091734723
pour n= 3 périmetre circonscrit= 3.1596599420575
pour n= 4 périmétcre circonscritc= 3.146056215131435
pour n= 5 périmetre circonscrit= 3.14271459964536E83

3a) La fonction encadrement(p) utilise I'encadrement de 7 donné par la méthode d'Archimeéde et
calcule une étape supplémentaire jusqu'a ce que la différence entre la vraie valeur de = et la valeur
centrale de l'intervalle défini par les bornes de 1'encadrement soit inférieure a la valeur du réel p
entré (j'ai rebaptisé pour 1'occasion les 2 fonctions précédentes).

def encadrement (p):
n=1
while abs(pi—ip_inscin]+p_circin]]fE])p:
n+=1
return n,ip_inscin]+p_circin]]f2

print (encadrement (0.001) )

(5, 3.1418732752679386)

3b) Au bout de 5 étapes, la valeur approchée calculée est distante de © de moins d'un milliéme.



4) L'encadrement proposé par Archimede équivaut a

27L13<n 22 3,14084507 < <3,142857143
3,14084507 est plus proche de 3,1410319508905093 que de toutes les autres valeurs approchées par
défaut ; de méme 3,142857143 est plus proche de 3,1427145996453683 que de toutes les autres

valeurs approchées par défaut :

pour n= 1 on a 2.999995999999999%96 < pi < 3.4641016151377544
pour n= 2 on a 3.105828541230249 < pi <« 3.2153503051734723
pour n= 3 on a 3.1326288l32B12378 < pi « 3.1596599420975

pour n= 4 on a 3.1393502030468667 < pi < 3.146086215131435
pour n= 5 on a 3.1410319508905093 < pi < 3.1427145996453683
pour n= & on a 3.1414524722854615 < pi < 3.1418730499798233
pour n= 7 on a 3.1415576079118575 < pi < 3.141662T74T705&6848
pour n= 8 on a 3.1415838921483177 < pi < 3.141610176604689
pour n= % on a 3.14159046322804%96 < pl < 3.1415970343215256

En effet, si on calcule les écarts de 3,14084507 avec toutes les valeurs approchées par défaut :

pour n= 1 écart entre le perimétre inscrit et 3+10/71 = 0.14084507042253547
pour n= 2 ecart entre le peérimétre inscrit et 3+10/71 = 0.0350185291%228615
pour n= 3 é&cart entre le périmétre inscrit et 3+10/71 = 0.00BZ216457141297262
pour n= 4 Ecart entre le périmétre inscrit et 3+10/71 = 0.0014%4867375668285
pour n= 5 é&cart entre le périmetre inscrit et 3+10/71 = 0.00015658046797432634
pour n= & é&cart entre le périmétre inscrit et 3+10/71 = 0.0008074018629265154
pour m= 7 é&cart entre le périmétre inscrit et 3+10/71 = 0.00071Z5374593224249
pour n= § é&cart entre le périmétre inscrit et 3+10/71 = 0.0007388217257826568
pour m= & é&cart entre le périmétre inscrit et 3+10/71 = 0.0007453928055145553

Et si on calcule les écarts de 3,142857143 avec toutes les valeurs approchees par exces :
pour n= 1 &cart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.3212444722806116

pour n= 2 &cart entre le périmétre circomscrit et 3+1/7 = 0.0725331663163255¢6
pour n= 3 é&cart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.016802799240357214
pour n= 4 é&cart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.003229072274292033
pour m= 5 é&cart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.00014254321177453733
pour m= & &cart entre le périmétre circomscrit et 3+1/7 = 0.00095409287731594868
pour n= 7 &cart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.00119439580025946786
pour nm= & écart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.001246%966252453685
pour n= 9 é&cart entre le périmétre circonscrit et 3+1/7 = 0.00126801085356171953
Conclusion :

Archiméde a été jusqu'a calculer les valeurs de 1'étape 5 (les polygones avaient alors 96 cotés!) ce
qui lui a permis de donner cet excellent encadrement a pres de 4 chiffres décimaux (lui calculait
avec des fractions et dans la base soixante, ce qui explique qu'on n'obtient pas exactement ses
valeurs).



TP p.233 : Table des cordes/ L'histoire du SINUS
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partie A La mesure de la corde au 11° siécle

pu I siecle, Ptolémée, s’appuyant sur les travaux

{'Hipparque, construit une nouvelle table des cordes
ur un cercle de rayon 60, les valeurs étant données

enbase 60, sous la forme de tableaux a trois colonnes.

Ons'intéresse ici aux deux premiéres : 2

.lamesure des arcs de cercle, c’est-a-dire des angles

au centre, en degré, tabulée avec un pas de 30’ ;

+lamesure des cordes correspondantes, en base 60.

0On considére I’extrait donné ci-contre.

1.En utilisant I’aide de lecture, estimer la longueur

de la corde correspondant @ un angle au centre de 1°

pour un cercle de rayon 60.

2.Quelle est alors la longueur de la corde corres-

pondant @ un angle au centre de 1° pour le cercle

tigonométrique ? ]

3.Ptolémée approche la demi-circonférence d’un

cercle par la succession de 180 cordes correspondant

dunangle au centre de 1°. e

Quelle approximation de t obtient-il alors ?

Purtie B Avec les notations actuelles

On considére un quart de cercle 6 de centre O et de
%0n 1.4 et B sont deux points de % et on note H le
gled de la hauteur issue de A dans le triangle OAB.
1" note 6 I'angle AOB.
b 'E’;]]“Sﬁﬂef que AH =sin® et que OH = cosb.
““Nse placant dans le triangle BAH, montrer que :
AB? =2(1-cos0)

2,
& Montrer que 1-cosB = 2sin? g en utilisant que,

b. A I’aide de la formule trouvée a la question 2. b.,
déterminer une approximation de sin10°.
c. Comparer avec le résultat de la calculatrice.

:°"f tout réel x, cos2x =1-2sin? x (admis).

:' 3 déduire AB = Zsing.

. En utlisant I extrait de la table de la Partie A,
"q“que.pour Ptolémée et pour un cercle de rayon

937, “'de [AB] relative & un angle de 20" mesure

&

Partie A : la mesure des cordes au II° siécle



1) La longueur d’une corde d’un cercle de rayon 60 et d’angle au centre de 1°, d’aprés Ptolémée est

de 1,2;50 (notations babyloniennes, en base soixante), soit 1% %=%~ 1,047 ce qui n’est

pas si mal comme approximation puisque cette longueur mesure 2X60sin (%) ~1,04718426 .

2) Si on réduit la figure d’un facteur 60 (les longueurs sont toutes divisées par 60 mais les angles
sont conservés), la longueur d’une corde d’un cercle de rayon 1 et d’angle au centre de 1° mesure,
377 377
= ~0,0175.
36060 21600
3) En juxtaposant 180 cordes d’angle au centre 1° et de rayon 1, Ptolémée obtient une bonne
approximation de la longueur du demi-cercle de rayon qui mesure 7 en réalité. Lui trouve

180377 377 g
21600~ 120 ~3,1416667 ce qui s’¢loigne de m de seulement 0,000074.

toujours d’aprés Ptolémée,

Partie B : avec les notations actuelles
la) Sans perte de généralité, je peux faire correspondre le point B au point / du cercle
trigonométrique. Ainsi, dans le triangle AHO rectangle en H :

%:sin 6 et comme AO=1,ona AH=sin6.

O—Hzcos 6 et comme AO=1,ona OH=sin§.

AO

1b) Dans le triangle AHB rectangle en H, d’aprés le théoréme de Pythagore :

AB*=AH>+HB?=sin> 0-H OB —OH )>=sin >+ 1—cos 0)>=sin> §+cos >0+ —2 cos #=2(1—cos )

2a) Sachant que cos2x=1-2sin?x , en remplagant x par EH , on obtient cos #=1—2sin 2? , soit

ZSinzgzl—cose.

2b) Par conséquent, dans le cercle trigonométrique, AB2=2(1—cos )=4sin2 56 et, en prenant la

racine carrée de cette égalité, pour 0<60<m,ona AB=2 sing .
3a) La longueur d’une corde d’un cercle de rayon 60 et d’angle au centre de 20°, d’apres Ptolémée
est de 20,50;16, soit 20420 +10 = T316 937754 6397773

B 60 60> 3600 450 ’
3b) La corde d’un cercle de rayon 60 et d’angle au centre de 20°, réduite d’un facteur 60,
correspond a la longueur AB calculée précédemment dans le cercle trigonométrique.
D’aprés la formule, celle-ci mesure 2sinl10°.

1 9377 9377

"aprés la table de Ptolémé I 60250 _ 27000

Or, d’apres la table de Ptolémée, cette longueur vaut 60 250 27000
19377 9377

On en déduit la valeur de sin 10 ZEXH— 54000 ~0,17364815 .
3c¢) La calculatrice donne sin 10 °~0,17364817766693 ; la différence avec la valeur estimée grace

a la table de Ptolémée est environ égale a 0,00000003 ce qui est vraiment trés peu.

~0,3472963 .

4) L’histoire du sinus, d’apres M@ths et tiques et Wikipédia

I1 faut remonter jusqu’aux babyloniens, 2000 ans avant notre €re, pour trouver les premicres traces
de tables de données astronomiques. Car a la base, la trigonométrie est une géométrie appliquée a
I’étude du monde, de I’univers et est indissociable de 1’astronomie.



https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sinus_(math%C3%A9matiques)
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie

On attribue a Hipparque de Nicée (-190 ; -120) les premicres tables trigonométriques qui furent
malheureusement perdues. Elles font correspondre 1’angle au centre et la longueur de la corde
interceptée dans le cercle.

Le grec Claude Ptolémée (I1° siecle) poursuit dans 1I’A/mageste les travaux d’Hipparque avec une
meilleure précision et introduit les premieres formules de trigonométrie. Ce sont ses tables que 1’on
¢tudie dans ce TP et on a vu qu’elles conservent I’écriture des babyloniens en base soixante.

En Orient, I’indien Aryabhata I’ancien (476 ; 550) utilise la demi corde et donne les premicres
tables de sinus. On retrouve la configuration du sinus dans le triangle rectangle telle qu’elle est
enseignée aux collégiens aujourd’hui.

Des le XIII° siecle, les arabes, tel que les perses Mohammed al Khwarizmi (780 ; 850) et al Tusi
(1201-1274) utilisent et développent ces tables et séparent la trigonométrie de 1’astronomie.

L’astronome et mathématicien allemand Regiomontanus, de son vrai nom Johann Miiller développe
la trigonométrie comme une branche indépendante des mathématiques. Il serait a I’origine de
I’usage systématique du terme sinus.

Dans le TP, on affirme que le terme dérive du sanscrit jiva qui signifierait demi-corde (ce terme
ayant été traduit par jiiba en arabe).

Wikipédia précise que jiva (corde) est un raccourci de ardha-jiva (demi-corde). Vers le XII° siecle

les traducteurs latins des travaux arabes, prenant le mot wu> jaib pour son homonyme désignant une
cavité ou un pli dans un vétement, le traduisirent par le mot latin sinus.

Au XVI° siecle, le frangais Francois Viete (1540 ; 1607) fait évoluer la trigonométrie pour lui
donner le caracteére qu’on lui connait aujourd’hui. L’habitude de construire des tables de sinus
correspondant a un cercle dont le rayon, fixé arbitrairement et appelé «sinus totaly», perdure en
Europe encore jusqu'a la fin du XVIII® siecle. La fonction sinus se définit aujourd’hui en analyse
par une somme infinie, x étant exprimé en radians :

e i} 1.2.'!:+l o mdns1

sinz ==z * I £—I---I{ l}k—|"‘= (—1)"

3 5l (2k + 1)!



