
TP p.231 : Pratiquer l'algorithmique et programmer

Partie A   : « Papier-crayon » mise en place de deux suites
1a) Étape n°1



Par construction ABCDEF étant un hexagone
régulier et PQRSTU également,
CR=DR donc C est sur la médiatrice de [CD].
OR=OD donc O est sur la médiatrice de [CD]. 
La droite (OR) est donc la médiatrice de [CD], et le
triangle OCD étant isocèle en O, cette médiatrice de
la base est en même temps la bissectrice de l'angle
principal D̂OC .

1a) Le rayon du cercle OD=1
L'angle du triangle équilatéral OCD mesure π

3
, par

conséquent l'angle D̂OR  mesure π
6

.

• Dans le triangle DOH rectangle en H (H est
le pied de la hauteur issue de O dans DOC),

on a : 
DH
DO

=sin π
6

⇔ DH=sin π
6

 (DO=1) et

comme DC=2DH, on a DC=2sin π
6

. L'hexagone ABCDEF a des côtés qui mesurent

2sin π
6

.

• Dans le triangle ODR rectangle en D, on a : 
DR
DO

= tan π
6

⇔ DR=tan π
6

 (DO=1) et comme 

SR=2DR, on a SR=2tan π
6

. L'hexagone PQRSTU a des côtés qui mesurent 2tan π
6

.

1c) La longueur du cercle de rayon 1 est égale à 2π. Or on peut ici l'encadrer par la longueur des 
deux polygones soit  6×2sin π

6
<2π<6×2tan π

6
⇔6sin π

6
<π<6 tan π

6
. 

Sachant que sin π
6
=

1
2

 et tan π
6
=

√3
3

, on en déduit 6×
1
2
<π<6×√3

3
⇔3<π<2√3≈3,46 .

2a) De l'étape k à l'étape k+1
Les polygones In  etPn  possèdent 2 fois plus d'arêtes que les polygones de l'étape précédente (notés 
In-1  etPn-1) car, à chaque étape, on dédouble les arêtes de chacun des polygones : 

• au polygone inscrit, on ajoute un point du cercle au milieu de chacun des arcs joignant 2 
sommets consécutifs, doublant ainsi chaqe arête

• au polygone circonscrit, on tronque chacun de ces angles, remplaçant chacun de ces 
sommets par une nouvelle arête

Comme on part d'hexagones (I1 etP1  possèdent chacun 6 arêtes) en doublant ces nombres n-1 fois 
(il y a n-1 étapes pour passer de l'étape 1 à l'étape n), il y a donc 6×2n−1  arêtes à In  etPn

2b et 2c) L'angle au centre est aussi divisé par 2 dans le passage de l'étape n-1 à l'étape n.
• Pour le polygone inscrit, au départ l'angle au centre mesurait π

6
 et le côté du polygoneI1 

était de  2sin π
6

 ; à l'étape n l'angle au centre mesure π

6×2n−1 , soit π

3×2n  et le côté du 

polygoneIn  mesure 2sin π

3×2n .

• Pour le polygone circonscrit, au départ l'angle au centre mesurait π
6

 et le côté du 

polygoneP1 était de  2tan π
6

 ; à l'étape n l'angle au centre mesure π

6×2n−1 , soit π

3×2n  et 

le côté du polygonePn  mesure 2tan π

3×2n .



Comme dans la question 1, on peut en déduire un encadrement de π. On peut, encore ici, encadrer la
longueur du cercle de rayon 1 par la longueur des deux polygones soit :
6×2n−1

×2sin π

3×2n <2π<6×2n−1
×2tan π

3×2n ⇔3×2n
×sin π

3×2n <π<3×2n
×tan π

3×2n
. 

Partie B   : Estimation de π et précision
1a) Pour n allant de 1 à 5, on trouve les valeurs suivantes :

1b et c) Ce sont les approximations par défaut de π données par la méthode d'Archimède (lui ne 
disposait pas de calculatrice...). D'une façon générale, la fonction perimetre_inscrit(n) 
renvoie l'approximation par défaut de π calculée à partir du polygone inscrit de l'étape n.

2) Pour n allant de 1 à 5, les approximations par excès de π données par la méthode d'Archimède 
sont calculées par la fonction perimetre_circonscrit(n)  :

3a) La fonction encadrement(p) utilise l'encadrement de  π donné par la méthode d'Archimède et 
calcule une étape supplémentaire jusqu'à ce que la différence entre la vraie valeur de π et la valeur 
centrale de l'intervalle défini par les bornes de l'encadrement soit inférieure à la valeur du réel p 
entré (j'ai rebaptisé pour l'occasion les 2 fonctions précédentes).

3b) Au bout de 5 étapes, la valeur approchée calculée est distante de π de moins d'un millième.



4) L'encadrement proposé par Archimède équivaut à
223
71

<π<
22
7

⇔3,14084507<π<3,142857143

3,14084507 est plus proche de 3,1410319508905093 que de toutes les autres valeurs approchées par
défaut ; de même 3,142857143 est plus proche de 3,1427145996453683 que de toutes les autres 
valeurs approchées par défaut :

En effet, si on calcule les écarts de 3,14084507 avec toutes les valeurs approchées par défaut :

Et si on calcule les écarts de  3,142857143 avec toutes les valeurs approchées par excès :

Conclusion : 
Archimède a été jusqu'à calculer les valeurs de l'étape 5 (les polygones avaient alors 96 côtés!) ce 
qui lui a permis de donner cet excellent encadrement à près de 4 chiffres décimaux (lui calculait 
avec des fractions et dans la base soixante, ce qui explique qu'on n'obtient pas exactement ses 
valeurs).



TP p.233 : Table des cordes/ L'histoire du SINUS

Partie A   : la mesure des cordes au IIe siècle



1) La longueur d’une corde d’un cercle de rayon 60 et d’angle au centre de 1°, d’après Ptolémée est 

de 1,2;50 (notations babyloniennes, en base soixante), soit 1+
2
60

+
50
60²

=
377
360

≈1,047 ce qui n’est 

pas si mal comme approximation puisque cette longueur mesure 2×60sin ( π
90

)≈1,04718426 .

2) Si on réduit la figure d’un facteur 60 (les longueurs sont toutes divisées par 60 mais les angles 
sont conservés), la longueur d’une corde d’un cercle de rayon 1 et d’angle au centre de 1° mesure, 

toujours d’après Ptolémée, 
377

360×60
=

377
21600

≈0,0175 .

3) En juxtaposant 180 cordes d’angle au centre 1° et de rayon 1, Ptolémée obtient une bonne 
approximation de la longueur du demi-cercle de rayon qui mesure π en réalité. Lui trouve
180×377

21600
=

377
120

≈3,1416667  ce qui s’éloigne de π de seulement 0,000074.

Partie B   : avec les notations actuelles
1a) Sans perte de généralité, je peux faire correspondre le point B au point I du cercle 
trigonométrique. Ainsi, dans le triangle AHO rectangle en H :
AH
AO

=sinθ  et comme AO=1, on a AH=sinθ .

OH
AO

=cosθ  et comme AO=1, on a OH=sinθ .

1b) Dans le triangle AHB rectangle en H, d’après le théorème de Pythagore :
AB ²=AH ²+HB ²=sin ²θ+(OB−OH ) ²=sin ²θ+(1−cosθ) ²=sin ²θ+cos ²θ+1−2cosθ=2(1−cosθ)

 
2a) Sachant que cos2 x=1−2sin ² x , en remplaçant x par θ

2
, on obtient cosθ=1−2sin ² θ

2
, soit

2 sin ² θ
2
=1−cosθ .

2b) Par conséquent, dans le cercle trigonométrique, AB ²=2(1−cosθ)=4sin ² θ
2

 et, en prenant la 

racine carrée de cette égalité, pour 0≤θ≤π , on a AB=2 sin θ
2

.

3a) La longueur d’une corde d’un cercle de rayon 60 et d’angle au centre de 20°, d’après Ptolémée 

est de 20,50;16, soit 20+
50
60

+
16
60²

=
7516
3600

=
9377
450

≈20,8377778 .

3b) La corde d’un cercle de rayon 60 et d’angle au centre de 20°, réduite d’un facteur 60, 
correspond à la longueur AB calculée précédemment dans le cercle trigonométrique. 
D’après la formule, celle-ci mesure 2 sin10° .

Or, d’après la table de Ptolémée, cette longueur vaut 
1
60

×
9377
450

=
9377
27000

≈0,3472963 . 

On en déduit la valeur de sin 10°=
1
2
×

9377
450

=
9377

54000
≈0,17364815 .

3c) La calculatrice donne sin 10°≈0,17364817766693  ; la différence avec la valeur estimée grâce 
à la table de Ptolémée est environ égale à 0,00000003 ce qui est vraiment très peu.

4) L’histoire du sinus, d’après M  @  ths et tique  s et Wikipédia
Il faut remonter jusqu’aux babyloniens, 2000 ans avant notre ère, pour trouver les premières traces 
de tables de données astronomiques. Car à la base, la trigonométrie est une géométrie appliquée à 
l’étude du monde, de l’univers et est indissociable de l’astronomie. 

 

https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sinus_(math%C3%A9matiques)
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/geometrie/la-trigonometrie


On attribue à Hipparque de Nicée (-190 ; -120) les premières tables trigonométriques qui furent 
malheureusement perdues. Elles font correspondre l’angle au centre et la longueur de la corde 
interceptée dans le cercle. 

Le grec Claude Ptolémée (IIe siècle) poursuit dans l’Almageste les travaux d’Hipparque avec une 
meilleure précision et introduit les premières formules de trigonométrie. Ce sont ses tables que l’on 
étudie dans ce TP et on a vu qu’elles conservent l’écriture des babyloniens en base soixante.

En Orient, l’indien Aryabhata l’ancien (476 ; 550) utilise la demi corde et donne les premières 
tables de sinus. On retrouve la configuration du sinus dans le triangle rectangle telle qu’elle est 
enseignée aux collégiens aujourd’hui.

Dès le XIIIe siècle, les arabes, tel que les perses Mohammed al Khwarizmi (780 ; 850) et al Tusi 
(1201-1274) utilisent et développent ces tables et séparent la trigonométrie de l’astronomie. 

L’astronome et mathématicien allemand Regiomontanus, de son vrai nom Johann Müller développe 
la trigonométrie comme une branche indépendante des mathématiques. Il serait à l’origine de 
l’usage systématique du terme sinus. 
Dans le TP, on affirme que le terme dérive du sanscrit jiva qui signifierait demi-corde (ce terme 
ayant été traduit par jiiba en arabe). 
Wikipédia précise que jiva (corde) est un raccourci de ardha-jiva (demi-corde). Vers le XIIe siècle 

les traducteurs latins des travaux arabes, prenant le mot  jجيْيبٌب jaib pour son homonyme désignant une
cavité ou un pli dans un vêtement, le traduisirent par le mot latin sinus.

Au XVIe siècle, le français François Viète (1540 ; 1607) fait évoluer la trigonométrie pour lui 
donner le caractère qu’on lui connaît aujourd’hui. L’habitude de construire des tables de sinus 
correspondant à un cercle dont le rayon, fixé arbitrairement et appelé «sinus total», perdure en 
Europe encore jusqu'à la fin du XVIIIe siècle. La fonction sinus se définit aujourd’hui en analyse 
par une somme infinie, x étant exprimé en radians :


